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Herrn  Dootor  August  fWeiler, 

Lehrer  der  Mathenialik  ao  der  höhereo  Borgerscbale  tu  HnobeiBi. 


Vorwort. 


Die  Integration  der  Differentialgleichungen  bietet  der  ForschoBg 
eine  grosse  Mannigfaltiglceit  von  Aufgaben.  l¥enn  der  Yersocb 
gelingen  soll,  die  hier  vorlcomnienden  Lehren  in  den  durch  die 
Natur  der  Sache  begründeten  Zusammenhang  zu  bringen,  so 
kommt  es  vor  Allem  darauf  an,  den  passenden  Eintheilungsgrund 
festxostellen.  Es  handelt  sich  nämlich  darum,  alles  dasjenige, 
was  auf  einem  und  demselben  Wege  erzielt  wird,  unter  einen 
gemeinsamen  Gesichtspunkt  zu  bringen;  zugleich  aber  diejenigen 
Lehren,  welche  wesentlich  von  einander  abweichen,  so  aufzustellen 
und  anzuordnen,  dass  jede  von  ihnen  als  eine  Erweiterung  oder 
Vervollständigung  einer  der  vorausgehenden  Lehren  betrachtet 
werden  kann.  Es  lassen  sich  gewisse  Eigenschallen  der  Dile- 
rentialgleichungen  angeben,  wonach  man  sich  bei  der  Aufstellung 
und  Anordnung  der  einzelnen  Lehren  zu  richten  hat,  damit  die 
genAnte  Absicht  erreicht  werde;  und  diese  Eigenschaflep  zusam- 
mengenommen enthalten  Dasjenige,  was  man  unter  dem  passenden 
Eintheilungsgrund e  versteht.  Die  Feststellung  dieses  Eintheilungs- 
gmndes  ist  aber  eine  anerkannt  schwierige  Sache.  Nur  durch  die 
sorgfältigste  Vergleichung  aller  Uulfsmittel,  welche  man  bei  der 
L&sung  der  hier  vorkommenden  Aufgaben  benutzt,  kann  man  dazu 
gelangen.  In  dem  Maasse  als  die  bekannten  UOlfsmittel  noch 
mangelhaft  sind,  und  in  der  Losung  der  allgemeinen  Aufgabe 
Lticken  zurficklassen,  wird  man  auch  über  die  Wahl  des  Eintbei- 
lungsgrundes  in  Zweifel  sein.  Man  wird  fragen,  welche  von  den 
bekannten  Lehren  einer  Erweiterung  bedQrfe,  um  die  noch  vor- 
handene Lücke  auszuföllen ,  man  wird  fragen,  wie  diese  Lehre 
selbst  umgestaltet  oder  deren  Stellung  zu  den  andern  Lehren  ver^ 
ändert  werden  mflsse,  damit  eine  solche  Erweiterung  mOglich 
werde.    Man  kann  wohl  sagen,  dass  die  Einigung  Aber  den  zu 
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befolgenden  Eiotbeilnngegrnod  ervt  dann  möglich  ist,  wenn  die 
Lösung  des  allgemeinen  Problems  nach  ihren  Hauptrichtongen 
vollendet  ist. 

Da  icli  mich  während  einer  Reihe  von  Jahren  mit  der  Inte- 
gration der  Differentialgleichungen  beschäftigt  habe,  so  bin  ich  zn 
mancherlei  Vort heilen  gelangt,  welche  einerseits  nicht  unbedea- 
tende  Erweiterungen  der  bisherigen  Lehren  enthalten,  andererseits 
fast  durchgehende  mehr  oder  weniger  erhebliche  Aenderungen 
herbeigeführt  haben.  Ich  sehe  mich  desshalb  nur  dann  in  den 
Stand  gesetzt,  meine  Resultate  über  den  genannten  Gegenstand 
in  ihrer  wahren  Bedeutung  aus  einander  zu  setzen,  wenn  ich  es 
"unternehme,  die  ganze  Lehre  im  Zusammenhang  zu  entwickeln« 
Dies  glaube  ich  passend  in  den  gegenw*ärtigen  Blättern  nach  und 
nach  zur  AusfOhrung  zu  bringen,  indem  ich  nicht  annehmen  darf« 
dass  ich  eine  fertige  Arbeit  liefern  werde,  sondern  weiteren  Unter- 
suchungen die  Entscheidung  überlassen  muss,  in  wie  fern  ich 
mich  in  meinen  Darstellungen  der  Wahrheit  genähert  habe,  oder 
von  ihr  abgewichen  bin.  Zunächst  mochte  ich  in  diesem  Vorwort 
den  Versuch  machen,  die  Hauptgedanken,  welche  nach  meiner 
Auffassung  Einheit  und  Ordnung  in  die  ganze  Lehre  zu  bringen 
geeignet  sind ,  und  mir  desshalb  bei  allen  Untersuchungen  zur 
Richtschnur  dienen  sollen,  in  einigen  kurzen  Zügen  anzugeben. 

Schon  Euler,  welcher  zuerst  die  gesammte  Lehre  von  der 
Integration  der  Differentialgleichungen  einer  strengen  Prüfung 
unterwarf,  entschied  sich  dafür,  dass  die  Anzahl  der  Veränderli- 
chen als  Eintheilungsgrund  gelten  solle.  Alle  Lehren,  welche  den 
Zweck  haben,  eine  veränderliche  Grösse  als  Funktion  einer  zwei- 
ten Veränderlichen  zu  bestimmen,  gleichgültig,  oh  die  vorliegende 
Differentialgleichung  der  ersten,  der  zweiten  oder  dritten  Ordnung 
angehört,  sollten  demnach  denjenigen  Untersuchungen  voraifcge- 
schickt  werden,  welche  sich  mit  der  Bestimmung  einer  veränderlichen 
Grösse  als  Funktion  zweier  weiteren  Veränderlichen  beschäftigeo. 
Ebenso,  wie  also  die  Integration  der  Differentialgleichungen  mit 
zwei  Veränderlichen  der  Integration  der  Differentialgleichungen 
mit  drei  Veränderlichen,  so  sollte  auch  die  letztere  wieder  der 
Integration  der  Differentialgleichungen  mit  vier  Veränderlichen 
vorausgehen.  Dieser  Anordnung  liegt  ein  höchst  einfacher  Ge- 
danke zum  Grunde,  welcher  bis  dahin  jederzeit  seine  unbedingte 
Brauchbarkeit  bewährt  hat  Jede  Differentialgleichung  mit  irgend 
einer  Anzahl  Veränderlichen  soll  nämlich  jedesmal  auf  eine  Dif« 
ferentialgleichung  mit  einer  geringeren  Anzahl  Veränderlichen 
zorflckgeßihrt  werden,  so  dass  also  die  ganze  Mannigfaltigkeit  der 
Aufgaben,  welche  die  Integration  der  DifferentialglelchungeD  in 
•ich  begreißf  zuletzt  immer  nur  auf  die  Integration  der  Funktionen 
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^er  einzigen  Verlinderlichen  oder  auf  die  eogenanote  Qaadratar 
nrilekfllhrt. 

Da  nun  der  Su^serste  Pnnkt  bezeichnet  ist,  auf  ivelchen  alle 
Uaterffachunf^en  der  Integralrechnung  hinzielen,  und  da  ««ich  so 
ein  sehr  einfaches  Kennzeichen  fi!r  die  Stellung  der  verschiede- 
■en  Differentialgleichungen  zu  einander  bei  der  Lusung  der  all- 
gemeinen  Aufgabe  ergeben  hat,  handelt  es  sich  um  einen  weiteren 
Eintheilangsgrund  fQr  diejenigen  Differentialgleichungen  jedesmal, 
worin  gleich  viel  Veränderliche  vorkommen.  Denn  die  Mannigfal- 
tigkeit der  zur  Integration  Rihrenden  Regeln  ist  auch  hier  noch 
•ehr  gross.  Bei  der  Feststellunc;  dieses  weiteren  Elntheilnngs- 
gmndes  darf  aber  nicht  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  als 
maassgebend  angesehen  werden.  Denn  wenn  auch  in  vielen 
Fillen  die  Integration  einer  Differentialgleichung  von  höherer  Ord- 
nung am  vortheilhaftesten  dadurch  ausgeführt  wird,  dass  man 
dieselbe  auf  eine  Differentialgieicbung  von  niederer  Ordnung 
lorflckflihrt,  so  giebt  es  doch  auch  wieder  andere  Fälle,  in  wel- 
chen die  Integration  wesentlich  dadurch  vereinfacht  wird,  dass  man 
Dicht  auf  eine  Differentialgleichung  von  niederer  Ordnung  flbergeht, 
sondern  dnss  man  sogleich  das  endliche  Verhalten  zwischen  den 
VerSnderlicben  darstellt.  Unter  den  Differentialgleichungen  mit 
ivrel  Veränderlichen,  welche  diese  Eigenthiimlichkeit  zeigen,  mOgen 
hier  vor  Allem  die  linearen  Differentialgleichungen  zu  erwähnen 
•ein.  In  andern  Fällen  endlich  ist  ein  solcher  Uebergang  auf  eine 
üifferentialgleichung  von  niederer  Ordnung  sogar  geradezu  Sache 
der  Unmöglichkeit.  Dies  zeigt  sich  ganz  gewöhnlich,  wenn  eine 
partielle  Differentialgleichung  von  der  zweiten  oder  von  noch  hö- 
herer Ordnung  mit  drei  oder  mehr  Veränderlichen  vorliegt.  Der 
EIntheilungsgrund  fCr  die  Differentialgleichungen  von  gleicher  An- 
lahl  von  Veränderlichen  liegt  mehr  versteckt.  Es  lässt  sich  dafOr 
kein  so  auf  der  Stelle  sichtbares  Merkmal  an  den  Differentialglei- 
chungen auffinden,  wie  etwa  die  Anzahl  der  Veränderlichen 
oder  die  Ordnung  der  Differentialgleichung.  Doch  hat  man 
in  dieser  Angelegenheit  seit  Euler  einen  entschiedenen  Fort- 
schritt gemacht.  Man  ist  nämlich  schon  lange  übereiogekommen, 
de  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen,  oder  derjenigen 
Differentialgleichungen,  worin  die  abhängige  Veränderliche  nur  auf 
dem  ersten  Grade  vorkommt,  von  der  Integration  der  übrigen 
Differentialgleichungen  zu  trennen,  während  Euler  diese  Dnter- 
•cheidang  noch  nicht  gemacht  hat.  Man  kannte  erwarten,  dass 
alle  diejenigen  Differentialgleichungen,  welche  in  ihrer  Form  eine 
anflallende  Cebereinstimmung  zeigen,  jedesmal  auch  nach  ähnlf* 
eben  Regeln  sich  integriren  lassen.  Dies  trifft  aber  nicht  immer 
so.    Zwar  besitzen  alle  diejenigen  Differentialgleichungen,  welche 
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sich  nach  ders^ibeu  Kegel  iotegriren  lassen,  auch  eine  gemeinsmne 
Eigenschaft.  Allein  diene  Eigentschaft  kommt  nicht  immer  deut- 
lich durch  die  Form  der  Differentialgleichung  zum  Vorschein,  und 
wird  durch  andere  unwesentliche  Momente  oftmals  so  sehr  zurfich* 
gedrängt»  dass  nur  eine  genaue  Untersuchung  jene  Eigenschaft 
erkennen  iKsst.  Die  linearen  Differentialgle'^chungen»  welche  jetat 
allgemein  von  den  fibrigen  Differentialgleichungen  getrennt  unter- 
sucht werden»  besitzen  ein  sogleich  in  die  Augen  fallendes  Kenn- 
seichen» nfimlich  diejenige  Form»  der  sie  Ihren  Beinamen  linear 
Terdanken.  Allein  es  giebt  noch  andere  Gruppen  ?on  Differential* 
gleichungen»  welche  ganz  mit  demselben  Recht  von  einander  ge- 
trennt werden»  wiewohl  man  einer  vorliegenden  Differentialgleichong 
nicht  auf  der  Stelle  ansieht»  ob  sie  der  einen  oder  der  anderen 
Gruppe  angeh&rt  Der  Grund  zu  dieser  Trennung  der  Differential- 
gleichungen in  dnzelne  Gruppen  ist  aber  kein  anderer»  als  die 
eigenthflmliche  Gestalt  des  allgemeinen  Integrals  dieser  Differen- 
tialgleichungen. Jedes  Integrationsverfahren  gebt  nämlich  von 
einer  gewissen  Voraussetzung  aus  in  Bezug  auf  das  Vorkommen 
der  willkflhrlichen  Beständigen  oder  der  willkQhrlichen  Funktionen 
des  allgemeinen  Integrals.  Man  bildet  aus  dieser  Integralforin 
die  Differentialgleichung»  und  vergleicht  dieselbe  mit  einer  vorlie« 
genden  von  ähnlicher  Form.  Das  Resultat  dieser  Vergleicbung 
besteht  in  mehreren  Beziehungen»  welche  das  Mittel  an  die  Hand 
geben»  die  Integration  zu  bewerkstelligen.  (Jeberall  da»  wo  die- 
selbe Voraussetzung  gemacht  werden  kann  in  Bezug  auf  die  In« 
tegralform»  führt  auch  ein  gemeinsamer  Weg  zum  Ziel.  Da  sich 
nun  gezeigt  hat»  dass  man»  um  die  mannigfaltigen  hier  vorkom- 
menden Aufgaben  zu  losen»  auch  von  verschiedenen  Voraussetzun- 
gen in  Bezug  auf  das  Vorkommen  der  willkQhrlichen  Beständigen 
oder  willkOhrlichen  Funktionen  des  allgemeinen  Integrals  ausgehen 
muss»  so  ergeben  sich  hierdurch  noth wendigerweise  ebenso  viele 
Abtheilungen  unter  den  Differentialgleichungen.  Dabei  hat  sieh 
noch  herausgestellt»  dass  oftmals  auch  solche  Differentialgleicbon- 
gen»  welche  auf  den  ersten  Anblick  eine  grosse  Uebereinstimmung 
zeigen»  doch  in  ganz  verschiedene  Gruppen  eingereiht  werden 
mflssen.  Die  einzelnen  Gruppen  selbst  lässt  man  in  einer  be- 
stimmten Ordnung  auf  einander  folgen»  so  wie  sich  eben  die  den-  ' 
selben  zum  Grunde  liegenden  Integralformen  einander  unterordnen. 
Das  Integrationsverfahren  zeigt  fSr  diejenigen  Gruppen  Ton 
Differentialgleichungen»  deren  Trennung  sich  auf  die  verschiedene 
Form  des  allgemeinen  Integrals  gründet,  so  aufTallende  Unterschiede» 
dass  man  der  Integralform  als  Eintheilungsgrund  mit  vollem  Recht 
sogar  den  Vorrang  zugesteht  vor  der  Anzahl  der  Veränderlichen 
In  der  Differentialgleichung.    Dies  widerstreitet  keineswegs  dem 
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•ben*  gegebenen  allgemeinen  AaMproche»  daes  die  ganse  Lehre 
fOD  der  Integration  der  Differentialgleichungen  auf  eine  allmählige 
Vemloderong  der  Yerftnderlichen  hiAMreiee,  se  daea  alao  alle 
Diflerentialgleichnngen  mit  der  gleichen  Anaahl  Veränderlichen 
nwammensaatelien  aeien.  Denn  dieeer  Crrundsatz  kann  eben  ao 
gut  in  den  engeren  Grenzen  einer  durch  die  Natur  dea  allgem; 
lotegrala  bedingten  Abtbeilung  streng  beibehalten  vrerden. 
errdcbt  aber  so  andererseits  den  wesentlichen  Vortheil,  das« 
gielehartigen  Untersucbungen  zusammen  kommen»  and  der  innere 
ZoMOiiiienbang  der  ganzen  Lehre  in  deren  einzelnen  Thßiien 
Minen  Aoadruck  erhält. 

Aneh  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  ist  als  Einthei- 
limgagrand  von  Bedeutung.  Denn  alle  diejenigen  Differentlalglei- 
cbnngen,  frelche  einerlei  Integraiform,  und  zugleich  dieselbe 
Avsalil  Veränderlichen  haben,  vrerdeir  am  natfirlicfasten  so  an  ein* 
■Bder  gereiht,  wie  es  deren  Ordnung  vorschreibt  Wenn  man  alao 
In  Gaosen  die  drei  bis  dahin  erwähnten  Momente,  nämlich  die 
Aaaahl  der  Veränderlichen,  die  Integraiform  und  die  Ordnung  der 
Dllerentialgleichnng  als  Eintbeilungsgrund  für  die  Lehre  von  der 
Integration  der  Differentialgleichungen  gelten  lässt,  so  wird  anter 
diesen  die  Oridnung  der  Differentialgleichung  die  untergeordnetste 
Stelle  einnehmen,  während  die  Natur  der  Integralform  den  ersten 
nd  wichtigsten  Einfluaa  erhält. 

Meine  erste  Abhandlung,  welche  in  dem  SIsten  Bande  des 
Grelle'schen  Journals  erschienen  ist,  enthält  die  Integration  der 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  zwei,  drei 
nnd  »ehr  Veränderliehen.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe 
idi  mir  die  Aufgabe  gestellt,  die  allgemeine  Differentialgleichung 
eniter  und  zweiter  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen  zu  integriren. 
Wenn  nach  die  Integration  solcher  Differentialgleichungen  als  der 
sniebst  liegende  und  zugleich  einfachste  Theil  der  allgemeinen 
Anfgabe  ani  frObesten  zu  einer  gewissen  Reife  gekommen  ist,  so 
■nan  doch  zugestanden  werden,  dass  in  den  bisher  vorgetragenen 
Leiven  der  innere  Zusammenhang  sehr  vermiest  wird.  Dieselben 
eneheinen  zum  grossen  Thell  unabhängig  von  einander,  and  ge- 
wihren  dem  Leser  keineswegs  diejenige  Befriedigang,  welehe 
damefilhnn  jedesmal  dann  zu  Theil  wird,  wenn  die  gemeinaame 
QneUe  vereehiedener  Ergebnisse  deutlich  hervortritt,  und  demsel- 
ben eine  nngeßlbre  Cebersicht  gestattet,  in  welchem  Uaaase  diene 
geneinaame  Quelle  durch  die  bekannten  Ergebnisse  erschlipft  ist 
Dft  ich  eine  solche  Darstellung  der  genannten  apezielleren  Auf- 
gabe in  der  vorliegenden  Schrift  zu  leinten  beabsichtige,  so  will 
leb»  nn  in  der  Folge  besser  veratanden  zu  werden,  dies  Vorwort 
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damit  bafchlieMea»  eine  Vergleichnng  «nsnstelle»  iwiecben  der 
bleherigeD  von  Euler  fast  aussebüeaalicb  benutzten  Methode»  die 
einzelnen  Lebren  aufzustellen  und  anzuordnen,  und  derjenigen, 
▼OB  vrelcber  ieb  glaube»  dass  sie  weit  mebr  geeignet  sei,  die  ein« 
heitlicbe  Darstellung  des  Ganzen  zu  begründen. 

JBR^enn  eine  Differentialgleichung  mit  zwei  VerSnderlicben  ein 
vdlKändiges  Differential  ist,  oder  wenn  dieselbe  in  der  vorfiegen- 
den  Form  durcb  Differentiation  aus  ihrem  allgemeinen  Integral 
abgeleitet  werden  kann,  so  hat  die  Integration  bekanntlich  keine 
Schwierigkeit,  welcher  Ordnung  die  Differentialgleichung  auch  an- 
gehören mag,  da  man  dann  jedesmal  nach  einer  bestimmt  vorge- 
schriebenen Regel  das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialglei- 
chung durch  Quadraturen  darstellt  Wenn  eine  Differeatialgleichang 
kein  vollstXndiges  Differential  ist,  so  kann  man  dieselbe  jedesmal 
in  ein  solches  umwandeln,  wenn  man  sie  mit  einem  geeigneten 
Faktor  multiplicirt  Diese  Umwandlung  in  ein  vollstXndiges  Diffe- 
rential oder  die  Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  macht  aber 
die  eigentliche  Schwierigkeit  der  vorliegenden  Aufgabe  auii.  Es 
giebt  n£mlich  kein  Verfahren,  welches  den  integrirenden  Faktor 
der  allgemeinen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 

Zd2+Ydy=0, 

worin  Z  und  Y  irgend  Funktionen  der  beiden  Veränderlkhe«  t 
und  y  vorstellen,  oder  der  allgemeinen  Differentialgleicbni^  der 
»weiten  Ordnung 

Zdh^  Frfy*=0, 

worin  Z  und  F  irgend  Funktionen  von  2  und  y  und  des  Differen- 
tialquotienten der  ersten  Ordnung  -r-  sind,   durch   eine   bestimmt 

vergeschriebene  Entwickelnng  erzielt.  Ebenso  wenig  ginge  es  an, 
wollte  man  jene  beiden  allgemeinen  Differentialgleichungen  in  gie^ 
wisse  Gruppen  zertbetlen,  fiir  jede  dieser  Gruppen  ein  bestimsites 
Integrationsverfahren  zu  geben.  Alle  Regeln,  welche  sich  in  der 
genannten  Absiebt  aufstellen  lassen,  wie  viele  es  deren  auch  sein 
mOgen,  reichen  immer  nur  bedingungsweise  aus;  oder  es  Aassen 
sich  immer  wieder  solche  Differentialgleichungen  angeben,  welche 
durch  keine  jener  Regeln  integrirt  werden  können.  Desshalb 
lassen  sich  dann  auch  diejenigen  Regeln,  wodurch  der  integrirende 
Fakter  jedesmal  am  vortheilbaftesten  bestimmt  wird,  nicht  aus 
ebigeo  wenigen  Beispielen  ableiten,  fiQr  welche  diese  Bestimmung 
gehingen  ist.  Diese  Regeln  müssen  vielmehr,  wenn  sie  dem 
jedesqiialigen  Entwickelmigsznstand  der  Analysis  angemessen  sein 
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«•Ihn,  das  RMRiltat  der  yergieichong  aller  bekannten  Li^aangeo 
eatbalten.  Dieselben  müaaen  so  aufgestellt  sein,  dasssie  moglicbst 
aHgeneio  sind,  oder  auf  möglichst  viele  Differentialgleichungen 
üre  Anwendong  finden;  zugleich  aber  muss  ihrer  Allgemeinheit 
eine  solebe  Grense  gesteckt  sein,  dass  die  darauf  g^rCndete 
Aechnang  nicht  wesentlich  mehr  vereinfacht  werden  könnte,  wollte 
iMMi  sich  dabei  aaf  engere  Grenzen  beschränken. 

In  diesem  Sinne  hat  man  nun  zwar  die  Aufgabe  schon  seit 
Esler  anfgefasst  In  dem  Weiteren  aber  hat  man,  glaube  ich, 
eioe  falsdie  Ricbtnng  eingeschlagen.  Man  war  nämlich  bemfiht, 
die  Regeln,  wonach  man  den  integrirenden  Faktor  bestimmt,  an 
gevrfsse  Bedingangen  zu  knüpfen ,  welche  sich  auf  die  besondere 
Fona  der  Differentialgleichungen 

Zdz+rdy  =  0    und    Z(Pz+rdy^=0 

iMsialieii,  so  dass  die  Brauchbarkeit  dieser  Regeln  entweder  so- 
gieicb  in  die  Augen  ßUlt;  oder  doch  noch  vor  deren  Anwendung 
dorch  eine  bestimmt  vorgeschriebene  Untersuchung  erkannt  wird. 
Um  hier  tin  Beispiel  der  Art  anzuföhren,  brauche  ich  nnr  daran 
SB  erinnern,  wie  man  den  integrirenden  Faktor  der  sogenannten 
homogenen  Differentialgleichungen  der  ersten  und  zweiten  Ordnung 
liestimmt.  Die  Bedingung,  unter  welcher  der  integrirende  Faktor 
aufgefunden  wird,  ist  hier  gerade  diejenige  Eigenschaft  der  Diffe- 
rentialgleichung, welcher  sie  ihren  Beinamen  homogen  verdankt 
An  solche  Merkmale  suchte  man  also  die  Regeln  zur  Bestimmung 
des  integrirenden  Faktors  anzuknöpfen.  Doch  nur  wenige  dieser 
Regeln  finden  eine  allgemeinere  Anwendung;  und  es  zeigte  sich 
bald,  dass  man  zu  einer  Unzahl  von  Unterscheidungen  Zuflucht 
Behmen  milsste,  wollte  man  auf  diese  Weise  auch  nur  diejenigen 
Fälle  erschupfen,  in  welchen  die  Integration  bereits  gelungen  ist. 
Nach  Eni  er,  weicher  sich  vorzugsweise  dieser  Methode  bedient 
hat»  konnte  man  es  desshalb  weder  erfolgreich  noch  auch  sonst 
wiDScbenswerth  finden,  dass  weitere  Versuche  der  Art  gemacht 
wfirden.  Das  Fehlerhafte  der  befolgten  Methode  besteht  aber, 
glsulM  ich,  darin,  dass  man  die  Bedingungen  für  den  Erfolg  als 
Bestandtheil  der  Regel  selbst  aufgenommen  hat.  Jene  uo- 
ligen  Unterscheidungen  werden  dadurch  herbeigefflbrt,  dass 
bei  der  Bildung  und  genaueren  Begrenzung  der  einzelnen 
Regeln  nicht  allein  das  jedesmal  einzuschlagende  Rechnungsver- 
fahren  entscheiden  lässt,  sondern  auch  der  Beschaffenheit  deije- 
eigen  Bedingungen,  unter  welchen  dies  Verfahren  zum  Ziel  fübrt, 
einen  Einfluss  zugesteht  Nimmt  man  keine  Rücksicht  auf  diese 
Bedingnngen»   so  lässt  sich  das  Gemeinsame  in  der  Losung  der 
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▼erschiedeoen  Aufgaben  viel  allgemeiner  aussprechen  ab  in  dem 
anderen  Falle.  Indem  ich  mich  damit  begnüge,  dass  die  Brauch« 
barkeit  allein  durch  den  Erfolg  der  Rechnung  sich  herausstelle, 
hin  ich  in  den  Stand  gesetat»  einige  wenige  und  allgemeine  Regeln 
aufzustellen,  wodurch  man  alle  mir  bekannten  Lösungen  eraielt. 
Jede  dieser  Regeln  liefert  also  in  der  Anwendung  auf  eine  ▼or- 
liegende  Differentialgleichung  entweder  das  allgemeine  Integral, 
oder  sie  führt  zu  der  Ueberzeugung,  dass  sie  in  dem  vorliegenden 
Falle  nicht  angewendet  werden  darf.  Ich  habe  es  zugleich  fSr 
unerlSsslich  gehalten,  eine  ebenso  reichaltige  als  sorgfältige  Aus- 
wahl von  Beispielen  zu  geben,  weil  gerade  hier  nur  die  genaue 
Untersuchung  und  Vergleichnng  von  einzelnen  Lösungen  dem 
Leser  die  Möglichkeit  verschafft,  den  Werth  der  zu  benutzenden 
Regeln  gehörig  zu  beurtheilen. 

Eines  der  vorzflglichsten  HOlfsmittel  bei  der  Aufstellung  all- 
gemeiner gültigen  Integrationsregeln,  welche  sich  unabhSngig 
halten  von  den  Bedingungen,  unter  welchen  dieselben  zum  Ziel 
führen,  liegt  in  der  Benutzung  der  besonderen  Integrale  und  der 
besonderen  Auflösungen  der  Differentialgleichungen.  Man  wird 
sich  in  der  That  überzeugen,  dass  die  grosse  Mehrzahl  dieser  In* 
tegrationsr^eln  vorerst  darauf  Rücksicht  nimmt,  wie  man  zur 
Kenntniss  solcher  besonderen  Integrale  und  besonderen  Auflösung 
gen  gelangen  kann.  Der  weitere  Zweck  dieser  Regeln  aber, 
welcher  sich  bestimmter  verfolgen  lässt,  und  desshalb  einen  we- 
sentlicheren Bestandtheil  der  Untersuchungen  ausmacht,  besteht 
darin,  zu  zeigen,  wie  man  die  besonderen  Integrale  und  die  be- 
sonderen Auflösungen  zu  benutzen  bat,  um  das  allgemeine  Integral 
zusammenzusetzen.  Wenn  auch  jenes  Hülfsmittel  schon  sehr 
bald  nach  dem  Entstehen  der  Integralrechnung  bei  der  Lösung 
einzelner  Aufgaben  in  Anwendung  kam,  so  gehören  doch  diejeni« 
gen  Bemühungen,  welche  demselben  einen  grösseren  Einfluss  zu 
verschaffen  suchen,  einer  späteren  Zeit  an.  Dies  Ziel  ist  auch 
jetzt  noch  nicht  in  dem  Maasse  erreicht,  als  es  der  Gegenstand 
verdient,  und  die  Untersuchungen,  welche  die  erwähnte  Richtung 
eingeschlagen  haben,  sind  nur  wenig  zahlreich.  Schon  d'Alem* 
b«rt  hat  gezeigt,  wie  man  das  allgemeine  Integral  der  linearen 
Differentialgleichung 

worin  F  und  Fi  beliebige  Funktionen  von  y  vorstellen,  aus  zwei 
besonderen  Integralen  dieser  Differentialgleichung  zusammensetzt 
Was  aber  die  Integration  der  nicht  linearen  Differentialgleichungen 
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betrift,  so  Mheint  man  sich  eher  bemCIht  tu  h^ibeo»  dieBenatioDg 
der  besonderen  lnte|;rale  und  besonderen  AaflOsongen  dabei  fem 
BQ  halten.  Erst  nach  Euler  beschSftigte  sich  Trembley  mit 
der  Aufgabe  9  bei  der  Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  der 
Differentialgleichung 

Zdz  +  rdy=0 

die  besonderen  Integrale  und  besonderen  AuflSsungen  zu  benutsen. 
Man  kann  darüber  nachlesen  in  Lacroix,  Tome  II.  pag.  405. 
Einen  aosgedehnteren  Gebrauch  hat  eine  neuere  Arbeit  davon 
gemacht,  welche  sich  in  dem  40.  Bande  des  Crelle'schen  Jour- 
nals vorfindet.  Dort  zeigt  nfimlich  Herr  Professor  Minding  in 
seiner  Abhandlung  ,3®merkungen  Aber  Integration  der 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 
Veränderlichen*'  an  einer  Reihe  bemerkenswerther  Beispiele 
den  wesentlichen  Gewinn,  welchen  die  Kenntniss  der  besonderen 
Integrale  bei  der  Trennung  der  Veränderlichen  und  bei  der  Be- 
stimmung des  integrirenden  Faktors  leistet. 

Wenn  auch  dies  Vorwort  mehr  für  den  »Sachkundigen  be* 
stioimt  ist,  so  mochte  ich  doch  in  dem  Folgenden  auch  den  übri- 
gen Leseni,  welche  mit  den  bisherigen  Arbeiten  weniger  vertraut 
sind,  nicht  unverständlich  sein.  Desshalb  Hess  ich  meine  Ab- 
handlung mit  einem  Icurzen  Abschnitte  beginnen«  welcher  von  den 
ersten  Begriffsbestimmungen  ausgehend  den  Gegenstand  der  all- 
gemeineren Aufgabe,  womit  sich  die  Integration  der  Differential* 
glttchungen  Clberhaupt  beschäftigt,  nach  seinen  Hauptbestandtheilen 
in's  Auge  fasst.  Was  aber  den  Gegenstand  der  vorliegenden 
Untersuchungen  betrifft,  so  habe  ich  denselben  auf  die  folgende 
Weise  vertheilt.  In  einem  zweiten  Abschnitte  wird  die  Form  des 
allgemeinen  Integrals  fiir  die  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung 2Ulz+  Ydy=0  aufgestellt,  wenn  Z  und  F  irgend  Funktionen 
der'  Veränderlichen  z  und  y  sind.  Ausserdem  werden  die  beson- 
deren Integrale  und  die  besonderen  Auflosungen  dieser  Differen* 
tialgleichung  bestimmt.  Der  dritte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit 
der  Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  durch  Trennung  der 
▼erSnderlichen.  Der  vierte  Abschnitt  bestimmt  den  integrirenden 
Faktor  als  gemischte  Funktion  der  beiden  Veränderlichen  z  und 
jf.  In  dem  fänften  Aiischnitte  wird  die  Form  des  allgemeinen 
Integrals  för  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 

Zdhi'rdy»  =  0 

nofgestellt,   wenn   Z  und   Y   irgend    Funktionen  von   s,   y  und 

-s-  sind.     Ausserdem  werden  die  besonderen  Integrale  und  be* 
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•ondereo  AuflSsungen  dieser  OifferentlalgleichoBg  beettnunt  Der 
•echate  Abschniti  führt  die  DiSerentialgleichuDg  der  zweiten 
Ordnung 

zarfick  auf  eine  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung  mit  nur 

zwei  VerSnderlichen.    Der  siebente    Abschnitt    endlich   bestimmt 

den  integrirenden  Faktor  ifir  den  Fall»    dass  derselbe  irgend  eine 

dz 
Funktion  der  drei  Verfinderlichen  s,  y  und  ^   ist 


I.    Zerlegung  der  allgemeinen  Aufgabe  in   ihre  Haupt* 

bestandtheile. 

Jede  Gleichung,  welche  eine  Abhängigkeit  zwischen  mehreren 
GrGssen  und  deren  Differentialen  ausdrOckt,  heisst  Differential- 
gleichung. Im  Gegensatz  damit  spricht  man  Ton  einer  endlichen 
Gleichung,  wenn  dieselbe  von  Differentialen  frei  ist.  Diejenigen 
Grossen,  deren  Differentiale  in  der  Gleichung  vorkommen,  heissen 
die  Veränderlichen;  dagegen  wird  jede  andere  Grosse  eine  Be- 
stfindige genannt.  Die  höchste  Ordnung  der  vorkommenden  Dif- 
ferentiale bestimmt  die  Ordnung  der  Differentialgleichung.  Dem- 
nach bat  man  eine  Differentis^lgleichung  der  ersten  Ordnung,  wenn 
nur  Differentiale  der  ersten  Ordnung  vorkommen.  Die  Differen- 
tialgleichung heisst  eine  der  zweiten  Ordnung,  wenn  sie  Differen- 
tiale der  zweiten  Ordnung  enthält,  u.  s.  w. 

Wie  auch  immer  die  Differentiale  in  einer  Gleichung  vorkom- 
men mögen,  so  kann  dieselbe  doch  jedesmal  auf  Differentialglei- 
chungen zurfickgefflhrt  werden,  worin  ausser  den  Differentiäl- 
quotienten 

(d[z       A        d^         dh         d^2 
dy*     dx""  dy^^     dydx'     djfl 

keine  Differentiale  mehr  vorkommen.  Eine  solche  Differentialglei« 
chung  aber  heisst  partiell.  IVlan  denkt  sich,  die  Veränderliche  z 
werde  durch  die  partielle  Differentialgleichung  als  Funktion  der 
andern  Veränderlichen  y»  x,,^  bestimmt  Desshalb  nennt  man  z 
die  abhängige  Veränderliche,  während  die  Grössen  y,  x..,.  die 
unabhängigen  Veränderlichen  heissen. 
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Es  lasaeD  sich  jedesmal  unzfihlig  viele  Funktionen  von  tf,  x.... 
angeben»  welche  an  die  Stelle  von  z  in  die  partielle  Differential- 
gleichung eingesetzt  derselben  genOgen.  Diese  Funktionen  deuten 
auf  ebenso  viele  Gleichungen  hin,  welche  zwischen  den  Veränder- 
lichen z»  .V»  ^"**  ^^^  Differentialgleichung  bestehen«  Wenn  man 
s.  B.  die  Differentialgleichung: 

2(y«-  a^z'  +  (t  -y)«=2(y«  +  a«) 

ansetzt,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

*+y=0,     2=y+2a,    2=y— 2a,    irrjf— —  u.s.w., 

n 

weil  man  der  Differentialgleichung  genflgt,  wenn  man  diejenige 
Funktion  von  y  an  die  Stelle  von  z  einsetzt,  welche  auch  irgend 
einer  von  diesen  Gleichungen  genügt  Die  Integralrechnung 
stellt  sich  die  Aufgabe,  alle  möglichen  Gleichungen  zwischen  den 
Verfinderlichen  z,  y^  x,,..  zu  bestimmen,  welche  auf  die  angege- 
bene Weise  die  Differentialgleichung  befriedigen.  Man  konnte 
Anfangs  glauben,  diese  Aufgabe  führe  auf  endlose  Rechnungen. 
Allein  es  zeigt  sich,  dass  jedesmal  eine  einzige  Gleichung  ange- 
geben werden  kann,  woraus  alle  vorhin  erwähnten  sich  ableiten 
lassen.  Dies  ist  nämlich  die  allgemeinste  Gleichung,  woraus  die 
vorliegende  Differentialgleichung  durch  Differentiation  abgeleitet 
werden  kann.  Man  nennt  aber  die  allgemeinste  Gleichung,  woraus 
eine  Differentialgleichung  durch  Differentiation  abgeleitet  werden 
kann,  deren  allgemeines  Integral.  Die  allgemeine  Aufgabe,  womit 
sich  die  Integration  der  Differentialgleichungen  beschäftigt,  kommt 
demnach  zurück  auf  die  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals. 

Die  folgenden  Blätter  sollen  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen mit  zwei  Veränderlichen,  oder  die  Integration  derjeni- 
gen Differentialgleichungen  enthalten,  wodurch  die  abhängige  Ver- 
änderliche z  als  Funktion  einer  einzigen  Veränderlichen  y  bestimmt 
wird.  Man  nimmt  hierbei  die  Integration  der  Funktionen  einer 
einzigen  Veränderlichen  als  gegeben  an,  und  betrachtet  die  vor- 
liegende Aufgabe  jedesmal  als  gelöst,  wenn  das  allgemeine  In- 
tegral jener  Differentialgleichungen  mit  Hülfe  von  Quadraturen 
dargestellt  ist. 
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IL    AllgemeiDes  Integral,  besondere  Integrale  und  be- 

aondero  AoflOeungen  der  Differentialgleiehong  erete^r 

Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen. 

Wenn  man  die  Gleichung  a=:c  nach  den  beiden  Groesen  t 
vnd  y  differentiirty  und  vrenn  a  eine  bestimmte  Funktion  yon  % 
vnd  y ,  dagegen  e  eine  vrillkfihrliche  Beständige  oder  eine  vrill- 
kfihrliche  Funktion  aller  von  den  beiden  Veränderlichen  s  und  y 
unabhängigen  €r5ssen  vorstellt,  so  verschwindet  dies  willkfibriiche 
e,  und  man  behält  die  Differentialgleichung : 

Tbeilt  man  dieselbe  durch  eine  GrGsse  k,  welche  gleichfalls  eine 
bestimmte  Funktion  von  z  und  y  ist,  8o  hat  man: 

da  dz  j^dady ^ 

dzT  "•'dyT"""- 

Daraus  folgt,  dass  jede  Differentialgleichung 

Zdi^  Tdff=:0, 

worin  Z  und  F  irgend  Funktionen  der  beiden  Veränderlichen  z 
und  y  sind,  durch  Differentiation  einer  Gleichung  a=sc  entstanden 
gedacht  werden  kann.  Denn  wenn  man  dieselbe  vergleicht  mit 
der  obigen  aus  a=^c  gebildeten  Differentialgleichung,  so  ergeben 
sich  die  beiden  identischen  Gleichungen: 

~z=Zk,    und     T-=rit, 

denen  man  jederzeit  genflgen  kann,  weil  die  beiden  Unbekannten 
'«  und  k  ohne  Ausnahme  alle  diejenigen  Grossen  aufnehmen  dfir- 
fen,  welche  auch  in  Z  und  F  vorkommen.  Da  sich  nun  aber 
keine  allgemeinere  Gleichung  angeben  lässt,  durch  dei:en  Differen- 
tiation die  Gleichung 

Zclz-f  F<2y=0 

entsteht,  so  muss  die  Gleichung  a^c  als  das  allgemeine  Integral 
Aeser  Differentialgleichung  angesehen  werden.  Doch  muss  hier 
noch  bemerkt  werden,  dass  das  allgemeine  Integral  a=c  auch  in 
der  Form  ^(a)i=c  angeschrieben  werden  kann,  worin  fp  eine  will- 
kfihriiche  Funktion   vorstellt     Denn  wenn  man  a  aus   ^(a)=:c 
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entwickelt,  so  kommt  man.  immer  wieder  auf  jene  erstere  Form 
az=:f(e)  oder  a=C|  zurficky  wo  dann  C|=:/(c)  die  willkahrliche 
Beetindige  bezeichnet.  Wenn  es  also  vorkommt»  dass  man  aaf 
Terschiedenen  Wegen  zu  verschiedenen  Integralformen  denieibMi 
Differentialgleichung 

Zdti-  Ydy  =  0 

gelangt»  so  bt  diese  Verschiedenheit  ohne  Einflnss  auf  die  zwi- 
schen den  Veränderlichen  z  und  y  dargestellte  Abhändigkeit.  Bei 
der  genaueren  Untersuchung  wird  sich  dann  jedesmal  herausstellen» 
die  Integralformen 


Vi(«)=c,    ^(a)=:c.... 

vorliegen»  welche  alle  auf  ein  und  dieselbe  Form  a=:C|  hinweisen. 

Unsere  Absicht  ist  nun  aber  zunächst  die»  zu  zeigen»  wio 
man  alle  Funktionen  von  tf,  welche  an  der  Stelle  von  s  der 
Differentialgleichung 

Zdz+Ydy  =  0 

genfigea»  aus  dem  allgemeinen  Integral  ableitet.  Wir  nehme« 
desshalb  an»  dass  (s — fi)*"»  worin  fi  irgend  eine  Funktion  von  y, 
und  m  ein  beständiger  Exponent  ist»  für  ein  bestimmtes  c=C| 
ein  Faktor  des  Ausdrucks  a  —  c  sei»  so  dass  also  die  identische 
Gleichung: 

•  ß  — c  =  a|(z  — f&)"*-f  C|^c 

angesetzt  werden  kann»  worin  «i  wieder  eine  Funktion  von  z  und 
jf  vorstellt.  Wenn  man  dann  das  allgemeine  Integral  a=:c  diffe- 
rentiirt»  so  entsteht: 

indem  man  abkürzend 

-j-  =2'    und     -j-zsiu: 
dy  dy     ^ 

setzt.  Diese  Differentialgleichung  wird  durch  z  =  f&  befriedigt 
Streicht  man  den  gemeinsamen  Faktor  (z — f&)"*'*»  so  behält  matt 
die  einfachere  Gleichung: 
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weiche  aocb  wieder  dureb  2=^  befriede  wird.  Man  sieht  leicht 
ein,  daes  diese  Eigenschaft  der  DIfferentialgleichang,  durch  z=fi 
identisch,  in  werden,  niemals  verioren  geht,  welcher  geipeinsame 
Faktor  auch  immer  wegfallen  mag.  Man  gelangt  zu  demselben 
Ergebniss,  wenn  man  auch  den  Exponenten  m  als  Funktion  too 
%  und  y  voraussetzt.  Wenn  man  also  in  der  aus  a-^zc  abgeleite- 
ten Differentialgleichung: 

da  dz      da  dy      ^ 

an  die  Stelle  von  z  die  Funktion  fi  einfiihrt,  so  wird  man  dersel- 
ben jedenfalls  genQgen,  sobald  auch  das  allgemeine  Integral  a^c 
fär  einen  besonderen  Werth  c=C|  den  Werth  21=  fi  liefert. 

So  genfigt  man  z.  B.  der  Gleichung 

by 
ßr  den  besonderen  Werth  c=:0  durch  z=  ,  ,     .      Wenn     man 

1  +  a 

jene  Gleichung  differentiirt»  so  entsteht: 

3f  •&  +  (ö^^i . «  —  6^«)  rfy  =  0, 

« 

oder  auch,  wenn  man  den  gemeinsamen  Factor  y«-^  streicht,  die 
einfachere  Differentialgleichung: 

ydz  +  (az'^by)dy=iO, 
welche  auch  wieder  durch  i  =  |^  -    befriedigt  wird. 

Man  nennt  jeden  Werth  z,  welcher  aus  dem  allgemeinen  In- 
tegral a=zc  fQr  einen  besonderen  Werth  c=:C|  hervorgeht,  und 
desshalb  auch  der  entsprechenden  Differentialgleichung  *genfigt, 
ein  besonderes  Integral  dieser  Differentialgleichung.  Die  Anzahl 
der  besonderen  Integrale  kann  als  eine  unbegrenzte  angesehen 
werden,  weil  das  allgemeine  Integral  a=c  jedesmal  auch  andere 
Werthe  z  liefert,  wenn  die  wiUkuhrliche  Beständige  einen  andern 
Werth  erhält 

Damit  hat  man  aber  keineswegs  alle  Funktionen  von  y  auf«* 
gefunden,  welche  an  der  Stelle  von  zder  Differentialgleichung 

da  dz       da  dy ^ 

di  T  +  A^T-" 
geniigen.    Es  giebt  deren  noch  andere,  welche  dem  allgemeinen 
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Integral  a^s  c  oiemals  genOgeo ,  welchen  hesondereo  Werth  maa 
auch  immer  der  willkührlichen  Bestfindigen  c  geben  mag.  In  der 
Vorausaetzungy  dasa  ein  solcher  Werth  z=:/&  der  Differentialglei« 
chang  genüge»  kann  man  jedenfalls  annehmen,  dassdas  allgemeine 
Integral  a^c  in  der  folgenden  Form  sich  darstelle: 

worin  aj  und  o^  irgend  Funktionen  von  t  und  ff  sind,  welche  flbri* 
gens  den  Faktor  z  —  fi  nicht  mehr  enthalten.  Wenn  nun  m  wieder 
eine  Beständige  ist,  so  findet  sich  durch  Diferentiation  die 
Gleichung: 

Nimmt  man  an.  dass  hier  m<l  sei,  und  setzt  man  z  =  |i&  ein, 
00  kommt  der  Faktor  ü  zum  Vorschein.  Um  diesen  zu  entfernen, 
multiplisire  man  mit  (z^fA)'-*",  und  es  entsteht: . 

Man  genügt  dieser  Differentialgleichung  offenbar  durch  z=fi, 
weil  1  —  m  >  0  ist.  Auch  hier  ist  es  unmöglich,  diese  Eigenschaft 
der  Differentialgleichung  durch  Streichen  eines  gemeinsamen  Fak- 
tors aufzuheben.  Wenn  man  also  iu  der  aus  «=c  abgeleiteten 
Differentialgleichung : 

da  dt      dady ^ 

diT  +  ä^T""" 

an  die  Stelle  von  z  den  Werth  f&  bringt,  so  wird  man  derselben 
genügen,  sobald  das  allgemeine  Integral  Glieder  enthSlt,  worin  der 
gemeinsame  Faktor  (z-^ilY*  vorkommt,  und  worin  fft<l  ist 

Die  Gleichung  z  +  Vz«— y^=c  z.B.  enthält  das  Glied  V^-j*. 
Dnrdb  Differentiation  entsteht: 

oder  auch,  wenn  man  mit  Vz'— y*  multiplizirt,  die  Diierential- 
gleichang: 


.(*+V3^)dz-yrfi^=0, 
welche  in  der  That  durch  1=^:^  befriedigt  wird. 
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Hat  mau  die  Gleichung 

so  fiDdet  man  durch  Differentiation  die  Gleichung: 

welche  durch  2*=y*  befriedigt  wird»  weil  daa  allgemeine  Integral 
die  beiden  Glieder  (z+y)^  und  (z— ^}»  enthält. 

Wenn  z  =  fi  einer  Differentialgleichung  aus  dem  zuletzt  ange* 
gebenen  Grunde  genfigt»  so  ist  dies  nicht  selten  doch  wieder  ein 
besonderes  Integral  dieser  Differentialgleichung.  Denn  wenn  der 
Exponent  m,  von  welchem  verlangt  worden  ist»  dass  er  <1  sei, 
zugleich  <0  ist,  so  genOgt  der  Wer th  z=fi  auch  dem  aUgemeineo 
Integrale 

sobald  man  der  willkfihrlichen  Beständigen  den  besonderen  Werth- 
0=00  giebt.    Wenn  dagegen  der  Exponent  m  zwischen  0  und  1 
liegt»  dann  wäre  jeder  Versuch  vergeblich»  der  willkührlichen  Be* 
ständigen  einen  besonderen  Werth  zu  geben»  so  dass  der  Werth 
s=fi  auch  dem  allgemeinen  Integral 

■ 

genügt.  Wenn  der  Exponent  m  zwischen  0  und  1  liegt»  so  nennt 
man  die  Gleichung  z  =  fi  eine  besondere  Auflösung  der  Differen* 
tialgleichung. 

Es  werden  sich  nicht  in  jeder  Differentialgleichung 

Zd2+  Ydy-0 

besondere  Auflösungen  vorfinden.  Die  vorher  angestellten  Be- 
trachtungen haben  aber  gezeigt,  dass  dass  Vorhandensein  einer 
besonderen  Auflösung  aus  der  Beschaffenheit  der  CoefBzienten  Z 
und  Y  leicht  erkannt  wird.  Diejenige  WurzelgrGsse»  deren  Vor- 
kommen in  dem  allgemeinen  Integral  die  besondere  Auflösung 
zur  Folge  bat»  wird  nämlich  jederzeit  in  der  entsprechenden  Dif- 
ferentialgleichung  zurQckbleiben.  Diese  WurzelgrOsse  liefert  also 
die  besondere  Auflösung,  noch  ehe  man  zu  dem  allgemeinen  Inte- 
gral gelangt  ist  Wenn  solche  Wurzelgrossen  in  der  Differential- 
gleichung durchaus  fehlen»  so  kann  es  auch  keine  besonderen 
Auflosungen  geben;  und  wir  werden  desshalb»  wenn  eine  Funktion 
z  =  fi  bekannt  ist,  welche  einer  Differentialgleichung  genGgt»  In 
solchen  Fällen  keinen  Anstand  nehmen,  dieselbe  ein  besonderes 
Integral  zu  nennen. 
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III.       Bestimmung     des     integrirenden     Faktors    durch 

Trennung    der   Veränderlichen. 

Es  ist  schon  oben  gezeigt  worden,  dass  die  Differentialgleichung 

Zrf2+  Frfy  =  0 

aus  dem  allgemeinen  Integral  ^=^0  entsteht ,  wenn  man  dasselbe 
differentiirt  9  und  dann  einen  gemeinsamen  Faktor  streicht.  Die 
Differentialgleichung 

Zdz  +  Ydy  =  0 

darf  also  in  allen  Fällen  als  identisch  angesehen  werden  mit  der 
GielchoDg 

da  dz       da  dy  _^ 
di  Ä^  +  rfy  ."*■""• 

Wenn  siq  durch  blosse  Differentiation  aus  dem  allgemeinen  Inte- 
gral a=e  entstanden  ist,  wenn  also  ä:=1  gesetzt  werden  kann, 
so  heisst  sie  ein  vollständiges  Differential.  Die  Bestimmung  des 
allgemeinen  Integrals  hat  in  diesem  Falle  keine  weiteren  Schwie- 
rigkeiten. Die  Aufgabe  wird  dann  jedenfalls  auf  die  Quadratur 
mrGckgefährt,  wie  sich  später  zeigen  wird.  Wenn  aber  die  Dif- 
forentialgleichung  kein  vollständiges  Differential  ist,  so  hat  man 
die  Aufgabe,  jenen  Faktor,  welcher  aus  dem  vollständigen  Diffe- 
rential weggefallen  ist,  wieder  zu  ersetzen.  IVlan  hat  dies  den 
integrirenden  Faktor  der  Differentialgleichung  genannt,  weil  die 
iDtegration  jedenfalls  gelingt,  nachdem  man  denselben  aufge- 
funden hat. 

Die  Differentialgleichung 

Zd2+Vdy=:0 

iieisat  eine  gesonderte,  wenn  der  Faktor  von  dz  eine  blosse 
Funktion  von  z,  und  wenn  der  Faktor  von  dy  eine  blosse  Funk- 
tion Ton  y  ist.  Die  gesonderte  Differentialgleichung  kann  jedes- 
mal als  Tollständiges  Differential  angesehen  werden.  Das  allge- 
meine Integral  hat  die  Form: 

fZdz+frdy=c. 

Wenn  daher  eine  Gleichung  durch  einen  Faktor  gesondert 
werden  kann,  so  ist  dies  zugleich  der  integrirende  Faktor  dieser 
Differentialgleichung.  Die  allgemeinste  Differentialgleichung,  welche 
auf  diese  Weise  eine  Sonderung  zulässt,  ist: 

Thtil  XXLX.  2 
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worin  Z  ood  Zi  Funkttoneo  von  x,  Y  und  F^  Fanctioneii  von  g 
vorstellen.  Der  integrirende  Faktor  ist  hier  y  ^  ,  and  man  er* 
hüit  die  gesonderte  Differentialgleichang: 

Zdz       Ydti_ 

"zT  +  TT-"- 

Nun  ist  zwar  jene  Differentialgleichang 

F,Zdz  +  ZiFdy=0 

nar  eine  anbedeutende  Spezialität.  Allein  es  gründet  sich  auf 
deren  Integration  ein  Verfahren,  welches  den  integrirenden  Faktor 
fSrsehr  viele  Differentialgleichangen  Zdz-{r  Fcfy  =  0  kennen  lehrt; 
worin  Z  und  F  gemischte  Funktionen  von  z  und  y  sind.  Es  ge« 
lingt  nämlich  in  vielen  Fällen»  die  allgemeinere  Gleichung 

Zdz+  YdyzsiO 

so  umzuwandeln,  dass  sie  die  vorher  angegebene  Beschaffenheit 
hat.  Man  bringt  dies  dadurch  zuwege,  dass  man  an  die  Stelle 
der  beiden  Veränderlichen  z  und  y  neue  Veränderliche  einsetzt, 
welche  als  bestimmte  Funktionen  der  vorigen  gedacht  werden. 
Es  giebt  zwar  keine  Regel,  wodurch  man  jedesmal  die  Form  der- 
jenigen Funktionen  bestimmt,  welche  an  die  Stelle  von  z  und  y 
als  die  neuen  Veränderlichen  in  die  Differentialgleichung  eingeführt 
werden  müssen,  damit  diese  durch  einen  Faktor  sich  trennen 
lassen.  Allein  man  hat  gewisse  Kennzeichen  für  diejenigen  Funk- 
tionen, deren  Gebrauch  in  der  genannten  Absicht  viel  eher  einen 
Erfolg  verspricht,  als  dies  für  irgend  eine  andere  Funktion  der 
Fall  ist.  Wenn  dann  auch  eine  solche  Transformation  nicht  immer 
unmittelbar  zum  Ziel  führt,  so  geschieht  es  doch  gewöhnlich,  dass 
man  demselben  dadurch  näher  rückt,  und  es  endlich  auch  erreicht, 
wenn  man  nach  einander  verschiedene  Transformationen  anbringt 

Wenn  die  Differentialgleichung  Zdz+  Ydy=0  in  der  Form: 

Zidz  +Yidy+ Z^dz  +  Y^dy=0 

angeschrieben  werden  kann,  so,  dass  die  beiden  Gleichungen 

Zirfx+Fidy=0    und    Z^dz  +  Y^dy  =zO 

einsein  ohne  Anstand  integrirt  werden  können,  weil  sich  die  Ver- 
änderlichen durch  einen  Faktor  trennen  lassen,  so  gebraucht  maa 
oftmals  mit  Vortheil  als  neue  Veränderliche  diejenigen  Fuuktlonen, 
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welche  durch  die  Integration  jener  beiden  Gieichnngen  entstehen. 
Man  setzt  desshalb  die  wiliicfihrliche  Beständige  dea  einen  Inte« 
grals  einer  VerSnderlicben  v,  die  willlcuhrliche  Beatfindige  dea 
andern  Integrals  einer  Veränderlichen  u  gleich,  und  gelangt  so  zu 
Evrei  Beziehungen,  mit  deren  Hülfe  die  beiden  Veränderlichen  % 
und  9  der  uraprfinglicheu  Differentialgleichung  Zd%+  Yd^=zQ  au 
eliminiren  sind.  Wenn  mau  den  integrirenden  Faktor  der  Glei- 
chung Z|  dz  4*  l^i^^=0  durch  fi,  den  der  Gleichung  Z^dz+Y^dy^O 
durch  V  Torstellt,  so  dass  also  die  beiden  identischen  Gleichungen : 

(Z^dz  -f  Yidy)(i=zdf>     und      (Z^dz  -f  Y2dy)v=du 

bestehen,  so  schreibt  man,  um  die  verlangte  Transformation  aus- 
zoflUuren,  die  ursprungliche  Differentialgleichung  in  der  Form: 

Man  hat  alsdann  noch  die  Veränderlichen  z  und  y  in  den 
Coeffizientcn  v  und  fi  durch  die  neuen  Veränderlichen  v  und  u 
sueaudrficken. 

1.    Ee  aei  nun 

rf2  +  (F2+ Fi)^=0, 

worin    F  und    F,    irgend  Funktionen  von  ^   sind.    Zerlegt    man 
Gleichung  in  die  beiden : 


dz+  Yzdy=0     und      rfy=:0, 
so  findet  man  durch  Integration: 

lz'\-fYdy=^lc    oder    zzuce   ^       ,    und    y  =  c 

Man    behalte    desshalb    die    Veränderliche  y    bei,    nehme    aber 

aestAtt  z  die  neue  Veränderliche  or,  welche  aus  z=^xe  her- 

vorgeht.   Die  Differentialgleichung  verwandelt  sich  dann,    nach- 
dem man  noch  mit  er         multiplizirt  hat,  in  die  gesonderte: 

dx  v/^^^  .Y^dy=Q. 

Daraus  entsteht,  wenn  nach  vollzogener  Integration  die  ursprüng- 
lidie  Verindeiflche  z  znrOckgebraeht  wird,  das  allgemeine  Integral  x 

2.    Es  sei  a^-{-yx\bdz — <iy)=0. 
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Man    zerlege   diese    Gleichung    in    die    beiden    <2s  =  0   und 
6ifz  — ffy=0.    Man  erhält  durch  Integration: 

x=c    und  bz — y=^c. 

Man  behalte  deaahalb  die  Verfinderliche  s  bei,  nehme  aber  an- 
statt y  die  neue  Verinderliche  6z — y=^*    Man  findet  dadurch: 

adz'\-{bz — x)zdxi=a. 

1 

Nimmt  man  noch  z  =  -  t  so  erhält  man  die  einfachere  Gleichung: 

adv  +  (arü  — 6)d[a:  =  0, 

welche  als  besonderer  Fall  der  Gleichung  1.  angesehen  werden 
kann.    Man  erhält  das  allgemeine  Integrah 


.k-t.f 


worin  noch  r  =  -  und  x^^^bz-^y  einzuführen  sind.    Da  dann  aber 

weder  nach  z,  noch  auch  nach  y  aufgelöst  werden  konnte»  so  be* 
trachte  man  x  als  die  unabhängige  Veränderliche,  und  berechne 
daraus  die  jedesmal  zusammengehörigen  Werthe  z  und  y. 

3.    Es  sei  weiter  yh\dz — bdy)-\'a{ydz — zdy)^0. 

Man  zerlege  hier  in  die  beiden : 

dz — bdy==:0    und    ydz'^zdyz^O. 

Daraus  folgt: 

z — by^=c    und  Iz — ly=^lc     oder     —:=c. 

Man    nehme    desshalb    anstatt  z  und  y    die    neuen    Veränderli- 
eben  z  — 6y=t(  und  —  =  r.    Dies  giebt  zunächst: 

z^du  +  adv^O. 

Nun   findet    man    aber   weiter    z  (1  —  --)  =  u ,   und    man   erhält 

desshalb  durch  die  Elimination  von  z  die  gesonderte  Differential- 
gleichung: 


enier  und  %W€iier  Ordnung  mii  9»ei  Yeränderiicken,  21 

Man  berechnet  daraus  das  allgemeine  Integral: 

3a  '  © 

oder  auch,   wenn    man  die  forigen  Veränderlichen  znrfickbringt, 
und  die  mllkahrliGhe  Beständige  26/e  anstatt  e  schreibt,  die  Form: 

3a        •        ^2  if 

4.     Es  sei  noch  2"^".  {aydi  -{- aizdy)  -f  bydz  -{-  bitdy  =  0. 
Man  zerlege  diese  Gleichung  in  die  beiden: 

aydz  -f-  a|2<{y=0    und    bytU  4-  6|2c7^=0. 
Durch  Integration  findet  man : 

a/2  +  ai  /y = Ic    oder    2»^i  =  c , 
6/2  +  61/^  =  /c    oder    2*y*i  =  c. 

Man  nehme  desshalb  anstatt  z  und  y  die  neuen  Veränderlichen 
2«jy«i=9,  und  2*^1  =tt.    Man  erhält  zunächst  die  Gleichung 

dv  ,  du      ^ 
i*"!/* 1 =  ü. 

Um  aber' :  und  ^  durch  v  und  u  auszudrücken ,  bilde  man : 

i«*i—«i*=:t?*>  !«""**     und    ««*i— «i*^tt*f?'"*. 
Daraus  l'oigt  dann  weiter:' 

mAj— nft  mg,  — na 

wenn  man  abkürzend 

tnbi  —  n&  __  mai  —na  _ 

a6i  —  «16""'^  a^i  —  «!&  "~  ^ 

setzt.     Die  obige  Differentialgleichung  geht  demnach  über  in: 

vP-^dü  -\-  u^'-^du=0, 

und  man  findet  das  allgemeine  Integral: 

gvP  +  pu^ = c    oder    qz^Py^^P  -\-p2^9y^iV  =  c. 

Die  besonderen   Integrale    und   besonderen  Auflösungen    der 
Differentialgleichung  Zdi+  Fciy=:0  stehen  in  naher  Beziehung  zu 
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denjenigen  Funktionen,  welche  an  die  SteUe  der  Ver&nderiichen 
X  und  y  eingeführt  werden  müssen,  damit  diese  neuen  Veränder- 
lichen durch  einen  Falitor  der  Differentialgleichung  sich  trennen 
lassen.  Es  lässt  sich  nachweisen,  dass  alle  besonderen  Integrale 
und  beBon4eren  Aofltlsaogen  sehr  geeignet  sind,  eine  solche  Um- 
wandlung herbeitufutoen. 

Vorerst  ist  einleuchtend,  wenn  die  Differentialgleichung  eine 
gesonderte  ist,  dass  dann  auch  das  allgemeine  Integral  in  einer 
Form  dargestellt  werden  kann,  worin  die  Veränderlichen  von 
einander  getrennt  vorkommen.  Wenn  nun  das  allgemeine  In- 
tegral der  Differentialgleichung  Zdzi'  FdyzsiO  in  der  Form 
a|(z"fi)'"  vorliegt,  worin  or^  irgend  eine  Function  von  z  und  y 
Ist,  so  dass  i=/&  ein  besonderes  Integral  der  Differentialgleichung 
darstellt,  so  tritt  an  die  Stelle  des  Faktors  (z — fi)"",  welcher 
gleichzeitig  die  beiden  Veränderlichen  z  und  p  enthält,  ein  anderer 
Faktor,  worin  nur  die  eine  VerSnderlicbe  a!  vorkommt,  nachdem 
man  eine  der  ursprünglichen  Veränderlichen  mittelst  z — f&=x 
eliminirt  hat.  Dasselbe  geschieht,  wenn  das  allgemeine  Integral 
In  der  Form  Oi(z— fi)">  4-<^=c  vorliegt,  worin  or^  und  a^  irgend 
Funktionen  von  z  und  y  sind,  und, der  Exponent  m  eine  zwischen 
0  und  1  liegende  Zahl  ist,  so  dass  also  z=fi  eine  besondere  Auf* 
Idsung  der  Differentialgleichung  darstellt.  Wenn  also  der  Werth 
z=^  der  Differentialgleichung  Zdz+Vdy=zO  genügt,  so  wird  man 
durch  die  Transformation  z — fi  =  x  der  Trennung  der  Veränder* 
liehen  In  vielen  Fällen  Vorschub  leisten. 

Wenn  mehrere  identisch  genugende  Funktionen  z  =.  fi  vorlie- 
gen, welche  sich  nur  durch  eine  Beständige  von  einander  unter* 
scheiden,  indem  man  die  einzelnen  Formen 

z=/'(y,  Ol),    z=f(y,  a^.... 

auffindet,  so  wird  man  mit  besonderem  Vortheil  die  Gleichung 
izzzfXy,  a)  nach  jener  Beständigen  a  auflösen,  um  den  daraus  ge- 
zogenen Werth  a  =  9(z,  y)  als  neue  Veränderliche  einzuföhren. 
Denn  man  darf  hier  von  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass  der 
Faktor: 

sei  es  nun  als  besonderes  Integral  oder  als  besondere  Auflösung 
der  Differentialgleichung  in  dem  allgemeinen  Integral  auftritt. 
Nachdem  man  aber  die  Transformation  x^s.  tpi^t,  y)  ausgeführt  hat, 
so  entbllt  jener  ganze  Faktor  offenbar  nur  die  eine  Veränderlicbe  ar. 
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Um    die  Elimination  von  z  durch  die  Gleichung  %^zf{y^x) 
luaznnihreo,  bilde  man 

und  die  Gleichung  Zdz-i-  Ydy=0  geht  Aber  in: 

5.    Es  aei 

worin  F,  Ti  und  F«  irgend  Funktionen  von  y  vorstellen.  Kennt 
man  ein  besonderes  Integral  2=fi  dieser  Differentialgleichung,  so 
man  x — fi^^>  nnd  man  erhält,  weil  nach  der  Annahme 


rf^  +  ( Ffi«  +  Fifi  +  Fa)cfy =0 
ist,  durch  die  Elimination  von  z  die  neue  Gleichung: 

dx  +  YxMy  +  (2  F^  +  F,)a;dy =0. 

Dieselbe   wird   noch    weiter  vereinfacht»    wenn  man  x=-'  setzt. 
Man  erhfilt  dadurch  die  Gleichung: 

rfr-(2F|»+F,)»dy-Frfy  =  0, 

welche  mit  der  vorher  betrachteten  Gleichung  1.  fibereinstimmt. 

6.    Es  sei  nun  ydz — zdy  +  Sf  Qyz — **.  dy = 0. 

Nimmt  man  %-=.my^  so  findet  sich  zur  Bestimmung  von  m  die 
quadratische  Gleichung  m^ — am  =  0.  Man  setze  desshalb  zz^xy^ 
und  erhält  durch  die  Elimination  von  z: 

ydx  +  Voor— J7* .  dy  =  0, 

oder,  wenn  man  mit  y,\/  ax  —  x'^  theilt,   die  gesonderte  Differen- 
tialgleichung : 

— i^=  +  ^=o 

V^ax-x^       y 

Um  das  Irrationale  wegzubringen,    nehme  man  Vaa:  — a:*  =  x© 
Daraus  folgt: 
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und  man  behält: 

^dv   dy 

Durch    Integration    findet    man   arctgv= /V^cy^  oder  v=:tg/V  cy. 

Setzt  man  aber  den^Werth  c  =  y-— l=y?3^  — 1  ein,  so  hat 
man  das  allgemeine  Integral: 

-^  —  1  =  tgVVcy ,    oder  auch    z=ay,  co8*/V^cy. 

7.  Es  sei  2(y«-fl«)rf2  +  (2-y)«rfiy=:2(y«  +  fl«)dy. 

Nimmt  man  zz^y  +  m,  so  findet  man  in^=4a*.  M^n  genügt 
also  durch  z=y-t2a.  Desshalb  setze  man  z — y  =  a:,  und  man 
erhält  durch  die  Elimination  von  z: 

2(.v«— a«)  dx  +  (or* — 4fl«)  dy = 0. 

Wenn  man  durch  (y*— o*)(a:*— 4a*)  theilt,  so  entsteht: 

Durch  Integration  findet  man: 

/— TTT  +  't— =  '<?.     oder      ^^-^  =c.^^-^-  . 

:r-f  2a       y  +  a  2— y  +  2a  y — a 

8.  Es  sei  weiter  (z-i-ay)(dz  +  bdy)-{-(c-i-ey^)(ydz — z€fy)=0. 

Nimmt  man  z-=my,  so  findet  sich  zur  Bestimmung  von  m  die 
quadratische  Gleichung  (m  -|-  a)  (m  -|-  6)  =0.  Man  genügt  also  durch 
z-f  ay  =  0  und  z-|-%=0.  Man  setze  desshalb  z=xy,  und  man 
erhält  durch  die  Elimination  von  z  die  Gleichung: 

(x  +  a)(x  +  b)  dy  +  (a:  +  a)ydx  +  (c  +  ey^)  ydx=:0, 
welche  einfacher  wird,  wenn  man  y*=:-  setzt.    Es  entsteht: 

(x  +  a)  (x  +  b)dv  ^({x  +  a+c)v  +  e)ndx=:0 , 
oder,  wenn  man  mit  dem  Faktor  von  dv  theilt: 

(x  +  a'i^c)v  +  e 
dv 7 — \ — TT — ITT  nilx  =  0. 
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WeDii  man  dies  mit  der  GleichuDg  1.  vergleicht,  und  wenn  man 
aogleich  beachtet,  das« 

ist,  so  gelangt  man  zu  dem  allgemeinen  Integral: 

v.{x  +  a)»=*.  (x  +  6)*^« ""  =  en ./(ar+a)«^"  . (jr+6)*^"'"~  .<£d;-|-A, 
worin  k  die  willkührliche  Beständige  vorstellt. 

9.    Es  sei  nun  (y«  -  a«;  d2=  (yr  +  a\^zM-y«-~ä«)  liy. 

Man  genügt  dieser  Gleichung  durch  y^ — a*=0,  und  desshalb 

aach  durch  2:=  STi^  +  y* —  a*.    Man  setze  nun  x  —  STz^+y^—a* = jt. 
Un  damit  2  zu  eliminiren,  so  bilde  man  nach  einander: 

2= ^ ,     \^2«  +  y«-a«  =  2-.:  = ^J-X^  . 

Durch  Differentiation  bilde  man  weiter: 

rfj= 2^ -^' 

Wenn   man'  dies  Alles  einsetzt,    und  zugleich   den   dadurch  ent- 

stehenden    gemeinsamen    Faktor -^ streicht,  so  bleibt 

die  Gleichung: 

(^2—  fl«)  dx^iya)  xdy. 

Man  theile  weiter  durch  xiy^—fjfl)^  und  man  behält  die  gesonderte 
Differentialgleichung : 

dx dy 

X  '^y'+a' 

Daraas  findet  sich  das  allgemeine  Integral  in  der  Form: 
X  =  c(y  +  a)    od  er    2  —  V2*  +  y*  —  a*= c(y  +  «). 

10.    Es  sei  noch  (1  ^y^ulz  +  a(l  — y2)Vl  +  2«.%=0. 

fit — y 
Man  genügt  dieser  Gleichung  durch  1=1^-^-^-9  worin  m  eine 

Beständige,  welche  aus  der  quadratischen  Gleichung  a=V^m^-f  ^ 
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sa  ber^ehnen  ist.    Man  bringe  desshaib  an  die  8t6tle  von  %  die 

neue  Veränderliche  x,  welche  aus  z=i  .    ^    hervorseht.  Daraus 

\-\-xy  ^ 

folgt: 

,     (l  +  j?^)(l4-y«)  1+y* 

Mao  findet  weiter  durch  Differentiation: 


Wenn  man  dies  einsetzt,  und  wenn  man  zugleich  den  gemeinsamen 
Nenner  (1  +  ^;^)*  weglässt,  so  behält  man  die  Gleichung: 

(1  +  y«)  da:  =  (1  +  j:*— a  VTf^«)  rfy , 
oder,  wenn  man  die  beiden  Veränderlichen  trennt: 

dx      dy 


\^l+a:«(V"l  +  a:*~fl)        1+^** 

Um  das  Irrationale  zu  entfernen,   nehme  man   V"l -f  j?*=l-f  xo. 
Daraus  folgt: 

2p  ,    ,  .  1+P» 


Ferner  hat  man 


und  entsteht  die  neue  Gleichung: 

2dv 


2dv 1  —  a        dy 


l  +  »«-o(l- 


Man  erhält  daraus  das  allgemeine  Integral: 


2arctg{cYli^  =  VT^»arctg.v. 


oder  auch,  indem  man  daraus  e  entwickelt. 
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—  If   l+a' 


_a        Vl-a« 

tg( ii ÄFCtgy). 


Nachdem  man  hieraus  (Ür  ein  gegebenes  y  den  Werth  v  berech- 
'    net  hat,  findet  man  a:  =  i 5,  und  dann  auch  z= ,  ,     -  - 


IV.      Bestimmung    des   integrirenden    Faktors    als    ge- 
mischte  Funktion    von    %    und   y. 

Man  sieht  ein,  das»  das  vorhin  auseinandergesetzte  Rech- 
nuDgs verfahren«  wodurch  man  die  Trennung  der  Veränderlichen 
bezH-eckty  immer  nur  dann  von  gutem  Erfolg  sein  wird«  wenn  die- 
jenigen Funktionen  von  z  und  y,  welche  als  neue  Veränderliche 
an  die  Stelle  von  z  und  y  eingeführt  werden  mfissen«  damit 
die  Trennung  möglich  werde«  durch  einfachere  Form  wesentlich 
vor  dem  allgemeinen  Integral  a  =  c  sich  hervorthun.  Dass  dies 
immer  der  Fall  sei,  darf  nicht  vorausgesetzt  werden.  In  dem 
andern  Falle  wird  man  vortheilhafter  das  allgemeine  Integral  un- 
mittelbar als  gemischte  Funktion  der  Veränderlichen  bestimmen. 

Die  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  a^=zc  hat  niemals 
Schwierigkeit,  wenn  die  Differentialgleichung  Zdz-{-Ydy  =  ü  ein 
vollständiges  Differential  ist,  oder  wenn  sie  als  identisch  mit  der 

Gleichung  "IZ^^^  'J'  ^h  =  ^  angesehen  werden  kann.  Man  hat 
dann  die  beiden  Beziehungen: 

^  =  Z    und     ^=F. 
nz  dy 

Aus  der  ersteren  folgt  a=:fZdz-{-a^,  worin  o^  eine  noch  un- 
bekannte Funktion  von  y  ist.  Gm  diese  Funktion  zu  bestimmen, 
nehme  man  abkürzend /Zf/z  =  a|.  Durch  Differentiation  der  Glei- 
chung a^=a^  +  a^  bilde  man: 

da dai       da^ 

dy"^  dy  '^  "dy  ' 

oder  auch,  wenn  man  auf  die  zweite  der  ob^n  angefahrten  Bezie- 
hungen Rflcksicht  nimmt,  die  Gleichung: 

da^  _  y^  doi 
dy'^  dy' 

Daraus  erhält  man  durch  Integration: 
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oiid  daii  allgemeine  Integral  ist  also  unter  der  vorher  gemachten 
Voraussetzung  in  der  Form  «i  -f  <^  =  c  dargestellt. 

Ob  aber  eine  vorliegende  Differentialgleichung  Zdz+Ydy=0 
in  der  That  ein  vollständiges  Differential  ist,  dies  entscheidet 
sich  durch  die  vorzunehmende  Rechnung.  Nur  dann,  wenn  jene 
Voraussetzung  richtig  ist,  vrird  man  nämlich  auf  dem  vorgeschrie- 
benen Wege  zu  einem  Werthe  o^  gelangen,  worin  die  Veränder- 
liche y  nicht  vorkommt. 

1.    Es  sei 

Man  Gndet 

Ferner  6ndet  man 

Man  hat  also  das  allgemeine  Integral: 

Wenn  die  Gleichung  Zdz-i-  Vdy^^O  kein  vollständiges  Diffe 
rential  ist,    so  wird  dieselbe  doch  immer  dadurch   mit  der  Glei- 
chung -j- dz  + -j- dy  =0   identisch,    dass    man    alle  Glieder    mit 

einer  gewissen  Funktion  von  z  und  y  multiplizirt,  welche,  wie 
schon  bemerkt  worden  ist,  der  integrirende  Faktor  heisst.  Man 
hat  also  die  beiden  Beziehungen: 

-j  =z  Zk     und      ,-  =  YA\ 
dz  dy 

Wenn  man  daraus  a  eliminirt,  so  entsteht  eine  Gleichung, 
worin  nur  die  Unbekannte  k  vorkommt.  Man  wird  diese  Elimi- 
nation ausführen,  indem  man  die  erstere  Beziehung  nach  y,  die 
andere  nach  z  differentiirt  Aus  der  Vergleichung  dieser  beiden 
Resultate  ergiebt  sich: 
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d(Zk)  _  d(rk) 

dy  dz.     ' 

oder  auch,  wenn  niao  durch  k  tbeilt,  und  zugleich  die  ahkOnen- 

dk  dk 

den    Bezeichnungen  y-  =  iS:y  und  x=^s  einführt,  die  Gleichung: 

(a)  ^k'-^T^dy       dz-^' 

Jeder  Werth  A»  welcher  dieser  Gleichung  genOgt,  besitzt  die 
Eigenschaft^  die  Differentialgleichung  ZAdz-i-  Ykdy^zQ  zu  einem 
vollstSndigen  Differential  zu  machen.  Der  Gebrauch  der  Gleichung 
(a)  beschränkt  sich  desshalb  auf  die  Bestimmung  eines  besonde* 
ren  Integrals.  Da  aber  ein  besonderes  Integral  immer  nur  durch 
Probiren  ermittelt  werden  kann,  so  gebe  man  der  unbekannten 
Funktion  k  in  Bezug  auf  das  Vorkommen  der  einen  VerSnderli- 
cfaen  z  versuchsweise  eine  bestimmte  Form.    Man  setze  dieselbe 

■ 

in  die  Gleichung  (a)  an  die  Stelle  von  k  ein,  und  untersuche  als- 
dann, ob  sich  das  Vorkommen  der  andern  Veränderlichen  y  so 
angeben  lässt,  dass  die  identische  Gleichheit  eintritt. 

Wenn  man  aus  jenen  beiden  Beziehungen,   welche  durch  die 

Vei'gleicfhung  der  Differentialgleichung  Zkd2+  Ykdy^O  mit  dem 

du  dct 

vollständigen  Differential  T~  ^<  +  T*  ^^  ^^^  Vorschein  kommen, 

die  Unbekannte  k  eliniinirt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  a 
die  Gleichung: 

Wenn  es  gelingt,  eine  Funktion  von  2  und  y  anzugeben, 
welche  dieser  Gleichung  an  der  Stelle  von  a  genfigt,  so  ist  damit 
das  allgemeine  Integral  a=c  bekannt.  Man  mflsste  also,  um  die 
Fonktion  a  unmittelbar  zu  bestimmen,  ein  besonderes  Integral  der 
Gleichung  (b)  aufsuchen.  Nun  lässt  sich  aber  die  Frage,  welche 
von  den  beiden  Gleichungen  (a)  und  (b)  bei  der  Integration  der 
Gleichung  Zi£z-|-Fc{y=0  benutzt  werden  solle,  leicht  beantworten. 
Denn  es  folgt  aus  der  Natur  der  Aufgabe,  dass  der  integrirende 
Faktor  sehr  wohl  eine  wesentlich  einfachere  Gestalt  annehmen 
kann,  als  das  allgemeine  Integral  ar=c  selbst;  dass  aber  niemals 
umgekehrt  das  allgemeine  Integral  wesentlich  einfacher  sein  wird 
ab  der  integrirende  Faktor.  Wenn  also  auch  einzelne  Fälle  denk- 
bar sind,  wo  man  etwa  dieselben  Rechnungen  durchzufahren  hätte, 
um  ein  besonderes  Integral  der  Gleichung  (a)  oder  ein  besonderes 
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Integral  der  Gleichung  (b)  aofeufliiden ,  so  wird  naan  doch  in  den 
meisten  Fällen  eher  zum  Ziel  kommen,  wenn  man  den  letzteren 
Weg  eioschlägt.  Auf  diese  Betrachtung  gründet  sich  der  Vorzug, 
den  man  jederzeit  dem  Gebrauch  der  Gleichung  (a)  vor  dem  der 
Gleichung  (b)  einräumt,  so  dass  also  mit  Recht  behauptet  werden 
kann,  die  Integration  der  Gleichung  Zdz-f  F<£iy=0  beruhe  im 
Wesentlichen  auf  der  Bestimmung  des  integrirenden  Faktors. 

Die  pun  folgenden  Untersuchungen  werden  sich  auf  diejenigen 
Fälle  beschränken,  in  welchen  der  iotegrireMe  Faktor  die  Gestalt: 

annhnmty  worin  l,  fh  v ....  irgend  Funktionen  von  y,  die  Exponen- 
ten m,  lt....  aber  beständige  Grössen  sind.  Wenn  man  diesen 
Werth  k  in  die  Gleichung  (a)  einsetzt,  so  erhält  man: 

Um  die  Unbekannten  il,  f&,  v ....  m,  n ....  aus  dieser  Gleichung 
zu  bestimmen,  ordne  man  nach  Potenzen  und  nach  den  sonst  in 
den  CoeÜGzienten  Z  und  Y  vorkommenden  Funktionen  von  z.  Man 
setze  alsdann  den  gemeinsamen  Faktor  jeder  einzelnen  Funktion 
gleich  Null,  und  mau  erhält  auf  diese  Weise  mehrere  andere 
Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Grössen 
zu  benutzen  sind.  Wenn  dieselben  so  angegeben  werden  können, 
dass  allen  jenen  Gleichungen  Geniige  geschieht,  so  giebt  es 
in  der  Tbat  einen  integrirenden  Faktor  von  der  angenommenen 
Form. 

Diese  Rechnung  lässt  sich  aber  wesentlich  vereinfachen ,  da 
man  im  Stande  ist,  sogleich  diejenigen  Gleichungen  anzugeben, 
welche  auf  dem  angegebenen  Wege  zur  Bestimmung  irgend  einer 
der  unbekannten  Funktionen  fi,  v....  durch  die  Elimination  aller 
übrigen  Unbekannten  entstehen.  Da  nämlich  der  gemeinsame 
Faktor  jeder  einzelnen  Funktion  von  %  för  sich  verschwinden  muss, 
damit  man  der  Gleichung  (c)  genüge,  so  behält  man  auch  dann 
eine  richtige  Gleichung,  wenn  man  an  die  Stelle  von  t  irgend  eine 
Funktion  von  y  einsetzt.  Setzt  man  aber  die  Funktion  |ii  an  die 
Stelle  von  z  ein,  so  geht  die  Gleichung  (c)  über  in  die  einfachere 
Z^'  4*  F;:=0,  worin  nur  noch  die  Unnbekannte  f&  vorkommt.  Diese 
Gleichung  unterscheidet  sieh  aber  von  der  zu  integrirenden  Glei- 
chung  Zs'*|-Fs=0  offenbar  nur  dadurch,  dass  überall  f&  anstatt  s 
▼orkonimt.  Wenn  also  für  die  Differentialgleichung  Zdi-\-  Ydy^ssO 
ein  Inlagrirender  Faktor  in  der  Form  A(z^|[i)i"(z— v)>....  besteht. 
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M  sind  die  BestaDdtheile  z  — fi,  z^v....  eiioelo  gleich  Null  geseUt 
Jedesmal  besondere  Integrale  oder  auch  besondere  Auflusungen 
dieser  Oifereotialgleichung.  f^achdem  man  solche  Funktionen 
anfgefiiodeQ  hat»  führe  man  dieselben  an  die  Stelle  von  fi,  v«... 
ein,  and  der  weitere  Gebrauch,  der  Gleichung  (c)  beschränkt  sich 
dana  auf  die  Bestimmung  der  Funktion  l  und  der  beständigen 
Exponenten  m,  n.... 

Wenn  man  die  Gleichung  (c)   benutzt,   um  die  fibrigen  Be- 
•tnndtlieile  k,  m,  n.«..  des  integrirenden  Faktors 

A=X(j-fi)"'(z— v)«.... 

an  bestimmen  5  so  hat  man  gewisse  Operationen  vorzunehmen, 
welche. einen  wesentlichen  Bestandtheil  derjenigen  Rechnnnges 
aosmachen,  wodurch  man  das  vollständige  Differential 

Zkdz+rkdy  =  0 

tntegrirt.  Nachdem  man  jene  Grossen  k,  m,  Vi....  aufgefunden  hat, 
so  werden  also  dieselben  Rechnungen  theilweise  bei  der  Bestim- 
mung des  allgemeinen  Integrals  wieder  vorkommen.  Man  hat 
desshalb  guten  Grund,  von  der  Gleichung  (c)  keinen  weiteren 
Gebranch  zu  machen.  Alan  wird  dann  die  Differentialgleichung 
Zdz-i-ydy^^O  sogleich  mit  dem  zum  Theil  noch  unbestimmten 
k  multipliziren,  und  dann  die  Integration  gerade  so  ausfuhren,  wie 
wenn  ein  vollständiges  Differential  vorläge.  Man  geht  also  aus 
von  den  beiden  Beziehungen: 

dcc  dct 

^=Zk    und    T^=FÄ. 
dz  dy 

Aus  der  ersteren  erhält  man  a=fZMz  +  a^,  worin  o^  eine 
noch  unbekannte  Funktion  von  y  ist.  Die  angedeutete  Integration 
nach  z  kann  ausgeführt  werden,  weil  das  Vorkommen  von  z  in 
der  Funktion  k  bekannt  angenommen  ist.  Man  setze  abkflrzend 
ai=ifZ&dzp  und  bilde  durch  Differentiation  die  Gleichung: 

da dui       da^ 

dy'^  dy  '^  Hy* 

Wenn  man  nun  die  zweite  der  vorher  angegebenen  Beziehungen 

dcL 
benutzt,  um  die  Unbekannte  -r-  zu  eluniniren,  so  entsteht: 

Man  ordne  diese  Gleichung  nach  Potenzen  und   nach  den  sonst 
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vorkommenden  Fonktionen  von  z,  nod  lasse  den  gemeinsamen 
Faktor  jeder  einzelnen  Funktion  von  x  (ür  sich  verschwinden. 
Man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  verschiedenen  Gleichungen» 
welche  zur  Bestimmung  von  a^  und  der  übrigen  in  k  noch  vor- 
kommenden Unbekannten  zu  benutzen  sind.  HStte  man  diese 
letzteren  Unbekannten  vorher  aus  der  Gleichung  (c)  abgeleitet,  so 
wären  die  jetzt  entstehenden  Gleichungen  von  selbst  erftillt,  mit 
Ausnahme  einer  einzigen,  woraus  die  Unbekannte  a^  hervorgeht. 

Wenn  auch  der  zuletzt  bezeichnete  Weg  bei  der  Bestimmmng 
des  integrirenden  Faktors  nicht  gerade  überall  eingeschlagen 
werden  soll,  so  wird  dies  mit  Vortheil  doch  immer  dann  geschehen» 
wenn  die  Exponenten  m,  n...  in  dem  Werthe  A=il(2 — fi)*(2: — v)*.-. 
schon  bekannt  sind,  so  dass  also  die  Funktion  k  als  die  einzige 
Unbekannte  zurückbleibt.  Die  einfachste  Annahme  der  Art  ist 
offenbar  die,  dass  der  integrirende  Faktor  eine  Funktion  der 
einen  Veränderlichen  ^  allein  ist,  so  dass  also  A:^k  zu  setzen  ist 

2.  Wendet  man  dies  an  auf  die  schon  früher  integrirte 
Gleichung: 

di  +  (ri+F|)rfy=0, 

worin  F  und  F^  irgend  Funktionen  von  y  sind,  so  findet  sich 
tii=.fkdz=Xi.  Die  Gleichung  (e)  nimmt  dann  die  folgende  Ge- 
stalt an: 

Man  zerlegt  dieselbe  in  die  beiden: 

k'=zri    und     ^=l\k. 

dy         * 

Durch  Integration  (intsteht: 

Jl=/^^^    und    a^=fi\kdy. 
Man  gelangt  demnach  zu  dem  allgemeinen  Integrale: 

Wir  untersuchen  jetzt  die  Gleichung: 

(piz,y)dzi-il;{2,y)dy  =  0, 

flQr  den  Fall,  dass  q>  und  ^  ganze  rationale  Funktionen  von  z  sind, 
so  dass  also  auch  die  Form: 
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(Zi^»  +  ZiJ(»-»+ ....+ Z,-i)  €b +(  F*»+ F,«^» +  ....+ F,)dy=0 

aogeschriebeD  werden  kann,  worin  ZZ| ....  JT| ....  irgend  Funktio* 
oen  von  y  vorstellen.  Der  integrirende  Faktor  dieser  Dilerential* 
gleichung  lässt  sich  oftmals  in  der  Form 


{% — fi)(z  —v)(z— «).... 


ansetien,  worin  k,  fi,  v,  n....  irgend  Funktionen  tod  y  sind. 
Holtipliairt  man  damit  die  Dilerentialgleichung,  so  erbfilt  man 
ims  ToUständige  Differential: 

Wenn  man  nun  annimmt«  dass  der  Nenner  aus  n  Faktoren  be- 
stehe, so  entsteht  durch  die  Zerlegung  in  die  partiellen  Brüche 
die  Gleichung: 

/  M    ^    N     ^     P  \^ 

'  ^       '    Z— fi        2— 'V    '   Z — 7C   '  ''       ^ 

Nun  findet  man  aber  nach  bekannten  Regeln: 

y  y(»>  y)  ly  _       '»(v>  y) 

j^  _        y (^>  y)  j^  _        »(»,  y) 

Wenn  man  alle  diese  Werthe  einsetzt,  und  zugleich  beachtet, 
dass  x^fif  x=v,  z=^...*  besondere  Integrale  der  Gleichung 
9(x9y)d»+^(%9y)dy=:0  sind,  dass  diese  also  jedesmal  zu  einer 
identischen  Gleichung  wird,  wenn  man  darin  %  mit  einem  der 
Werthe  fi,  v,  n,,..  vertauscht,  so  entsteht: 

/n    iv^..^—J$^!hyL dz-^dfi     l(p(v,y)       d%'^dv 


^9(«»  y)        d%^dn         _^ 


(jT— fi)(jr — v)....    % — n 
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Man  kaon  »ich  mit  Ufilfe  der  Gleidrang  (e)  lelebt  daf  on  Sber- 
zeageo,  dass   dies  immer  Dur  dann  ein  vollständigea  Differeotlat 

bt»  wenn  die  Faktoren  von  ^ »  ....  alle  von  •  unab- 

hängig  sind.  Man  bestimme  dessbalb  die  Funktion  A  so»  dass 
irgend  einer  von  diesen  Faktoren  eine  beständige  Gr5sse  ist 
Wenn  dadurch  auch  die  fibrigen  Faktoren  von  y  unabhängig  wer- 
den, dann  hat  der  integrirende  Faktor  in  der  That  die  vorhin 
angesetzte  Form,  md  der  Integration  der  Gleichung 

g)(»,y)d»+^(»,  y)dy^fi 
steht  nichts  weiter  im  Wege. 

3.  Um  die  Gteichung 

hiemach  zu  integriren,  bedarf  man  nur  eines  einzigen  besonderen 
Integrals  z=fi.  Man  verwandelt  dieselbe  in  das  vollständige 
Differential: 

)^%±U7%±r{)dy^^ 
Nimmt  man  il=±l,  so  behält  man: 

Man  findet  daraus  das  allgemeine  Integral: 

f^dy  +  i(%^li)=c    oder    e^^^'-C»— |[i)  =  c. 

4.  Es  sei  d»  +  (%+ay^)dy=0. 

Setzt  man  die  Reihe  »=»»3r"  +  iiiiy*-^+fRj^~*-f  may*-3+.... 
ein,  so  behält  man: 

(m+a)y"+(iiii  +mii)y"-* + (mj+iiii  (n-l))y"-«+  (m,  +m4(n-2))^-» .. 

=  0. 

Daraus  bestimmt  man  das  besondere  Integral: 

n  ,  n(n-l)      n(n  — l)(n— 2)  ,      . 
*=:-ay«(l-^  +  — p ^ ^+....). 

Da  nun  jK=1  ist»  so  hat  man  das  allgemeine  Integral: 

a(%+  ay^-^any^  +  an(n^l)y^*--an(n — 1)  (it-2)y»-»  +  ....)=  c. 
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5.  Vm  die  Gleichung 

rf»+(  J»« + fi%  +  ly  dy = 0 

faiernaGh  za  integriren,   bedarf  man  zweier  besonderen  Integrale 
s=fi  und  %=:v.    Diese  geben  das  vollständige  Differential: 

(*-^)(»--v) 
oder»  wenn  man  in  die  partiellen  Brflehe  zerlegt: 

Nimmt  man  hier  )l=fi  —  v,  so  behält  man  die  einfachere  Gleichung: 

N«..     .  dz—du,     dz-^dv    ,- 

Daraus  entsteht  das  allgemeine  Integral: 

^j\f       y      '^.(»  — ^)  =  C(»— V). 

6.  Der  Gleichung 

genfigen  »=-  und  »==-.    Daraus  folgt  fi— v= Da     nun 

%ß  s  •/ 

T'z^'       ,   ist,  so  erhält  man  das  allgemeine  Integral: 


7.    Der  Gleichung 

ffeniigen  »= s  und  »=—  +  -5.    Man  hat  u— v= — =-•    Da 

F^s  —  ist,  so  hat  man  das  allgemeine  Integral: 

^        a      b  ab 

V    y^  y    y* 

Es  giebt  kein  Verfahren,  wodurch  man  zu  dem  allgemeinen 
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• 
Integral  der  Gleichung  s'-fA^-friS-f/^^ssO  gelangt,  und  welches 
zugleich  unabhängig  ist  von  der  Kenntniss  eines  besonderen  In- 
tegrals. Da  aber  die  Integration  keine  Schwierigkeit  mehr  hat, 
wenn  ein  besonderes  Integral  bekannt  ist,  so  hat  man  sich  viel- 
fach mit  der  Bestimmung  der  besonderen  Integrale  dieser  Diffe- 
rentialgleichung beschäftigt.  Die  dazu  fährenden  Rechnungen 
werden  aber  durch  die  folgenden  Verwandlungen  wesentlich  yet- 
einfacht.  Man  bringt  an  die  Stelle  von  %  eine  andere  Veränderli- 
che X,  indem  man  Y%^=x  setzt  Man  erhält  dadurch,  nachdem 
man  noch  mit  7  multiplizirt  hat,  die  Gleichung: 

a;' +  a:«  +  (JTi  -  ^)  j:  +  JTa  =0, 
oder  auch,  um  dies  einfacher  zu  schreiben: 

indem  man  durch  T  und  7^  andere  Funktionen  von  y  vorstellt  als 

v' 
vorher.    Man  setzt  nun  weiter  :r=:— .    Daraus  folgt 


- =^-(0'- 


und  die  Differentialgleichung  erhält,  nachdem  man  mit  v  niultipfi- 
zirt  hat,  die  folgende  Gestalt: 

Die  Bestimmung  der  besonderen  Integrale  c;  hat  aber  *  weit 
weniger  Schwierigkeiten  als  die  der  besonderen  Integrale  s.  Doch 
muss  man  die  Bestimmung  von  v  der  Integration  der  linearen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  Oberlassen.    Wenn  c;  be- 

kannt  ist,  so  erhält  man  %  durch  die  Beziehung  1%=  — . 

8.    Der  homogenen  Differentialgleichung: 

(ai"-i  +  a,y*»-«  + ...  +  a«-iy— %rf»  +  (6»"  +  b^y%^'^  +  ...+6^y«)dy 

=0, 

worin  die  Summe  der  Exponenten  Ton  %  und  y  in  jedem  Gliede 
dieselbe  Zahl  n  ist,  genügen  offenbar  n  besondere  Integrale  von 
der  Form  s=fiijy.  Denn  setzt  man  diesen  Werth  von  s  ein,  so 
erhält  man  sur  Bestimmung  der  Beständigen  m  die  Gleichung: 

(a  +  6)m"  +  (Ol  +6i)m"-i  + ...  +  6n=0. 
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Man  hat  deashalb  den  iutegrirenden  Faktor 


(a  +  6)»»  +  (fli  +  Ä4)y«»-i  + ...  +  b^ ' 


ManeraiehtausderGleichuogCO.dassdieCoäfBzienten  aller  par- 
tielleii  BrOche,  welche  durch  diesen  Faktor  in  der  Differentialgleichung 

BQm  Vorschein  kommen,  tttr  1=-     beständige   Werthe    erhalten. 

Schreibt  man  nun  aber  die  homogene  Differentialgleichung  in  der 
•infacfaeren  Form  Zd%  +  Fdy=0,  so  hat  man  den  iutegrirenden 
Faktor : 


9.  Die  Gleichung 

ffihrt  demnach  auf  das  vollstindige  Differential: 

Wean  man  in  die  partiellen  Bräche  aerlegt,  so  entsteht: 

Mao  findet  daraus  das  allgemeine  Integral:  * 

/y»  +  fa-/(i+2y)  +  /c=0 
oder  auch: 

10.  Die  Gleichung 

liefert  das  vollständige  Differential: 

ay^dz'-(2^+2ay^tdst_^ 
y*(2*  +  ay*) 

Durch  Zerlegen  in  die  partiellen  BrOche  entsteht: 

d^.di     idi  +  aydy      ^ 
^  y^  z'^    i*+a»«    -" 
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Man  bildet  daraus  das  allgemeine  Integral : 

oder  aach: 

11.    Man  nehme  nun  die  Gleichung: 

(»+  ßy  +  6)rf»+  ((c  +  e—a)%\  cey  +  Ä)rfy=0. 

Mao  genfigt  hier  durch  s  =  m^  -f  n*    Denn  setzt  man  diesTein, 
so  entsteht: 

{{m-\-a)y  +  n+6)m  +  (Sc-\^e^a)m  ^  ce)y  +  (c  +e — a)n-f-/i=0. 

Zur   Bestimmung    von    m  und   n  hat   man  also  die  beiden  Glei- 
chungen: 

und 

(m  +  c  +  e —  ä)n  -|-  6m  -f  A  —0. 

Mao  Gndet  daraus  die  beiden  besonderen  Integrale : 

^        c— er  ^  '    c—a 

Man  findet  weiter,  weil  F=0  ist,  das  vollständige  Differential: 


.    g^c   €Jbi  +  cdy ^  a—« rfg  -f  edy       _ 

'e  — c       .  öc  —  h        *  c—e     .  61» — A 

■    ^       e— a  ^       c — a 

Nimmt  man  A=e  —  c,  so  entsteht  das  allgemeine  Integral: 
^    .  bc  —  h         ,    .  öe  —  h^  ,, 

worin  K  die  willkührliche  Beständige  ist. 
12.    Auch  die  Gleichung: 

i^  +  ay)(yd%-'%dy)  +  byd%'-((c  +  e)%  +  hyi^ce){ly=0 

liefert  zwei  besondere  Integrale  strm^r-f  m*    Denn  wenn  man  dies 
einsetzt,  so  entsteht: 

((m+o)y+n)»  — 6jiiy  +  ((c  +  c)m  +  A)y+(c+6)n+ce=0. 

Zur  Bestimmung  von  m  und  n  bat  man  also  die  Gleichungen: 
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(« — 6+c  +  «)f«  +  aii+A=© 
uod 

«•+(c  +  €)it+ce=0. 

DaraiM  folgen  die  beiden  besonderen  Integrale: 

ac  -"  h                   ,             ae — h 
»== T-y^c      und      »= T-y — e. 

Um  das  yollständige  Integral  zu  bilden,    schreibe  man    die 
Differentialgleichang  vortheilbafter  in  der  Form: 

(*  +  «y  +  %*—  (**  +  (ay  +  c  +  e)z  +  Ay + c«)rfy =0. 
Man  findet  dann,  weil  Fss  —  1  ist,  die  Gleichung: 

-        ae — h  -  ,        ae-^h  _ 

Nfanmt   man     A= ,    so  entsteht  das  allgemeine  Integral: 

vrorin  ^  die  willkührüche  Beständige  vorstellt 
Wenn  der  integrirende  Faktor  der  Gleichnng: 
(Z««»-i  +  Zi»»-« +....  + Z,.-i)rf»  +  (7«»  +  Fl«»-! +....  + f,,)€f^ 
wieder  unter  der  Gestalt: 


A  = 


(» — ^)(« — v)(»— n;)  .... 


angenommen  wird,  wenn  aber  der  Nenner  dieses  Bruches  a«B  we- 
niger als  ft  Faktoren  besteht ,  so  treten  zwar  dieselben  Betrach- 
tongen  ein  wie  vorhin:  allein  es  entsteht  jetzt  durch  die  Zerlegung 
in  partielle  Bräche  die  Gleichung: 

il(F»«-»+F,»"-« +  ....+  Fm-i)d«f  A(/»'»+  17,2"— 1+    .+  ü»)rfy 
"*"  (f*— v)(ft-.«)....    2— fi    ■*"  (v— f4)(v— JT)....    »-^    i-'-^U. 


worin  FF^.... FC/i  •..*  Funktionen  von  ^  sind,  welche  durch  die 
Multiplikation  der  ursprünglichen  Differentlalgleichnng  mit  k  zum 
Vorsehein  kommen.  Dtamit  dies  ein  vollständiges  IMfferential  sei, 
kommen  zu  den  vorigen  Bedingungen  noch  andere  hinz«.  Nadi- 
dem  nämlich   A  wie   früher  bestimmt   worden  ist,    und  ^dnrch 
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die  Faktoren  von    ^"^   ^»  -^— ....in  bestäDdige  Grö8«€n  fiber- 

gegangen  sind,  so  muss  ausserdem  der  erste  Theil  der  yorliegen- 
den  Differentialgleichung  für  sich  ein  vollstSndiges  Differential 
darstellen. 

J3.    Es  sei 

Man  genügt  durch  %-{-y=0.     Nimmt  mau  A=:     ,     $  so  est- 
steht : 


,ild.  +  .^y  +  A^=0. 


9 
Nimmt  mau  1=1,  so  behSIt  man  die  Gleichung: 


yd.+«iy+^^=0. 


Das  allgemeine  Integral  ist  demnach: 

yi^+/(»+y)  =  /c,     oder    e»»(»+y)=c. 
14.    Es  sei  noch: 

Man  genügt  auch  hier  durch  %  +  y=0.    Nimmt  man  desshalh 
*=4-.   so  entsteht: 

Man  hat  hier  ^A=l  zu  setzen,  und  man  hehält  das   vollständige 
Differential: 

y  ^^   ^  '   z+y 
Daraus  folgt  dann  das  allgemeine  Integral: 

•  —  fl^y  +  (fl  +  *)^(«  +  y) = fc,    oder    «*(»  +  y)*»+* = cy^. 

Wenn  die  bisherige  Annahme,  i^-onach  die  Exponenten  m,  it.... 
des  integrirenden  Faktors  i8:=A(»— fi)"»(» — v)"....  gleich  — I  zu 
setzen  sind,  nicht  zum  Ziel  fährt,  so  wird  man  dieselben  vorerst 
noch  unbestimmt  lassen.  Da  dann  aber  auch  in  dem  Werthe 
Ol  r=zfZkd%  eine  Unbestimmtheit   in   Bezug  auf  die  durch  die  an- 
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gedeutete  Integration  entstehende  Fonktion  von  %  vorkommt,  was 
bei  dem  Gebrauch  der  Gleichang  (e)  sehr  hinderlich  ist,  so  wird 
man  denn  doch  hier  mitVortheil  znr  Gleichung  (c)  zurückkehren, 
wn  nach  den  zuerst  gegebenen  Regeln  die  Grossen  X,  m,  n.... 
zu  ermitteln.  Nachdem  man  dieselben  aufgefunden  hat,  schreite 
man  zur  Integration  des  vollständigen  Differentials  ZkdM+Fkdy^=0. 

15.    Es  sei 

(»•—a*)y  €&+(»•  -l-  ^  +  a^c»dy=0. 

Man  genügt  hier  durch  s=0.     Setzt  man  desshalb  s:=ils">, 
so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  X  und  m  die  Gleichung: 

(c)"     (•«-a«)(5^^  +  l-c)-(m+2)(«H6l^+a*)c=0. 

X'      c— 1 
Daraus    folgt   t-  = »  oder  A=y«-i,    und  m-f2=0.      Man 

hat  also  den  integrirenden  Faktor  k^^-^'        Das     vollständige 
Differential 

liefert  das  allgemeine  Integral  in  der  Form: 

16.    Es  sei  nun: 

Man  geneigt  dieser  Gleichung  durch  s=y.  Setzt  man  A:=:A(s— ^)">» 
so  ist: 

(c)   ^  (a«+y»  +  y*)^  +  (m  +  3)(»+y)=0. 

DanuM  folgt  Assi,  m-f  3=0,  und  also  iBg=.        vä>      Das    voll- 
ständige Differential  ist: 

(a*+y^  +  y^)d%     (a^  +  y%+%*)dy 

oder,  wenn  man  in  die  partiellen  Bruche  zerlegt, 

(a*+2y%)d%        yd%        (a*+2y»)rfy_    %dy        ^ 

(»-y)»       (»-y)*       (»-y)»       (»-y)*"" 
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Man  findet  daraus  da«  allgemeiDe  Integral: 

17.    Die  Gleichung: 

kann  durch  die  frühere  Annahme  integrirt  werden,  wenn  swei  be- 
sondere Integrale  vorliegen.  Nun  genfigt  man  durch  s=:y.  Es 
iSsst  sich  aber  nicht  so  leicht  ein  zweites  besonderes  Integral 
angeben.  Man  nehme  desshalb  k=sl(% — y)%  und  man  findet  zur 
Bestimmung  von  l  und  m  die  Gleichung: 

(c)  a*J-+m(t  +  y)  +  22=ü. 


y' 


Daraus  folgt  m-f  2=^0,  und  7=2  ^^^^  l^s^e^-     Man   hat   also 

den  integrirenden  Faktor  k=:e*^^(z^f/)'^,    und    das   vollständige 
Differential : 


1 


y*  V 

e^cMz     e«'(t'  -  y*  +  a*)dy     - 

(z-y)«  (*-y)«  -^- 

Daraus  entsteht  das  allgemeine  Integral: 

t 

18.    Es  sei  noch 

Man  genfigt  dieser  Gleichung  durch  2^-|-^*— a^=0.  Dess- 
halb nehme  man  k^=k(z^+y* — a^)"*.  Setzt  man  dies  in  die  Glei- 
chung (a)  ein,  so  erh&lt  man  zur  Bestimmung  von  k  und  m: 

(»«- ««) ,-  +  (2«.+%  +  -^_^-^l^=a 

Man    genögt  durch    2m +  1=0  und    (y*— a*)  j-  +  (2m+3)y=i0. 

X'       — 2v  1 

Man  hat  also  m=  — 4,  nnd  j[-=-ö:::^t>  oder  A=  a_^^.     Femer 

l  ^  y 

ist   ii:  = ^--- ,  und  nn^n  gefangt  zu  dem  vollstän- 

digen  Differential: 
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Daraus  findet  man  da8  allgemeine  Integral: 

oder 

X  +  V2«+iy«— aä= c(y  —  a). 


V.     Allgeraeines   Integral,    besondere    Integrale   und 

besondere     Auflosungen      der     Differentialgleichung 

sweiter   Ordnung    mit    zwei    Veränderlichen. 

Die  allgemeinste  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
«lit  zwei  Veränderlichen  %  und  y  hat  die  Form  Z--n-|-7=0,  wo- 
rin Z  und  T  irgend  Funktionen  von  %  und  y  und  des  Differential- 
quotienten  ^  sind.  Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialglei- 
chung iSsst  sich  jedesmal  in  der  Form  cx=c  darstellen,  worin  a 
eine  bestimmte  Funktion  der  drei  Veränderlichen  s',  %  und  y  ist, 
c  aber  eine  wUikuhrliche  Beständige  bezeichnet.  Denn  durch  Dif- 
ferentiation findet  man: 

di^    ^  d%*  ^  dy-^^' 

wenn  man  abkürzend  y-^rrs''  setzt.     Theilt  man  dies  noch  mit 

einem  Faktor  k,  welcher  auch  wieder  eine  bestimmte  Funktion 
der  drei  Veränderlichen  s',  %  und  y  ist,  so  entsteht: 

da 
d%' 


??+&>+i)j=<^ 


Aus  der  Verglelchung  mit  der  allgemeinsten  Differentialgleichung 
Zx^-I-  F=sO  ergeben  sich  die  beiden  Beziehungen: 

denen  mau  jederzeit  genügen  kann,  weil  die  beiden  daraus  zu  be- 
stimmenden Funktionen  et  und  k  alle  6r5s6en  in  sich  aufnehmen 
dirfen,  welche  auch  in  ika  Cot^fficienten  Z  und  Y  vorkommen. 
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Da«  allgemeine  Integral  der  Gleichung  7z^ -f*  F=0»  welches 
auf  diese  Weise  bestimmt  worden»  Ist  selbst  wieder  eine  Dlle- 
rentialgleichung  der  ersten  Ordnung.  Man  nennt  dasselbe  das  erste 
Integral  der  Differentialgieichong  zweiter  Ordnung.  Wenn  man  nun 
auch  das  erste  Integral  a=:c  der  Integration  unterwirft,  so  findet 
man  die  endliche  Gleichung  zwischen  den  Verfinderlichen,  welche 
das  zweite  Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
heisst.  Cm  diese  zweite  Integration  durch  die  bisherigen  HOlfs- 
mittel  auszufahren,  wird  man,  da  nun  a  irgend  eine  Funktion  von 
x'y  %  und  y  vors  teilt  »die  Gleichung  cx=c  nach  i*  auflösen.  Wenn 
diesa=c  in  Bezug  auf  i*  eine  Gleichung  des  fiten  Grades  ist,  so 
wird  man  auf  die  angegebene  Weise  zu  n  verschiedenen  Werthen 
z'=^(z,  y),  z'=zf^(z,  y)...  gelangen.  Durch  deren  Integration  er- 
geben  sich  alsdann  ebenso  viele  Integralformen 

von  denen  jede  fSr  sich  eine  andere  willkflhrliche  Beständige 
aufnimmt  Man  kann  aber  alle  diese  Gleichungen,  welche  besOg- 
lieh  den  einzelnen  Werthen  i'  entsprechen,  in  einer  einsigen  Glei- 
chung vereinigen,  indem  man  dieselben  mit  einander  multiplizlrt, 
und  also  (ofi -f  C|}(a^-f  €^)-*-*=0  setzt  In  dieser  Gleichung, 
welche  ausser  der  durch  die  erste  Integration  eingeflihrten  will» 
kfihrlichen  Beständigen  c  noch  n  andere  wiUkfihrliche  Bestftndige 
C|,  C2*.*  enthält,  darf  man  weiter  die  letzteren  willkOhrlicben  Be- 
ständigen alle  einander  gleichsetzen.  Dadurch  geht  wenigstens 
nichts  verloren,  was  nicht  jederzeit  wieder  ersetzt  werden  kOnnte. 
Man  erlangt  andererseits  durch  die  Annahme  C|=c^=:...  den 
Vortheil,  dass  man  anstatt  der  Integralform  (a^-f^^iKab  +  ^  —  ^^O 
eine  andere  viel  einfachere  Form  hat  Was  aber  die  Wiederher^ 
Stellung  der  allgemeinen  Integralform  betrifk,  so  bemerke  man  so- 
nächst,  dass  man  durch  die  erwähnte  Annahme  auf  eine  Glei* 
drang  des  Uten  Grades  in  Bezug  auf  C|  gefShrt  wird.  Indem  man 
diese  Gleichung  nach  Ci  auflöst,  und  nachträglich  den  einseloen 
willkahrlichen  Beständigen  Ci  wiedef  verschiedene  Werthe  sutheilt, 
konimt  man  auf  jene  Gleichungen  a^  -|-C|=0,  a^-f  c^=:0...  za- 
rfick,  deren  Gesammtheit  das  allgemeine  Integral  darstellt  Es  Ist 
auch  gestattet,  um  die  Integralform  (cti+Ci){a^+c^...z=:0  noch 
weiter  zu  vereinfachen,  sich  der  allgemeineren  Annahme  C|=9)|(e), 
e^ss 9)^(6)...  zu  bedienen,  worin  e  eine  willkührliche  Beständige, 
und  <pif  iPf'  willkührliche  Funktionen  vorstellen.  Denn  auch  so 
lassen  sich  durch  die  Auflösung  nach  e  jene  Integralformen 

einzeln  wieder    auffinden.     Eine  Differentialgleichung    der  ersten 
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Ordnang  heisst  eine  des  nten  Grades,  wenn  derDifferentialqaotieDt 
1*  aaf  dem  nten  Grade  darin  vorkommt  Unter  der  vorhi%  gemach- 
ten Beschränkung  kann  also  das  allgemeine  Integral  einer  solchen 
Differentialgleichung  als  eine  Beziehung  zwischen  den  Veränder- 
lichen angesehen  werden,  welche  in  Bezug  auf  die  darin  vorkom- 
mende willkührliche  Beständige  eine  Gleichung  des  nten  Grades 
darstellt. 

Hat  man  z.  B.  die  Differentialgleichung  des  zweiten  Grades: 
so  findet  man  durch  die  Auflosung  nach  z'  die  beiden  Werthe 

Durch  Integration  entstehen  die  beiden  Gleichungen: 

V'?+y*+Ci+y=0    und  Vi*Tp  +  <?»-»=0- 
Diese  lassen  sich  vereinigen  in  der  einzigen: 

( V"i«  +  y*  +  ci  +  y)  ( V'^T?  +  ca--y)=0. 

Nimmt  man  darin  Ci\-c%^=z0,  so  hat  man  die  einfachere  Glei- 
ebung: 

«*+y*— (ci+y)*=0,    oder    z«=2C|y+Ci«, 

welche  als  allgemeines  Integral  der  obigen  Differentialgleichung 
des  zweiten  Grades  angesehen  werden  darf.  Durch  dieAoflOsiiog 
nach  c^  erhält  man  wieder  jene  beiden  ursprünglichen  Integralfor- 
■WD,  lodern  man  die  willkührliche  Beständige  Ci  in  jeder  der  bei- 
den Losungen  verschieden  denkt 

Das  bis  dahin  auseinandergesetzte  Verfahren,  eineDifferentialglei- 
chang  der  ersten  Ordnung  und  des  nten  Grades  zu  integriren,  zeigt 
keine  anderen  Schwierigkeiten  als  diejenigen,  welche  die  Auflösung 
einer  algebraischen  Gleichung  des  nten  Gradesund  die  frOher  gege- 
benen Integrationsverfahren  mit  sich  bringen.  Man  wird  aber  die 
fteroachten  Bemerkungen  gerade  hier  an  der  passenden  Stelle 
linden,  nachdem  man  sich  Qberzeugt  hat,  dass  nur  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  uns  in  den  Stand 
setzt,  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  und  des  nten  Grades  viel  schneller  zu  erreichen,  Indem 
man  nicht  allein  der  Mfihe  überhoben  ist,  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung des  nten  Grades  zu  bestimmen,  sondern  das  allgemeine  In- 
tegral sogar  unmittelbar  in  jener  einfacheren  Form  darstellt,  welche 
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flelbst  wieder  in  Besug  auf  die  willkfibrliohe  Beständige  eine  6M- 
chong  d^B^  ftten  Grades  ist.  Es  stellt  sich  dabei  aach  heraos, 
dass  dieses  Integrationsverfsbren  mit  nicht  geringerem  Erfolg  a«f 
solche  Fälle  ausgedehnt  wird»  ffir  welche  das  suerst  angegebene 
Verfahren  nicht  ausreicht,  weil  die  Differentialgleichung  der  ersteo 
Ordnung  a=c  in  ßezug  auf  das  Vorkommen  von  i'  von  solcher  Be- 
schaffenheit ist,  dass  z'  nicht  mehr  daraus  entwickelt  werdei 


Das  Integrationsverfahren,  welches  also  jetzt  auseindergesetEt 
werdeji  soll,  steht  in  naher  Beziehung  zu  denjenigen  Rechnungen» 
wodurch  man  aus  dem  zweiten  Integral  einer  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnung  Zz"  -[■  F=:0  diese  selbst  wieder  ableitet  In- 
dem wir  uns  auf  die  vorhin  gemachten  Auseinandersetzungen 
stfitzen,  dürfen  wir  hier  von  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass 
das  zweite  Integral  durch  irgend  eine  Gleichung  zwischen  den 
beiden  Veränderlichen  2  und  y  und  zweien  willkOhrlicben  Bestän- 
digen sich  darstellt.  Um  nun  aber  von  diesem  Integral  zu  der 
Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  Ztf  -f  F=0  uberzpge- 
hen,  kann  man  zwei  verschiedene  Wege  einschlagen.  Man  kann 
nämlich  durch  die  erste  Differentiation  ebensowohl  die  eine  willkQhr- 
liebe  Beständige  c  als  auch  die  andere  C|  zum  Verschwinden  bringen. 
Wollte  man  die  Beständige  C| ,  welche  in  dem  zweiten  Integral 
auf  dem  nten  Grade  vorkommen  mag,  zuerst  wegbringen,  so 
konnte  man  vor  Allem  die  verschiedenen  Auflösungen  cX|-fe|=0, 
a^-|-C|=0...  bestimmen.  Durch  Differentiation  wQrde  man  In  je- 
der einzelnen  die  willkuhrliche  Beständige  C|  entfernen,  und  man 
erhielte  die  der  urspranglichen  Integralform  entsprechende  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung,  welche  in  Bezug  auf  z'  vom 
nten  Grade  ist,  indem  man  jene  n  Differentialgleichungen  des  er- 
sten Grades  mit  einander  multiplizirt.  Man  findet  aber  dieselbe 
Differentialgleichung  des  nten  Grades  auf  einem  kürzeren  Wege. 
Man  differentiire  in  dieser  Absicht  die  ursprüngliche  Integralform, 
welche  durch  ß^=ü  vorgestellt  sein  mag,  in  der  vorliegenden  Form, 
und  man  erhält 

Die  Elimination  der  willkOhrlicben  Beständigen  C|   swischen  den 

^  dB       dB    ^ 

beiden  Gleichungen  ß-=t\3  und  'jü^''^'jür=^  fiihrt  alsdann  zu  dem- 
selben Resultate,  welches  man  auch  durch  die  vorhin  angegebeoea 
Rechnungen  erhalten  würde.  Es  ist  einleuchtend,  dass  man  dies 
Verfahren,  die  Differentialgleichung  aus  nlem  allgemeinen  Integrale 
|3sxO  zu  bilden,   ohne  Anstand  auch   auf  diejenigen  Fälle  ans- 
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delMt,  ia  weldien  die  Gleichung  ß=iO  in  Besng  auf  das  Vorkom- 
niea  von  Ci  Ton  solcher  Beschaffenheit  ist,  dass  der  Werth  C| 
nidit  mehr  daraus  entwickelt  werden  kann. 

Um  die  Gleichung  2*=2ci^-f  <?i*»  von  der  mau  oben  gesehen 
bat,  dass  sie  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  2=2y2'-|-z2^ 
darstellt»  wieder  als  Beispiel  zu  benutzen,  so  differentiire  man  die- 
selbe. Man  findet  zz*=zci.  Wenn  man  nun  aber  die  willkührlicbe 
Btstiodige  Ci  zwischen  den  beiden  Gleichungen: 

t*=2C|y  +  C|*    und    z2'=Ci 

eUminirt,  so  kommt  man  in  der  That  auf  die  obige  Differeotial- 
gleicbnng  des  zweiten  Grades  z=2^z'-f  2z^  zarOck. 

Je  nachdem  nun  aber  die  eine  willkGhrliche  Beständige 
e  oder  die  andere  willkührliche  Beständige  C|  des  zweiten  Inte- 
grals durch  die  erste  Differentiation  entfernt  wird,  gelangt  man 
XU  zwei  verschiedenen  Differentialgleichungen  der  ersten.  Ordnung. 
Diese  beiden  Differentialgleichungen  fuhren  aber,  wenn  man  durch 
eine  zweite  Differentiation  die  jedesmal  noch  zurQckgehliebene 
wlllkflbrRche  Beständige  wegschafft,  auf  ein  und  dieselbe  Diffe- 
rentialgleichung der  zweiten  Ordnung.  , 

Hat  man  z.  B.  die  Gleichung  zsseyo-l-Ciy«,  so  findet  man, 
wenn  man  durch  Differentiation  die  Beständige  Ci  entfernt,  die 
OiCeroDtialgleichung  der  ersten  Ordnung 

yif  +  a2=:2acy*. 

Weim  man  durch  eine  zweite  Differentiation  auch  die  Bestän- 
dige e  eotCnrnt,  so  entsteht  die  Differentialgleichung  der  zweiten 
Offdiuing: 

Bringt  man  nun  aber  durch  die  erste  Differentiation  die  Be- 
ständige c  weg,  so  entsteht  die  ^Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung: 

woraus  dieselbe  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 

henrorgeht,  wenn  man  durch  die  zweite  Differentiation  die  znrflck- 
gvUMene  Beständige  Ci  tilgt. 

Dies  sind  also  diejenigen  Rechnungen,  wodurch  man  die  Dif- 
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ferentialgleichüDg  der  zweiteo  Ordnung  ivieder  aafBndet,  wenn 
deren  zweites  Integral  vorliegt.  Der  sweifache  Weg,  anf  welchem 
man  zu  diesem  Ziele  gelangt,  erklärt  zunächst  die  Tbatsache, 
dass  jede  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  von  zwei 
verschiedenen  Differentialgleichungen  der  ersten*  Ordnung  abgelei- 
tet werdefi  kann.  Denn  wenn  man  die  Differentialgleichung  dar 
zweiten  Ordnung  durch  Integration  in  eine  DifferentialgleichaDg 
der  ersten  Ordnung  umwandelt»  so  ist  kein  Grund  vorhandeo»  wa* 
mm  gerade  die  eine  und  nicht  ebenso  gut  die  andere  der  beidao 
wegfallenden  Beständigen  zuerst  wieder  eingefShrt  werden  sollte. 
Diese  beiden  ersten  Integrale  sind  aber,  wie  man  jetzt  einsieht» 
in  Bezug  auf  die  durch  dieselben  dargestellte  Abhängigkeit  zwi- 
schen den  Veränderlichen  nicht  wesentlich  von  einander  verschie- 
den. Die  zweiten  Integrationen  liefern  ein  und  dieselbe  endliche 
Gleichung. 

Wenn  man  nun  aber  die  vorhin  gegebenen  Vorschriften,  wo- 
nach man  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  aus  dem 
zweiten  Integral  zu  bilden  hat,  bestimmter  Ins  Auge  fasst,  so  liegt 
der  Gedanke  nicht  fern,  dass  man  das  zweite  Integral  selbst  an* 
geben  kann,  wenn  die  beiden  ersten  Integrale  einer  Differential- 
gleichung  zweiter  Ordnung  vorliegen.  Die  beiden  ersten  Integrale 
werden  nämlich  dadurch  aufgefunden,  dass  man  das  zweite  Inte- 
gral /3=0  geradezu  differentiirt,  und  dass  man  alsdann  das  eiiM- 
mal  die  erste,  das  anderemal  die  zweite  willkfihrliche  Beständige 

dB       dß 
zwischen  der  Differentialgleichung  ^s'-|-^=:0  und  dem  iweiten 

Integral  ß^O  eliminirt.  Jedes  der  beiden  ersten  Integrale  kann 
demnach  als  das  Resultat  der  Elimination  derjenigen  willkührliciieii 
Beständigen  angesehen  werden,  welche  gleichzeitig  in  dem  andern 
ersten  Integrale  und  in  dem  zweiten  Integrale  vorkommt.  Man 
wird  desshalb  das  zweite  Integral  selbst  aus  den  beiden  ersten  In- 
tegralen auffinden,  indem  man  den  Differentialquotienten  %*  zwi- 
schen den  beiden  ersten  Integralen  eliminirt 

Es  ist  vorhin  gezeigt  worden,  dass  die  Gleichung 

«=:cy«  +  Ciy-« 
das  zweite  Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

darstellt.  Die  beiden  ersten  Integrale  zeigen  sich  in  den  Formen: 
y%'  +  a%=z2acy*     und    y»' — ci»=— 2acjy-"«. 
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Wenn  man  daraus  %'  eliminirt,  so  kommt  man  in  der  That  zn- 
rOck  auf  das  zweite  Integral: 

Da  man  jetzt  die  Ueberzeuc^ung  gewonnen  bat,  dass  man  au« 
den  beiden  ersten  Integralen  einer  Differentialgleichung  der  zwei- 
ten Ordnung  deren  zweites  Inteisral  durch  die  Elimination  von  %* 
erbilt,  so  versteht  es  sich ,  dass  man  auch  zu  dem  allgemeinen 
Integrale  irgend  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  /=0 
gelangt,  ohne  vorher  nach  %*  aufgelöst  zu  haben.  IVlan  betrachte 
In  dieser  Absiebt  die  Gleichung  /=0  als  das  erste  Integral  einer 
Diferentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Differen- 
üatlon  der  Gleichung  /=0  wieder  zum  Vorschein  kommt.  Unter 
welche  Gestalt  man  diese  Gleichung  vor  der  Differentiation  auch 
immer  gebracht  haben  mag,  oder  welche  Elimination  man  auch 
immer  Bvrischen  den  beiden  Gleichungen 

anefllhren  mag»  wenn  es  gelingt,  ein  anderes  erstes  Integral  y]=0 
fflr  die  so  entstehende  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
anzugeben,  so  bedarf  es  nur  der  Elimination  von  %*  zwischen  den 
beiden  Gleichungen  7=0  und  y^  =0,  um  das  allgemeine  Integral 
der  tvleichuug  y=0  zu  erhalten. 

Nachdem  man'  auf  diese  Weise  zur  vollständigen  Kenntnis« 
den  «weiten  Integrals  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nmg  gels^ngt  ist,  wird  man  zunächst  wieder  untersuchen,  wie  man 
die  besonderen  Integrale  und  dFe  besonderen  Auflösungen  einer 
«eichen  Differentialgleichung  auflindet 

Jeder  Werth  «',  welcher  aus  dem  ersten  Integral  a=c  einer 
DISerentialglelchung  der  zweiten  Ordnung  Zz"  -[■  F^^Q  entwickelt 
werden  kann,  nachdem  man  der  willkuhrlichen  Beständigen  c  irgend 
einen  besonderen  Werth  beigelegt  hat,  genügt  auch  der  Differen- 
tialgleichung zweiter  Ordnung,  und  heisst  ein  besonderes  Integral 
dieser  Differentialgleichung.  Wenn  dagegen  eine  Funktion  von  % 
nnd  y  der  DifferentialglcMcbong  zweiter  Ordnung  genagt,  und  wenn 
diese  Eigenschaft  der  Funktion  dem  Umstände  zugeschrieben  wer- 
den moss,  dass  ein  Glied  des  ersten  Integrals  cx=c  mit  dem 
Faktor  (s— fi)"*  verbunden  ist,  worin  ft  jene  Funktion  von  %  und 
ff  bedeutet 4  nnd  m  eine  zwischen  0  und  ]  liegende  Zahl  ist,  so 
nennt  man  dieselbe,  dem  Früheren  analog,  eine  besondere  Auflö- 
«ang  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Thcii  XiClX.  4 
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Alle  diese  besonderen  Integrale  und  besonderen  Aailteaiipien 
sind  durch  Differentialgleichun(;en  der  ersten  Ordnung  dargestellt, 
und  haben  als  solche  selbst  wieder  ihre  besonderen  Integprale  und 
besonderen  Auflösungen.  Nun  ist  einleuchtend,  dass  jede  Funk- 
tion von  y^  welche  an  der  Stelle  Ton  %  irgend  eine  dieser  Dife* 
rentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  befriedigt»  auch  jener  DIU 
ferentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  getiugen  wird.  Eine  solche 
Funktion  von  y  niuss  aber  stets  wieder  als  eine  besondere  Aii& 
lusung  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  angesehen  wer- 
den, wenn  sie  aus  einer  von  denjenigen  Üifferentialgleichangea 
der  ersten  Ordnung  ihren  Ursprung  nimmt,  welche  selbst  besondere 
Auflfisungen  sind.  Wenn  dagegen  die  Funktion  von  y  einer  Dif- 
ferentialgleichung der  ersten  Ordnung  genügt,  weiche  selbst  ei» 
besonderes  Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  Ist 
so  kann  dieselbe  ebensowohl  ein  besonderes  Integral  als  auch 
eine  besondere  Auflösung  der  Differentialgleichung  zweiter  Ord» 
nung  sein.  Man  sieht  übrigens  ein,  dass  alle  möglichen  Funktio- 
nen von  y,  welche  an  der  Stelle  von  %  die  Differentialgleichung 
der  zweiten  Ordnung  befriedigen,  und  welche  zugleich  In  die  xu* 
letzt  besprochene  Klasse  geboren,  indem  sie  für  irgend  eloen  be- 
sonderen Werth  der  willkührlichen  Beständigen  c  auch  dem  erste» 
Integral  cx=c  genügen,  aus  dem  zweiten  Integral  der  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  nach  den  schon  bekannten  Regeln  ab- 
geleitet werden  können.  Dagegen  bedarf  man  zur  BestimmuDg 
aller  derjenigen  besonderen  Auflosungen,  welche  aus  einer  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung  hervorgehen,  welche  selbst 
besondere  Auflosung  ist,  jedesmal  auch  der  Kenntniss  des  erateo 
Integrals  a=c. 

Hat  man  z.  B.  das  erste  Integral : 

worin  e  die  willkOhrliche  Beständige  ist,  so  erhält  man  die  auge- 
börige  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung: 

oder,  wenn  man  den  Nenner  wegbringt, 

(yz'  -  VyV-^— 2«)  (^2"  f  %') = «' . 

yz'  +  V  «'2'* 2* 

eder  auch,  wenn  man  noch  mit  ^ ^ multiplialrt. 
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Um  das  zweite  Integral  dieser  Differenzialgieicbuog  zweiter 
Ordnung  zu  bestimmen^  entwickle  man  %*  aus*dein  oben  angesetz- 
ten ersten  Integral.    Man  erbält: 

cv      .       •       o         ,  *^cdz       dy 

2cyz'==z^  +  c^,     oder     ^5-^-5  =  -^^, 

und  daraas  das  zweite  Integral: 

2arctg-=:/(c,y),     oder     r=c.tg/Vciy- 

Doch  lassen  sieb  hieraus  nicht  alle  Funktionen  von  y  ableiten, 
welche  jener  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  an  der  Stelle 

von  X  genügen.  Denn  das  erste  Integral  yz'=:c+  V'y^s'*'— «• 
liefert  ausserdem  die  beiden  besonderen  Integrale  der  Differential- 
gleiefanng  zweiter  Ordnung:  ' 

yi'— z=0    nnd    yz'  +  x=0. 
Durch  deren  Integration  entsteht:  ^ 

z-^c^y    und     2=-ly 

werio  c^  und  C3  ivillkuhrliche  Beständige  sind. 

Uro  diejenigen  besonderen  Aufliisungen  einer  Differentialglei 
dbnng  zweiter  Ordnung  Zz''-f  F=0  zu  bestimmen,  welche  auch 
dem  ersten  Integral  a=e  als  solche  genügen,  wird  man  das  zweite 
integral  /3=0,  welches  irgend  eine  Funktion  von  z,  y,  c  und  C|  ist, 
eacb  der  durch  die  zweite  Integration  eingeführten  willkfihrlichen 
Beständigen  auflösen.  Wenn  dadurch  Glieder  zum  Vorschein  kom- 
men, welche  mit  dem  Faktor  (z  — ^)'n  verbunden  sind,  und  wenn 
m  eine  zwischen  0  und  l  liegende  Zahl  ist,  so  ist  bekanntlich 
2— fi  =  0  eine  besondere  Auflösung  des  ersten  Integrals  a^c. 
Man  wird  aber  oftmals  vortheilhafter  einen  anderen  Weg  einschla- 
gen, welcher  auch  zu  diesen  besonderen  Auflösungen  führt,  dabei 
aber  die  Auflösung  des  ziveiten  Integrals  ^  =  0  nach  der  willkühr- 
lichen  Beständigen  C|  umgeht..  Um  diesen  Weg  kennen  zu  lernen, 
stelle  man  das  aus  der  Entwicklung  von  C|  entstehende  Resultat 
durch  die  Gleichung  «i  =  C|  vor.  Wenn  sich  nun  auf  die  vorhin 
bezeichnete  Weise  eine  besondere  Auflosung  zz:^^  findet,  so  wird 

das  Glied  ^  in  dem  vollständigen  Differential  ^^'-f  ~p^  dy=Q 

jedenfalls  den  Werth  oo  annehmen,  sobald  man  darin  z  =  fi  setzt 
Wenn  nnn  zwar  nicht  auch  umgekehrt  alle  diejenigen  Werthe  z, 

4* 
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da 
ffir  welche  jenes  Glied  -^  den  Werth  oo  annimmt,  als  becoodere 

Aaflusungen  des  ersten  Integrals  ex  =  c  sieh  herausstellen  vrerdeD, 
80  unterliegt  es  doch  keinem  Zweifel,  dass  alle  besonderen  Auf- 
lösungen unter  jenen  Werthen  2  sieb  vorfinden.  Wenn  man  nun 
weiter  die  Gleichung  or|=C|  nach  z  und  C|  differentiirt,  so  entsteht 

ddi  ___  dci 
dz  "^  dz' 

•  da 

Daraus  folgt,  dass  jenes  Glied   -^  des  vollständigen  Differentials 

identisch  ist  mit  dem  aus  a^  =C|  gezogenen  DifferentialqnotienteB 
-^»    Man  kann  desshalb  auch  sagen,  dass  alle  besonderen  Auf- 

lusungen  des  ersten  Integrals  a=c  zum  Vorschein  kommen,  weao 
man  den  aus  VIem  zweiten  Integral  ui^Ci  gezogenen  Differential- 

de 
quotienten    -^  den  Werth  oo,  oder  auch,  wenn  man  den  Diffe- 
rentialquotienten -^   den  Werth  0  annehmen  lässt.    Mit  diesen 

Bemerkungen  ist  aber  die  vorhin  ausgesprochene  Behauptung,  dass 
man  die  besonderen  Auflösungen  der  Differentialgleichung  a=:e 
auch  bestimmen  könne,  ohne  vorher  deren  Integral  /3:=0  nach  der 
willkührlichen  Beständigen  c^  aufgelöst  zu  haben,    gerechtfertigt, 

da  man  weiss ,  dass  der  Differentialquotient  ^—    keineswegs  ans 

der  entwickelten  Gleichung  ffi=C|  abgeleitet  werden  muss,  son- 
dern auch  aus  der  unentwickelten  Form  /3=0  aufgefunden  wird. 
Man  differentiirt  nämlich  die  Gleichung  /?  =  0  auch  wieder  nach 
1  und  C|.     Dadurch  entsteht 

dßdz^dl^ 
dz  dvi      dci 

Man  eliminirt  C|  zwischen  den  beiden  Gleichungen 

^     ^         .    dß  dz       dß        . 

ond  man  gelangt  zu  demselben  Werthe  -T—f  welchen  man  on- 
mitt^lbar  aus  der  entwickelten   Form  aj  =  C|    finden  würde.     Um 
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liso  die  besonderen  Aufloaongen  der  Gleichungen  o'=c  auf  die- 
sem Wef^e  IQ  erhalten»  mache  man  in  der  Gleichung 

dz  dci  ■  dci 

vor  Allem  die  Annahme  -j—  ^  0.    Man  eliminire  alsdann  C|  zwi- 

at*| 

sehen  der  dadurch  entstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung /3=0. 
Das  Resultat  der  Elimination  enthält  alle  besonderen  Auflösungen 
der  Gleichung  cx=c. 

Um  dies  auf  die  schon   oben    benutzte  Differentialgleichung 
n^  -f  ^9**  =  2   anzuwenden »     differentiire     man     deren     Integral 

«•=2ciy +  C|'  nach  z  und  nach  Cj.     Man    erhält  z^  =  y  +  C|. 

dx 
Für  3—  =  0  hat  man  ^  -f  Tj  =  0.     Wenn  man  nun   Ci    zwischen 

3f  +  Ci=0  und  2*  =  2ciy  +  Ci  eliminirt,  so  findet  man  t*+y*  =  0, 
was  in  der  That  eine  besondere  Auflösung  der  obigen  Differential- 
gleichung  ist. 


VL    Reduktion    der    Differentialgleichung  Zz''+r=0 
auf   eine    Differentialgleichung    der    ersten    Ordnung 

mit  nur  zwei  Veränderlichen. 

Um  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  Zz*'-i-  F=0» 
worin  Z  und  Y  irgend  Funktionen  der  drei  Veränderlichen  xf,  % 
vod  y  sind,  aus  dem  ersten  Integral  cx  =  c  abzuleiten,  muss  man 
dies,  wie  oben  gezeigt  worden  ist,  differentiiren,  und  das  vollstän- 
dif^e  Differential 

dz'"'    +  dz^  +cf^"" 

mit  einer  Grösse  k  theilen,  welche  seihst  wieder  eine  bestimmte 
Funktion  der  drei  Veränderlichen. 2',  z  und  ^  ist.  Wenn  k:=z\  ist, 
oder  wenn  die  Gleichung  Z:''-f  F=0  ein  vollständiges  Differential 
darstellt,  so  kommen  bei  der  Integration  keine  weiteren  Schwie- 
rigkeiten vor.  Man  hat  desshalb  hier,  ebenso  wie  bei  der  Integra- 
tion der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  im  Wesentlichen 
wieder  nur  die  Aufgabe,  jenen  Faktor  k  zu  ersetzen,  welcher  die 
Differentialgleichung  zu  einem  vollständigen  Differential  macht,  und 
dosshalb  der  integrirende  Faktor  genannt  wird. 

In  vielen  Fällen  lässt  sich  die  Differentialgleichung  der  zwei- 
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ten  Ordnung  Zz^'-f-  F=0  in  eine  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen  umwandeln.  Wenn  dieae 
Umwandlung  gelungen  ist,  dann  ist  die  Integration  nur  davon  ab- 
hängig, dass  man  nach  den  froher  gegebenen  Regeln  den  integri- 
renden  Faktor  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  auffindet 
Was  also  in  solchen  Fällen  bei  der  Integration  der  Gleichang 
Z2" -f- F=:0  zu  den  frilheren  Untersuchungen  noch  hinzukommt, 
ist  nichts  weiter  als  die  Ausralirnng  der  erwähnten  UmwandluDg. 
Dies  soll  denn  auch  den  Gegenstand  der  folgenden  Untersuchungeii 
ausmachen. 

Da  das  erste  Integral  o  =  c  irgend  eine  Funktion  der  drei  Ver« 
ftnderlichen  i\  %  und  y  vorstellt,  so  bestimmt  sich  der  Differential* 
quotient  z*  durch  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung 
als  Funktion  von  z  und  y.  Wenn  aber  1*  als  Funktion  von  z  und 
9  gedacht  wird,  so  erhält  man  durch  Differentiation,  da  hierbd  % 
als  Funktion  von  y  angesehen  werden  muss,  den  Werth 

'^  dz  dy' 

Wenn  dies  in  die  Gleichung  Zi"-\-Y'=^Q  eingesetzt  wird,  so  geht 
dieselbe  über  in  die  Differeiitial<rleichung  der  ersten  Ordnung: 

worin  die  drei  Veränderlichen  z',  z  und  y  Platz  nehmen.  Wenn  aber 
von  diesen  drei  Veränderlichen  entweder  z  oder  y  in  den  Co4$ffi* 
zienten  Z  und  Y  der  Differentialgleichung  fehlt,  so  behält  man 
zur  Bestimmung  des  ersten  Integrals  a=.c  jedesmal  eine  Diffe- 
rentialgleichung der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen. 
Denn  wenn  die  Veränderliche  z  in  der  Gleichung  (a)  nicht  vor* 
kommt,  so  darf  man  annehmen,  dass  dieselbe  auch  in  dem  ersten 

rfz' 
Integral  fehlt,  und  desshalb  "^  =  0  setzen.    Man  behält  dann  die 

Gleichung: 

Zdi'-\-  Ydy-0, 

Wenn  die  Veränderliche  y  in  der  Gleichung  (a)  nicht  vorkommt, 

dz' 
so  ist  die  Annahme  ^-^O  gestattet  und  man  behält  die  Gleichang: 

Zz'dz'+Fdz=0. 
Wenn   die   Gofiffizienten  Z  und    Y  gleichzeitig  die   drei  VerSn- 
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derlichen  x'^  t  and  y  ein8cblieii«en,  so  wird  man  gewiMe  Funktfio« 
oeo  von  s',  t  und  y  al«  neue  Veränderliche  in  die  Gleichung 

einfahren«  Wenn  die  dazu  benutzten  Funktionen  die  Eigenschaft 
besitzen»  dass  dai?  erste  Integral  azzzc  selbst  nur  zwei  von  den 
nenen  Veränderlichen  einsehliesst,  indem  nhmlich  durch  die  Eli- 
mination von  irgend  zweien  der  urspriinglich  Veränderlichen  i\  % 
und  y  zugleich  die  dritte  hinaus  fallt,  dann  wird  sich  durch  die 
or«rftbnte  Transformation  nolhuendig  auch  die  DifTerentialgleicbung 
(a)  auf  eine  Weise  umgestalten,  dass  nur  zwei  Veränderliche  darin 
Phts  nehmen.  Was  nun  aber  die  zu  einer  solchen  Transformation 
geeigneten  Funktionen  betrifft,  so  wird  man  sich  aus  den  schon 
in  dem  Früheren  angegebenen  Röcksichten  jedenfalls  mit  gutem 
Erfolg  der  besonderen  Integrale  und  besonderen  Auflusungen  der 
Gleichung  Zz^-f  F=0  bedienen,  mögen  dieselben  nun  den  Diffe- 
rentialquotienten i'  als  Funktion  von  z  und  y  ausdrücken,  oder 
mögen  dieselben  nur  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  beiden  Ver- 
änderlichen 2  und  y  darstellen.  Da  nämlich  jedesmal  ein  Faktor, 
oder  auch  ein  mit  einem  Bruchexponenten  behaftetes  Glied  des 
ersten  Integrals  u  —  c=0  in  eine  Funktion  einer  einzigen  Veräo- 
derlichen  übergeht,  wenn  man  ein  besonderes  Integral  oder  eine 
besondere  AoflGsung  zur  Elimination  einer  der  ursprQnglichen  Ver- 
inderlichen  benutzt,  so  ist  eine  solche  Funktion  jedesmal  auch 
ganz  besonders  dazu  geeignet,  bei  der  Elimination  irgend  einer 
der  ursprünglichen  Veränderlichen  zugleich  eine  zweite  aus  dem 
ersten  Integral  a^^  c  verschwinden  zu  lassen.  Es  versteht  sich 
fibrigens,  dass  jede  der  drei  Veränderlichen  z',  z  und  y  wenigstens 
in  einer  von  den  beiden  neuen  Veränderlichen  vorkommen  muss, 
da  nach  der  Voraussetzung  das  erste  Integral  jene  drei  Veränder- 
Kcbe  gleichzeitig  einscbliesst« 

Soll  nun  in  der  Gleichung  (a)  an  die  Stelle  der  abbängigeti 
Veränderlichen  z'  die  neue  Veränderliche  x  eintreten ,  und  hat 
man  die  Gleichung  z':=:f(a',  z,y),  so  bilde  man  durch  Differentia* 
ttOB  die  beiden  Werthe: 

d^_df_dx     df  d^_dfdxdf 

dt      da  dz       dz'  dy^^djc dy      dy' 

Die  Gleichung  (a)  geht  dadurch  über  in : 
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woraus  x  im  Allgemeinen  als  Funktion    von  %  und  ^  henrorgebt» 

nachdem  man  noch  deuWerth  i*  :==  f(x,  z,  y)  eingeneUt  bat.  Wenn 

aber  in  den  Co^fTizienten   dieser  Gleichung   die  Veränderlicbe   z 

dx 
nicht  mehr  vorkommt,  nachdem  man    -t-=0  gesetzt  bat,  oder  wenn 

die  Veränderliche  y  fehlt,   nachdem  man  y-  =0  gesetzt  bat»  so 

behält  man  zur  Bestimmung  des  ersten  Integrals  eine  Diferentiml- 
gleichung  der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen. 

Soll  aber  eine  der  unabhängigen  Veränderlichen,  etwa  %,  darch 
die  neue  Veränderliche  v  ersetzt  werden,  welche  sich  aus  der 
Gleichung  v=zf(z,y)  bestimmt,  so  setze  man,  da  nun  i'  nicht  mehr 
als  Funktion  von  2  und  y,  sondern  als  Funktion  von  v  und  jf  an* 
gesehen  werden  soll, 

tlz  ^ dv  dz'  dy^  dv  dy  ''  dy  ' 

und  man  gelangt  zu  der  neuen  Gleichung: 

worin  noch  der  obige  Werth  c  einzusetzen  ist.     Damit  dieselbe 

in  eine  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  Veränderlichen  Qbergehe, 

dz' 
mOssen  deren  Co^nizienten  durch  die  Annahme  -.— =  Ovon  jf,  oder 

dz'  ^ 

auch  durch  die  Annahme  -5-  —0  von  r  frei  werden. 

de 

Wenn  auch  der  Differentialquotient  z'  in  derjenigen  Veränder* 

liehen  Platz  nimmt,  welche  an  die  Stelle  von  z  oder  y  in  die  Glel* 

chung  (a)  eingeführt  werden  soll,  so  schreibt  man  dieselbe,  uro 

diese  Transformation  auszufuhren,  vortheilhafter  in  einer  anderen 

dzf 
Form.     Man  bestimmt  nämlich  die  Differentialquotienten  ^    und 

^    aus  dem  ersten   Integral  a=c,  indem   man   dasselbe  vorerst 

nach  z*  und  z,  sodann   nach  z'  und  y  differentiirt.     Dadurch  eet- 
steben  die  beiden  Gleichungen: 

da  dz'      da ^  da  dz'  .da^ 

dz'  dz  "*"  rfz  ""       dz'  dy"^  dy~ 

dz'  di* 

Setzt  man  die  daraus  gewonnenen  Werthe  -j-  und  -r-  in  die  Glei- 
chung (a)  ein,  so  hat  man  die  neue  Gleichung: 
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«       <s'+i)-''s.=«- 


Man  bringt  hier  aber  leicht  an  die  Stelle  von  z  oder  von  y  eine 
neue  VerSnderliche »  welche  selbst  als  Funktion  von  z\  i  und  y 
gedacht  n-ird.  Gebraucht  man  z.  B.  zur  Elimination  von  %  die 
Gleichung  v-=^f{z\z^y)^  so  hat  man  die  folgenden  Vertauschungen 
vorzoDehmen : 

da da  dv  da da  dv      da 

dl      dv  dl  *  dy'~  dv  dy^  djf* 

da dadü      da 

di'^dvdi^'^'dt'' 

Man  erhält  dadurch  die  neue  Gleichung: 

woraus  a  als  Funktion  von  i\  v  und  y  hervorgeht.  Wenn  man 
aber  irgend  einen  der  vorkommenden  Differentialquotienten  von  at 
gleich  Null  setzt»  und  wenn  die  entsprechende  unabhängige  Ver- 
änderliche in  den  übrig  gebliebenen  Co4$fBzienten  fehlt»  so  hat  man 
zur  Bestimmung  des  ersten  Integrals  a=zc  wieder  eine  Differen- 
tialgleichung der  ersten  Ordnung  mit  nur  zwei  Veränderlichen. 

1.  Es  sei  y^'^=ll'-^^a. 

Man  bildet  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung: 

(2^2'- 2) 2'' =0,      oder  auch      i^—O. 

Durch  Integration  entsteht  2'=ic.  Wenn  man  diesen  Werth  i:' in 
die  urKprfinglich^ Differentialgleichung  einsetzt»  so  erhält  man  deren 
allgemeines  Integral  in  der  Form: 

C^  =  C2  +  fl, 

1      26 

2.  Es  sei  ^=  Y  +  ay- 

Durch  Differentiation  erhält  man: 


(^.-pi)  2*''+«=0 


Da  hier  weder  z  noch  y  vorkommt»  so  darf  man  bei  der  Integration  eben- 
sowohl n^  =:0  als  auch  7~=0  annehmen.    Die  Annahme  t-  =  0 
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ftfhrt  auf  die  ursprOngliche  Differentialgleichung   lurOck.    Nimmt 

dl' 
man  aber  -r-  =  0 ,  so  entsteht : 

Man  findet  durch  Integration: 

1*  1* 

Um  nun  i'  zwichen  den  beiden  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung  zu  eliminiren,  entviickele  man  aus  der  ersteren  den  Werth 

-7S=6±  \/  ö^  +  ay.    Man  setze  denselben  in   die  letztere  ein,  und 

man  erhSit  dadurch  das  allgemeine  Integral  der  ersteren  Glelebung 
in  der  Form: 


ai  +  c=26  ±  2V^6« +fly  -  26  l(b  ±  V^6«+ ay) . 

a  az' ,  arctg  z' 

3.    Es  sei  nun  y=y-pp^  +    ^Y^^' 

Durch  Differentiation  findet  man: 

az",  arctg  z' 


1  = 


(l+2'«)l     ' 


dzf 
Nimmt  man  hier  ^=0,  so  bat  man  die  Gleichung: 

-  crz^rfz^  arctg  i^ 

« 
Man  findet  durch  Integration: 

az'  o.  arctg  x' 

Um  i!  zwischen   den   beiden    Differentialgleichungen    der   ersten 
Ordnung  zu  eliminiren,  eliminire  man  vorerst  arctg  z'.    Manerh&lt: 


y+(i+cy=aVTT?*. 

Wollte  man  nun  aber  den  daraus  entwickelten  Werth  x'  in  eine 
der  beiden  vorigen  Gleichungen  einsetzen ,  so  käme  eine  andere 
Gleichung  zum  Vorschein,  welche  weder  nach  z  noch  nach  y  auf- 
gel5st  werden  kann.     Man  denke  sich  desshalb  z'  als  die  uniib- 
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hängige  Verfinderliche,  und  berechne  f&r  jede«  einielne   i'   die 
zusammengehörigen  Wert  he  z  und  y, 

4.    Es  sei  nun  yV+(l — a — 6)ty2' +  a6i=0. 

'  Man  genügt  dieser  Gleichung  durch  z'=  — >  worin  m  eine  Be- 

■tSndige  ist.    Denn  man   hat  2''= 2'    ^^^  erhält    zur   Be- 

Stimmung  von  m  die  quadratische  Gleichung  m^—{a-{-b)m-\-ah=:Ü. 
Man  bediene  sich  d esshalb  zur  Elimination  von  1'  der  Gleichoog 

z'ss — •    Daraus  folgt: 


(dx        dx\t      xt'     XX /dxxz     dx\z      xH 
rfi  *  "**  dyjy  "*"  3^  "~  y^^Kdz  y  "*"  dyjy      y*  " 


xz 


aod  man  hat  die  neue  Gleichung: 

dx       dx 

dx 
Nimmt  man  nun  ^—=0,  so  behält  man  die  gesonderte  Differen- 
tialgleichung : 

^._f?£__==0 
y  ^ x'^  —  {a-\-b)x-\-ah 

Zerlegt  man  in  die  Partialbrfiche,  so  entsteht: 

,.dy  ^    dx         dx      ^ 

Daraus  folgt  das  erste  Integral: 

Um  dies  abermals  zu  integriren,  entwickle  man  den  Werth 

*""  l+cy*-«~  y  +  ey^  ' 
Man  setze  den  Werth  x=^   wieder  ein,  und  man  bat: 

«  ""      y*  +  cy* 
Man  findet  daraas  das  zweite  Integral: 
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*  =  <^i(y*  +  <?if*)»    oder  auch     i  =  C|y«  +  C3f*. 
5.    In  der  Gleichung: 

dz' 
fehlt  die  Veränderliche  y.    Man  setze  desshalb  ^  =0,    und    man 

erhÄlt:  ^ 

(fl+t2')rf2'  =  (l+2'«)d2. 

Der  integrirende  Faktor  (1  -f  z'*)-!  fährt  auf  das  vollständige  Dif- 
ferential : 

.   adz'  zz'dz'  ^^ 

Daraus  findet  man  das  allgemeine  Integral: 

^j-;^=yj^77pä  — c,     oder     2  =  fl2'  +  cV  1  +i'". 

Um  eine  andere  Integralform   zu  erhalten,  bildet  man  hieraus  die 
Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung: 

ci' 

dz' 
Nimmt  man  dann  -7-=0y  so  behält  man  die  Gleichung: 

Man  findet  daraus  das  allgemeine  Integral: 

y  +  cj  =  alz'  +  c/(2'  +  V^l  +2'«). 

Wenn  man  nun  z'  aus  der  vorigen  Integraiform  entwickelt >  und 
hier  einsetzt,  so  zeigt  sich  das  zweite  Integral  der  obigen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  in  einer  vortheilhaften  Gestalt, 
da  dann  die  Veränderliche  y  unmittelbar  aus  der  Xeränderlichen 
z  berechnet  werden  kann. 

6.    Es  sei  nun  (a*»'«+yV=y5'. 

Da  hier  die  Veränderliche  z  nicht  vorkommt,  so  setze  man 

:i-  =0,  und  man  behält: 
dt 

(äh'^.+y*)dt'^yz'dy=0. 
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Diese  Gleichung  giebt  den  integrirenden  Faktor  p^»  ond  aseigt  sich 
als  voilstfindiges  Differential  in  der  Form : 

Dtraus  findet  sich  das  allgemeine  Integral: 

Um  eine  andere  Integraiforni  zn  bilden,  enttrickle  man: 


o« 


y=«^Y<9'- 


Man  bringe  nun  sogleich  an  die   Stelle  von  x'  eine   neue  Verln- 
derlichejr,  indem  man  ly-j  =^*  setzt.     Daraus  folgt  (")  =^% 

und  if=zce^.    Der  Werth  y  geht  dadurch  über  in 

y  =  acüce^. 
Differentiirt  man  dies,  so  entsteht: 


^  .  /dx        da:\ 


dx  • 

Nimmt  man  aber  ^  =  0,  so  behält  man  die  Gleichung: 

dz = ac^ .  «**  (1  +  x^)dx. 

Durch  Integration  findet  man  endlich: 

z = Ci  +  flc«  ./«*•  (I  +  x^)dx. 

Da  nun  aber  die  Elimination  von  x  zwischen  den  beiden  ersten 
Integralen  nicht  ausführbar  ist>  so  denke  man  sich  x  als  unab- 
hängige Veränderliche.  Man  berechnet  alsdann  für  jedes  einzelne 
x  aus  den  beiden  ersten  Integralen  die  jedesmal  zusammenhän* 
genden  Werth e  z  und  y. 

7.    Es  sei  nun  ayV^^i^z'-^-z)^. 
Man  genügt  hier  durch  z=^.     Desshalb  nehme  man  anstatt 
z  die  neae  Veränderliche  e=  ->  und  man  erhält,  weil  dann 
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die  neue  Gleichung: 

Da  man  dieser  Gleichung  durch  z'sv  gekOgt»  so  nehnfe  man  wei» 
ter  anstatt  i'  die  neue  Veränderliche  a:  =  2'— e.  Die  Elimination 
von  z'  giebt: 

dx  ^       d±        - 

dsc  djc 

Wenn  man  das  einemal  --^==0,  das  anderemal    ^=0  aetzt,  so 

behält  man  die  beiden  Differentialgleichungen: 

acLr        dy  ,        ,        adx 

—s =-*       und      ar  = • 

x^—'ax      y  X — o 

Man  bildet  daraus  die  beiden  ersten  Integrale: 

=:  -      und    t  +  a/ — ^=0. 


X — a      y  x—a 

Die   Elimination    von   x' ,  welche    hier  mit    der    Elimination    von 
X  zusammenßillt,  liefert  das  zweite  Integral.     Man   bilde  vorerst 

=  — 1.     Wenn  man  damit  x  eliminirt,  so  entsteht: 


x—a     y 

8.    Es  sei  noch  aVy^T^.i''=:(l  +  2'^)l 

Man  genügt  hier  durch  y*-\-z^=0.  Man  bringe  an  die  Stelle 
von  2  und  y  die  neuen  Veränderlichen  r=->  und  tt=  V^y*+  2*. 
Dies  giebt: 

dz'/l     yTf\     df  l±f !L _ rf2* I  -  P2'  ,  rfz^^M^;, 
^-^dtX}      i^J'*'  duVyHz^'^dv       2      "^'c/aVT+r*' 

.  und  man  erhält  die  Gleichung: 

^i+.».(i-«')ä^+VTr^«Ä=Sr-- 

Man  wird  vor  Allem  die  irrationalen  Grossen   wegbringen,  Indem 


eng»r  und  zweiter  OräHun$  mit  %wei  Veränderiichen. 

mwk  ü  =  tgr  und  2' =  tgs  einsetzt.  Die  Gleichung  geht  dadurch 
über  in  die  eiorachere: 

.    ^   rf«  .    .    .    .    .      ds      1 
co8(r  +  *).^  +  8in(r+#).ti^-=-. 

Man  gendgt  durch  r4-'=''>f    ^o  m  eine  Beständige  Ist,  welche 

aicb  aus  co0m=-  berechnet.     Man   fflhre  desshalb  die  Verin* 

a 

derliche  <=r-f  s  ein.     Um  damit  r  zu  eliminiren,  schreibe  man 

die  Gleichung  vorerst  in  der  Form: 

(b)  co8(r  +  .).^+sin(r+f).a^+-^=0. 

I 

Durch  die  erwähnte  Transformation  entsteht  dann  die  Gleichung: 

dcL  du     du    ^ 

(l  +  acosO^gj^+aain  «.11^+^=0. 

Nimmt  man  das  einemai  -p=0,  das  anderemal  ^=0,  so  hat 
man  die  beiden  gesonderten  Differentialgleichungen: 

du       a&\nf*dt  .      ,  dt 

—  =  T-j und     iM=  j—. . . 

u        i+acoat  1-facosf 

Durch  Integration  findet  sich: 

e  .  r      dt 

l-i-acos<  ^l-facosf 

Wenn  man  t  als  die  unabhängige  Veränderliche  betrachtet»  so 
ergeben  sich  hieraus  die  beiden  Werthe  u  und  «.  Um  aber  die 
ursprünglichen  Veränderlichen  z  und  y  zu  erhalten ,  hat  man  die 
beiden  Gleichungen: 

^=r  =  tgr  =  tg(£-*)     und     Vy*  +  2*=tt. 

Man  entwickelt  daraus  die  beiden  Werthe: 

y =11.  sin  (<-—«)    und    xs=tf.  cos  (<—«). 

VII.    Bestimmung  des  integrirenden  Faktors  als 
Funktion    der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  if. 

Man  ist  ofhhals  veranlasst»  das  erste  Integral  a=:c  der  Dif- 
fereatialglaichung  zweiter  Ordnung  Zi"  -^  F=:0  unmittelbar  als 
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Funktion  der  drei  Verfinderlicben  2,  y  und  z'  sd  bestimmen,  d» 
sich  nicht  immer  mit  Vortheil  zwei  neue  Veränderliche  von  solcher 
Beschaffenheit  angeben  lassen»  dass  das  erste  Integral  als  Fank- 
tion  dieser  beiden  Veränderlichen  dargestellt  werden  kann.  Wenn 
die  Differentialgleichung  Zt''-\-  F=:0  ein  vollständiges  Differential 
darstellt»  dann  hat  die  Bestimmung  des  ersten  Integrals  as=cals 
Funktion  der  drei  Veränderlichen  z,  y  und  z'  keine  Scbfrierlgkeit 
Denn  man  erhält  dann  durch  die  Vergleichung  mit  deta  vollst&o- 
digen  Differential 


du 
dz'* 

•+£'■  + 

da 

0 

die  beiden  Gleichungen: 

1. 

da 
dt' 

=z. 

2. 

• 

da  ,     da 
dt'^dy- 

=  r. 

Aus  der  ersteren  folgt  a=/Z<2z'-f  »2*  worin  o^  eine  noch 
unbekannte  Funktion  von  z  und  y  ist  Um  diese  Funktion  zu  er- 
halten, setze  qian  abkürzend  fZdz'z^ai,  Man  hat  dann  die  Glei- 
chung a:=flri-f  <^>  und  durch  Differentiation  entsteht: 

da  ,.da__dai  ,.^^.^0^  ,     da^ 
dz^  ^dy--  dz""^  dy^  dz^  ^  dy* 

oder  auch,  wenn  man  dies  mit  der  Gleichung  2.  verbindet,  um 

das  unbekannte  'T'^' "V'Jr  ^°  eliminiren,  zur  Bestimmung  von  a^ 
die  Gleichung: 

dz     ^  dy  dz  dy  ' 

Da  nun  die  Veränderliche  z'  in  a^  nicht  vorkommt,  so  schreibt 
sich  die  letzte  Gleichung  jedenfalls  in  der  Form: 


^..+^=z,.'+r.. 


dy 

worin  Zj  und  F|  irgend  Funktionen  von  z  und  y  sind.  Die  Werthe 
-^  und  -1-  sind  dadurch  einzeln  gegeben,  und  die  Funktion  a^ 
bestimmt  sich  nach  bekannten  Regeln. 

Ob  nun   die  Gleichung  Zz"  i-  F=0  ein    vollständiges  Diie- 
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■ 

rential  ist»  dies  läast  sich  an  gewissen  Beziehungen  erkennen» 
welche  dann  jedesmal  zwischen  den  Co4$nizienten  Z  und  F  statt- 
ioden.  Man  fiberzeugt  sich  von  dem  VorhandeDseio  dieser  Be- 
riehongen  durch  den  Erfolg  der  vorzunehmenden  Rechnung.  Da- 
bei uinss  nämlich  die  identische  Gleichung: 

Bam  Vorschein  kommen«  worin  Zi  und  F^  Funktionen  von  %  und 
5  sind;  und  ausserdem  muss  Zidx+Tidy=:0  ein  vollständiges 
Diferential  darstellen.« 

1.    Ffir  die  Gleichung: 


indet  man 


«»=yi 


jfx*dx'         yA* 


Man  erhilt  daraus  durch  Differentiation  die  beiden  Werthe: 

€b-VT+?'  ""^  dy-'v^i+j,«"**(i+j,«)»-(ri:p5» 

Dies  Ahrt  auf  die  Gleichung: 

Man  findet  daraus  nach  den  TrSheren  Regeln: 


1» 


Da«  allgeneiae  Integral  zeigt  sich  demnach  in  der  Fora): 


yiH' 


1 


8 


VT+y«     3(1+3^«)! 
oder  auch 


=c. 


^^^'^Tj^2+c\rr+j^. 


Wenn  aber  die  Gleichung  Zz'^-f  F=0  kein  vollständiges  Dif- 
ferential Ist»  so  bat  man  die  beiden  Gleichungen: 

Thtil  XXIX.  5 
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da 


^ 


=Zk, 


worin  k  den  integrirenden  Faktor  der  Gleichung  Zi"  +  T^=:0 
Torstellt. 

Mag  man  nun  o,  oder  mag  man  k  daraus  eliminir«D,  man 
kommt  jedesmal  auf  Gleichungen,  woraus  die  zurfickgebliebenfe 
Unbekannte  als  besonderes  Integral  versuchsweise  ermittelt  wer- 
den muss.  JNun  ist  aber  leicht  einzusehen»  dass  der  integrirende 
Faktor  in  vielen  Fällen  durch  eine  wesentlich  einfachere  FunkUoD 
ausgedrOckt  werden  kann  als  das  erste  Integral  a=c  seihst; 
w&hrend  doch  niemals  der  umgekehrte  Fall  eintreten  whrd.  Man 
nimmt  desshalb  keinen  Anstand»  jedesmal  nur  auf  die  Bestimmung 
des  integrirenden  Faktors  sein  Augenmerk  zu  richten.  Die  Elimi- 
nation von  a  aus  den  Gleichungen  3.  und  4.  giebt  fibrigens  in 
weitläuHtigen  Rechnungen  Veranlassung.  Man  vermeidet  desshalb 
diese  Elimination,  und  schlägt  bei  der  Bestimmung  des  Integri- 
renden Faktors  den  folgenden  Weg  ein.  Nachdem  man  versuchs- 
weise eine  Funktion  k  angenommen  hat»  worin  das  Vorkommeil 
der  Veränderlichen  t'  festgestellt  ist»  während  das  Vorkommen 
der  beiden  anderen  Veränderlichen  z  und  ^  vorerst  noch  Anbe- 
stimmt bleibt»  so  setze  man  dieselbe  sogleich  in  die  Gleichungen 
3.  und  4.  ein»  und  benutze  alsdann  diese  beiden  Gleichungen  ganz 
ebenso,  wie  vorbin  unter  der  Voraussetzung»  dass  die  Gleichung 
Zz"  +  F=0  ein  vollständiges  Differential  sei»  die  Gleichungen  1. 
und  2.  benutzt  worden  sind.  Man  bilde  also  aus  der  Gleichung 3. 
den  Werth 

a=fZkdz'  +a^, 

worin  «2  ^^^^  noch  unbestimmte  Funktion  von  z  und  y  vorstellt. 
Die  angedeutete  Integration  kann  hierbei  ausgeführt  werden»  da 
das  Vorkommen  von  z'  in  k  bekannt  ist.  Man  setze  nun  abkOr- 
%eni  fZkdz'  =z Uly  so  dass  also  o=of|  -f-o^  ist»  und  es  entsteht  dann: 

d€t^      da__dcii^      dai  .da^^,     da^ 
dz        dy      dz     '^  dy       dz  dy  ' 

Wenn  man  daraus  das  unbekannte  T~''-|-ir  i^'i^^^l^^  der  Glei- 
chung 4.  eliminirt»  so  behält  man  die  Gleichung: 

W  Ih^^d^-^''       di^+d^' 
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Weil  die  Veränderliche  i'  in  a^  nicht  vorkommt,  desshalb  hat 
man  hier  nach  den  verschiedenen  Potenzen  and  nach  den  sonst 
noch  vorkorom^ndeB  Funktionen  von  z'  zu  ordnen«  um  den  gemein* 
samen  Faktor  jeder  einzelnen  Funktion  fQr  sich  verschwinden  zn 
lassen.  Die  Gleichung  (a)  zerfUlt  auf  diese  Weise  in  mehrere 
andere  Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung  von  o^  und  der  übri- 
gen in  Jk  noch  vorkommenden  unbestimmten  Funktionen  von  z  und 
3f  xo  benutzen  sind.  Wenn  alle  diese  Gleichungen  befriedigt  wer- 
den kennen,  so  erweist  sich  die  zum  Grunde  gelegte  Form  d^ 
iptegrirenden  .Faktors  als  zulässig,  und  man  bat  dann  zugleich 
daa  «rste  Integral  der  Gleichung  Zx^-f  F=0  in  der  Form  og-i-a^szc 
ifgefiinden. 


Um  einige  Beispiele  fiir  dies  Integrationsverfahren  vor  Augen 
zu  haben,  beschäftigen  wir  uns  mit  der  Integration.der  Gleichung : 

z^+rzf^+r^z'+r^z^o, 

worin  Y,  F|  und  Y^  irgend  Funktionen  von  z  und  y  vorstellen. 
Man  kann  hier  von  mancherlei  Voraussetzungen  ausgehen  in  Be- 
sag auf  das  Vorkommen  von  z'  in  dem  integrirenden  Faktor  k, 
vjin  denen  übrigens  jede  fSr  sich  ganz  besondere  Beziehungen 
swischen  den  Funktionen  Y,  F|  und  F^  voraussetzt. 

'Wir  beginnen  mit  der  möglichst  einfachen  Annahme,  wir  setzen 
nämlich  k=k,  wo  X  eine  blosse  Funktion  von  z  und  y  ist  Man 
bat  dann  das  vollständige  Differential: 

Xjf'+  FX2'«+  Fi^2'+  FaX=0. 

Daraus  folgt  assiU'-fo^,  und  zur  Bestunmung  von  a^  und  X  die 
Gleichung: 

Wenn  man  nach  t'  ordnet,  so  erbSIt  man  sur  Bestimmung  der  bei- 
den Unbekannten  die  drei  Gleichungen: 

1  —=n 


»1  ^— Fl-  — 


Die  Unbekannte  X   bestimmt   sich,   insoweit  sie  Funktion  von  % 
ist,  an«  der  Gleichung  1.    Man  erhält  durch  Integration: 
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V.  1=11. e^ 

worin  fft  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  y  ist.  Die  Integration 
der  Gleichang  2.  liefert: 

2'.  «*=/[I'i»-^*  +  »'. 

wovon  V  eine  zweite  unbestimmte  Funktion  von  y  ist,  und  worin 
die  angedeutete  Integration  ausgeftihrt  werden  kann,  nachdem  man 
den  vorher  aufgefundenen  Werth  X  eingesetzt  hat  Wenn  man 
auf  diese  Weise  X  und  o^  bestimmt  hat,  so  setze  man  dieselben 
in  die  Gleichung  3.  ein.  Wenn  dann  die  beiden  Unbekannten  f* 
und  V  als  Funktionen  von  y  sich  so  angeben  lassen,  dass  dieser 
Gleichung  Genüge  geschieht,  so  erhält  die  obige  Annahme  k=:l 
ihre  Rechtfertigung,  und  das  allgemeine  Integral  der  vorliegenden 
Differentialgleichung  ist  in  der  Form  X2'-faj|=c  aufgefunden. 

6»' 
2.    Es  sei  z.B.  w''=ai'«+ wj— |. 

Man  hat  hier  F=~-.     Desshalb  ist  X  =  iii^*^.     Da  femer 
F|  =  w"!  ,    a  ist,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  2^  den  Werth: 

Setzt  man   dies   in   die   Gleichung  3.  ein,'  so   finden  sich ,  weil 
F2=0  ist,  durch  Ordnen  nach   2  die  beiden  Beziehungen  y  =  0, 
und 

yj^p  +  ^=0   oder    ^=Cy+ VT+y*)-*. 

Man  erhält  dadurch  das  allgemeine  Integral: 

2'  =  cr«(y+V^r+y^*. 

Wir  gehen  fiber  zu  einer  zweiten  Annahme.    Wir  setzen  näm- 
lich k  =  Ti xi  *  worin  X  und  fi   Funktionen  von   z  und  y  sind. 

Man  bildet  das  vollständige  Differential: 


X2^_  ,  YXz^+Y,Xi'+r^X     ^ 
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und  erhält  «  =  -7-21 — h^«    ^ur  BestimmuDg  von  c%  und  der  hei- 
deo  Grossen  A  und  fi  besteht  die  Gleichung: 

(a) 
oder  auch«  wenn  man  die  Nenner  wegbringt,  die  Gleichung: 

Wenn  man  nach  t'  ordnet,  so  ergeben  sieb  zwischen  den  drei  Un- 
bekannten die  folgenden  vier  Gleichungen: 

dt  — "• 

Aus  der  Gleichung  1.  folgt,  dass  o^  eine  blosse  Funktion  von  y 
ist.    Die  Gleichung  2.  kommt  unter  die  einfachere  Gestalt: 

Durch  Integration  findet  man: 

,  S^d%     da^  ^  fYd%  ^    . 

worin  v  eine  noch  unbestimmte  Funktion  von  y  ist    Die  Funktion 
^  bestimmt  sich  vortheilhaft  durch   diejenige  Gleichung,  welche 

dtx^ 
durdi  die  Elimination  von  -j^  aus  den  Gleichungen  2.  und  3.  ent- 
steht, nimlich  durch  die  Gleichung: 
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Durch  Integration  findet  man: 

worin  p  eine  zweite  unbestimmte  Funktion  von  y  vorstellt. 

Um  nun  auch  die  Funktionen  -^^  v   und  q   zu   bestimmen, 

roultiplizire  man  die  Gleichung  2.  mit  ^^  die  Gleichung  3.  mit  s, 
und  addire  alsdann  beide  zu  der  Gleichung  4.    Dadurch  entsteht: 

woraus  man  ersieht«  dass  z'=fi  ein  besonderes  Integral  der  vor- 
liegenden  Differentialgleichung  ist.    Wenn  sich   die  GrSssen  ~> 

V  und  Q  als  Funktionen  von  y  so  angeben  lassen,  dass  die  Glei- 
chung 4'.  befriedigt  wird,  so  ist  die  vorhin  angenommene  Form  k 
gerechtfertigt  9  und  das  allgemeine  Integral  bekannt. 

Schliesslich  kann  noch   bemerkt  werden ,  dass,  da  hier  das 

allgemeine  Integral  jedenfalls  die  Form  *■; z^a^  +  c  hat,  derbe- 

sondere  Fall  ^^=0,  wonach  o^  eine  Beständige  ist,  auf  die  in* 

tegralform  kz' +  0^=10  hinweist,  worin  A  und  a^  irgend  Funktionen 
von  z  und  y  sind,  und  welche  auch  durch  die  frühere  Annahme 
A=A  zum  Vorschein  kommt. 

3.    Es  sei  z.  B.  zz"  +  6z  +  b^==f^-±^;^ . 

Man  hat  hier  F=:0,  und  desshalb  A  =  ^z-f  v.    Setzt  man 

dct^ 
abkfirzend  '^  =  <'»  und   nimmt    man,   weil    dadurch    die   weitere 

Untersuchung  abgekürzt  wird,  sogleich  v=0,  so  bleibt  k=rax.  Die 
Gleichung  3^^.  kommt  dann,  weil  Fi  =  -  ist,  unter  die  Gestalt: 

z* 

0fgi  =  —/(6a  +  a'x)dt =  —  60z  —  a' «  +  ^• 

6*  Z 

Nimmt  man  weiter  auch  p  =  0,  so  bleibt  11=— 6  —  -  f^;  nnd  die 
Gleichung  4'.  ist: 
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Man  genfigt  aber  dieser  Gleichung  durch: 
Das  allgemeine  Integral  ist  demnach: 

oder,  wenn  man  die  Werthe  a  und  cl^  einsetzt» 

*e?i)--=<-+'*.^>(/c^)-«*+«)- 

Mm  kann  dem  integrireuden  Faktor  der  Gleichung 

anch  die  Form  k^=:2Xllt* ■{- ^)  geben»  worin  A  und  fi  Fonktionen 
YOA  t  and  jf  sind.    Dies  führt  aof  das  vollständige  Differential; 


2XCk'+f*)»"  +  2X(il2'  +  f*)(rz'«+  Fi2'+F^=0. 


•  >. 


Man  erhält  a=(Ix' +  114)^  +  0«.    Zur  Bestimmung  der  drei'  Ünbe«; 
kannten  A»  /»  und  o^  aber  hat  man  die  Gleichung: 

ra)  da^      da^ 

_  W     .  dz^  dy 

Wenn  man  nach  x'  ordnet,  so  aerflUlt  dieselbe  in  die  folgenden 
Gleicbnngen: 

I 

3.  $=2MF.A-^. 
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t=«MP^-^ 


Aus  der  Gleichung  1.  bestimmt  sieb  i.    Man  erbilt: 

r.  kr=iv.€    ,   • 

worin  V  eine  noch  zu  bestimmende  Funlition  von  y  ist.    Aus  der 
Gleichung  2.  folgt: 

I 

worin  9  eine  zweite  unbestimmte  Funktion  von  y  ist.  Die  Glei- 
chung 3.  liefert: 

wenn  a  auch  wieder  eine  unbestimmte  Funktion  von  y  ist  Nachdem 
malh/Ai  fi  und.ci%  auf  diese  Weise  bestimmt  hat,  so  setze  man  diei- 
selb^  In  die  Gleichung  4.  ein ;  lind  wenn  dann  die  GrOssen  v»  *^ 
und  c  als  Funktionen  von  y  so  angegeben  werden  können»  dass 
dieser  Gleichung  GenQge  geschieht,  so  ist  der  integrirende  Faktor 
A;=:2X(^'-|-f^^  in  der  That  zulässig,  und  zugleich  das  allgemeine 
Integral  der  vorliegenden  Differentialgleichung  bekannt.  « 

m 

Bemerkenswerth  ist,  dass,  da  das  allgemeine  Integral  hier 
jedesmal  die  Form  {kif  +  fi)^ -{- 02=^0  annimmt,  die  Gleichung 
X3^  +  lk=z0  niemals  eine  besondere  Auflösung  der  DifferentiaIgM- 
chung  2^-f  Ft'^-f  F^t'-I-  ^2=0  darstellt;  dass  dieselbe  aber  nur 
dann  ein  besonderes  Integral  dieser  Differentialgleichung  darstelle 
wenn  a^  eine  Beständige  ist.  Man  sieht  aber  ein,  dass  likan  in 
diesem  Falle  auch  wieder  durch  die  erste  Annahme  /:  =  Ay  wom 
A   eine  Funktion    von  2  und  y  ist ,  zum  Ziel  kommen  würdet 


I    ( . 


4.    Es  sei  nun  z.B.  i'^rrT-sr-; — =-: — tä- 

Man  hat  hier    F=0,  und  desshalb   A=v.     Da  auch  Fi=0 
ist,  so  bleibt: 

2'.  /ü=  -fv'dx  +  p  =  —  Vi  +  p. 
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Nimmt  man  sogleicb   p=0,    so)  liefert    die    Gleichang  3'.  deo 
Werth 

3'.  ««=>^  ((».  -Ty«  +  «)*  -*•  '^')^  ^  "- 

Durch  Integration  erhält  man: 

Setit  man  die  Werthe  ili=v,  fi^Z'-v'z  und  «s  in  die  Gleichung 
4.  du,  80  entsteht: 

Man  genfigt  dieser  Gleichung  durch  y=  W  "f  a»  und  (T=0;  und 
man  gelangt  so  zu  dem  allgemeinen  Integral: 

oder,  wenn  man  auch  den  Werth  v  einsetzt ,  und  zugleich  nach 
Potenaen  von  t'  ordnet: 

Bei  dem  Gehrauch  des  integrirenden  Faktors  k=ik(Xi'+(i) 
hat  sich  ergeben,  dass,  wenn  tf-^^fi  ein  Faktor  von  k  ist,  und  fi 
irgend  eine  Funktion  von  t  und  p  bezeichnet,  dann  nicht  noth- 
wjoidig  f  ==f^  ein  besonderes  Integral  oder  eine  besondere  Auflli- 
sabg  der  vorliegenden  Differentialgleichung  >  darstellt.  Dasselbe 
zeigt  sich,  wenn  der  integrirende  Faktor  der  Differentialgleichung 
2*+  Fx'«+  Tix'  +  Y^z=iO  die  allgemeinere  Form  A=3A(il2'  +  |ii)H«' 
annimmt,  worin  iL,  fi  und  v  irgend  Funktionen  von  z  und  y  sind. 
Man  bat  dann  das  vollständige  Differential: 

Daraus  folgt 

Zur  Bestimmung  der  vier  Funktionen '  il,  jr,  v  und  «g  bat  man  die 
Gleichung  s 


1     ■  •  • 
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Durch  OrdneD  nach  2'  entstebeii  die  folgeuden  fliDf  GleichuDgMi : 

•.■•■■•■■•■«» 

Anif  dier  Gteichiing  l.  findet  man: 

worin  p  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  y  ist    Aus  der 
Gleichung  2.  folgt: 

2'.  >=/(Fii-g)d2=tf. 

wotfo  a  eine  zweite  unbestimmte  Fnnktion  von  g  Torstellt. 
der  Gleichung  3.  findet  man: 


3'. 


.-/«» n."ff*^ 


.  V =/3«  -••^''* .  A«(  F,l  -  g)A  +  T. 


■  .  , 


worin  x  eine  dritte  noch  zu  bestimmende  Funktion  yon  y  ist.    Die 
Gleichung  4.  endlich  ^ebt: 

4'.  «2=Mv-^+6Xfi(F;A--^))di  +  |. 

.wenn  |  eine  vierte  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  y  ist  Nadi- 
dom  .inaD , ajif  dißse  Weise  die  vier  Unbel^snnten  Jl,  f^  i^,.|||id.i% 
berechnet  hat,  setze  man  deren  Werthe  in  die  Glelcbm^.  ff«>!9iQ* 
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Wenn  dann  die  Unbekaanten  g,  c,  %  und  §  als  Funktionen  von  y 
%o  angegeben  werden  können,  dass  diese  Gleichung  befriedigt 
wird,  so  bt  der  integrirende  Faktor  A;=3A(il2'-f  f^)*'f  ^  zulässig 
und  sugleich  das  allgemeine  Integral  bekannt 

Es  sei  z.  B. 

Man  hat  hier 

«  *  "  jS 

Desshalb  findet  man  il  =  ^z.  Nimmt  man  aber,  weil  die  Rechnung 
dadurch  merklich  abgekürzt  wird,  sogleich  p=3ly  so  hat  man 
l=z,  und  man  findet  weiter  fi  =  (T.    Nun  ist  aber: 

3^.  ^  =f^ax  +  hy'"(S't)dz + r. 

Wenn  die  Integration  ausgeföhrt  wird,  so  erhält  man  : 

V  =  i  (a  —  (T*)!* +3Äyz«  +  Tx. 
Die  Gleichung  4'.  kommt  dann  in  die-  Form : 

uod  man  findet  durch  Integration  den  Werth: 

a,=  i<i«t*—  62»— t'  *2+3a(a  —  a0x*  +  66ayz  +  g. 

Um  endlich  die  Grössen  a,  x  und  §  als  Funktionen  von  y  zu  be- 
stimmen, hat  man  die  Gleichung: 

5'.  ^  =  ^-^(4(a-a02*+3fri(«+T  +  3a*)-3fl*tf'. 

Da  der  gemeinsame  Faktor  jeder  einzelnen  Potenz  von  %  ver- 
schwinden muss»  damit  man  dieser  Gleichung  genfige»  so  stellt 
sich  heraus,  nachdem  auch  der  Werth  c%  eingesetzt  Ist,  dass 
11^=0  und  T-f  30*  =  O  zu  nehmen  ist.  Durch  die  Elimination  von 
T  erhält  man  die  folgende  Gleichung: 

5.    3a<i'z*  +  eA(tf+iytf')i  +  |'=(ax+6y)(S(a— tfO*  +  %)— 3d«0'. 
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Daraus  ergeben  sieb  weiter  die  drei  Beziebuugeo: 

Man  genfigt  deneelben  durcb  c^-ä »  und  durch  {=6^' ^\ 

und  man  behält  demnach  den  Werth; 


a» 


Dae  allgemeine  Integral  aber  erhält  die  Form: 
oder  auch,  %venn  man  nach  Potenzen  von  7f  ordnet»  die  Form: 
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II. 

Yorschale  der  neaern  Geometrie,  insbesondere  eine 
dementare  Darstellung   der  Yen^andtschaft  and  der 

Kegelschnitte  enthaltend. 

Von 

Herrn  Ermi  Essenz 
L«hr«r  der  Mathematik  und  Phjtik  am  Gjmnatiam  10  Stargard. 


Allfpemeine  firklftrani^eii  aii4  von  4er  Confpraens. 

• 

$.  L  Erklärung.  Mehrere  Punkte  in  einer  Ebene,  deren 
gegenseitige  Lage  und  Entfernung  vollkoniroen  bestimmt  ist,  bilden 
zusammen  ein  ebenes  System.  Liegen  sämmtliche  Punkte  auf 
eioer  Geraden,  so  heissen  sie  eine  Punktreihe,  ist  dies  aber  nicht 
der  Fall»  eine  Figur.  Eine  Figur,  in  welcher  niemals  drei  Punkte 
aof  einer  Geraden  liegen,  heisst  ein  Vieleck,  und  zwar  je  nach 
der  Anzahl  der  gegebenen  Punkte  ein  Dreieck,  Viereck  u.  s.  w. 
Werden  die  Punkte,  welche  ein  Vieleck  bilden,  so  mit  einander 
verbanden,  dass  die  Verbindungslinien  eine  in  sich  selbst  zurfick- 
kehrende  gebrochene  Linie  bilden,  so  entsteht  ein  geschlossenes 
Vieleck  oder  eine  Figur  im  engern  Sinne. 

(|.  2.  Erklärung.  Mehrere  Gerade,  die  sämmtlich  durch 
einen  und  denselben  Punkt  O  gehen  (Fig.  1.)  oder  die  sämmtlich 
einander  parallel  sind,  wie  die  Geraden  iftffT,  PQ,  RS  (Fi^. 2.), 
nennt  man  einen  Strahlenbflschel  und  zwar  im  erstem  Fall  einen 
CentralbOschel ,  Im  letztern  einen  Parallelbflschel.  Derjenige 
Ponkt  O,  durch  welchen  sämmtliche  Strahlen  eines  CentralbOschel« 
hindurchgehen,  heisst  das  Centrum.  desselben.  Von  einem  Paral- 
Mbflschel  pflegt  man  zu  sagen,  sein  ICentrum  liege  in  unendlicher 
Entfernung. 

{•3.    Erklärung.    Zwei  Systeme  heissen  congment,  wenn 
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sie  sich  so  auf  einander  legen  lassen »  dass  sie  mit  allen  ihre» 
Punkten  zusammenfallen. 

Folgerung.  Zwei  Systeme  ABCD  und  A'BCD  (Fig.  3.) 
sind  offenbar  congruent,  wenn  je  zwei  entsprechende  Punkte  durch 
congruente  in  ihrer  Lage  flbereinstiromende  Dreiecke  bestimmt 
werden,  also  wenn  man  hat  ^ABC^  £iA'B*C  und  ^  ABD 
d^A^A'ffD'.  Zwei  geschlossene  Vielecke  sind  auch  bekanntlich 
congruenty  wenn  ihre  Seiten  und  Winkel  der  Reihe  nach  überein- 
stimmen. 

$.4.  Erklärung»  Die  Congruens  zweier  Pigoren  ist  ein 
besonderer  Fall  der  homologen  Verwandtschaft.  Man  nennt  nSm- 
lieh  zwei  Figuren  homolog  verwandt,  wenn  jedem  Punkt  des  einen 
Systems  ein  bestimmter  Punkt  des  andern  entspricht.  In  xwei 
homolog  verwandten  Systemen  nennen  wir  gerade  Linien,  die  durch 
entsprechende  Punkte  gehen,  entsprechende  Gerade,  Insofern  die- 
selben als  unb^renzt  gedacht  werden.  Betrachten  wir  aber  auf 
entsprechenden  Geraden  solche  StCIcke,  die  von  entsprechenden 
Punkten  begrenzt  werden,  so  heissen  dieselben  entsprechende 
Strecken. 

Anmerkung,  Der  homologen  Verwandtschaft  steht  die  re* 
ciproke  Verwandtschaft  gegenClber,  bei  welcher  einem  Punkte  des 
einen  Systems  eine  Linie  in  dem  andern  entspricht. 


§.5.  Lehrsatz,  Zieht  man  durch  sämmtliche  Punicte 
Systems  ^£^CZ>(Fig.3.)  Parallellinien  und  trägt  von  jedem  Punkte 
nach  einer  bestimmten  Seite  hin  eine  und  dieselbe  Entfemaag 
auf,  so  bilden  die  Endpunkte  der  aufgetragenen  Strecken  ein  dem 
gegebenen  congruentes  System  A'B'Oiy. 

Denn  es  ist,  wie  leicht  einzusehen,  \ABC^  \A'B'C  und 
£iABD^^A'B'iy.  —  Lägen  die  drei  Punkte  A,  B,  C  in  gerader 
Linie,  so  würden  auch  /!',  B',  O  in  gerader  Linie  liegen. 

§.6.  Erklärung.  Die  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen 
Figuren  liegen  so,  dass  je  zwei  entsprechende  Strecken  wie  AB 
und  A'B*  ein  Parallelogramm  bestimmen.  Wir  nennen  daher  dieee 
Ihre  gegenseitige  Lage,  die  parallelogrammatische  Lage.  Es  ist 
leicht  einzusehen,  dass  zwei  verwandte  Figuren,  um  in  paralleliH 
grammatische  Lage  gebracht  werden  zu  können,  nothwendig  oon- 
gruent  sein  müssen. 

$.7.  Lehr$at%.  Verbindet  man  (Fig.  4.)  sSmmtiiche  Pnokle 
eioeä  Systems  ABCD  mit  einem  Punkt  O  und  verlängert  jede 
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der  Verbhidnngiilinien  nm  sieb  sdbst,  so  bilden  die  Endpunkt« 
der  Verlängerungen  ein  dem  gegebenen  congruentes  S3r8(eni. 

Denn,  wie  leicht  einzusehen,  ist: 

ABtsA'B'; 

2)  ^OAC^ä^OA'V, 

AC=A'C; 

I 

3)  dOBC^^OB'C, 

ßC  =  B'C; 

folglleb  aacb  ^ABC^^A'B'C.  LSgen  A,  B.  Cin  gerader  Linie, 
80  wOfden  auch  A',  B',  C  in  gerader  Linie  liegen »  weil  ja  AB 
und  A'B't  sowie  BC  und  B'Ö  einander  parallel  werden. 

§.  8.  Erklärung,  Liegen  zwei  verwandte  Figuren  8o,  daaa 
ersteos  die- Verbindungslinien  von  je  zwei  entsprechenden  Punkten 
durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen,  und  zweitens  je  zwei 
entsprechende  Strecken  einander  parallel  sind»  so  soll  diese  ihre 
gegenseitige  Lage  die  Aehnlichkeifslage  heissen. 

Später  wird  gezeigt  werden,  dass  zwei  Figuren  in  Aehnlich- 
keitslage  sein  können,  ohne  congruent  zu  sein,  und  dass  alsdann 
auch  ein  Fall  eintreten  kann,  der  bei  congruenten  Figuren  nicht 
mßglich  ist,  nämlich  dass  der  Punkt  O,  in  welchem  sich  die  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Strecken  schneiden,  nicht  zwischen 
den  entsprechenden  Punkten,  sondern  ausserhalb  derselben  liegt. 

Si9.  Lehr  tatst.  Fällt  man  von  sämmtlichen  Punkten  eines 
Systems  AB  CD  (Fig.  5.)  Lothe  auf  eine  feste  Gerade  XF  und 
Teriängert  die  Lothe  über  die  Fusspunkte  hinaus  um  sich  selbst, 
so  bilden  die  Endpunkte  der  Verlängerungen  ein  dem  gegebenen 
eongruentes  System  A'B'OD'  und  es  schneiden  sich  je  zwei 
entsprechende  Gerade  auf  der  Linie  XF,  wenn  sie  Ihr  nicht  etwa 
keide  parallel' sind. 

Sind  /  un4  tn  die  Fusspunkte  der  von  A  pnd  B  gef&Ilten  Lothe, 
•o  ist  das  Paralleltrapez  AlmB^  A'lmB',  also  der  Winkel  ÄBm 
ssA'Brii.  Schneiden  sich  nun  die  beiden  Geraden  AB  uni  A'B' 
in  p,  so  ist  das  Dreieck  BB'p  gleichschenklig;  folglich  mnss  XF 
dnreh  p  gehen.  Gleiches  gilt  von  den  fibrigen  entsprechenden 
Citoraden«  Ueberdies  zeigt  sich,  dass  das  Dreieck  ABCQ^A'B'C 
•ei  n.«.  £; 
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Ligea  A,  B,  C  In  gerader  Linie»  so  wfirde  daeeelbe  nlt  Aft 
B,  C  der  Fall  sein»  weil  alsdann  A'B'  und  A'C. durch  einen 
und  denselben  Punkt  der  Linie  XY  geben  müssten* 

$•10.  Erklärung,  Diejenige  Lage  zweier  Terwandten  Fi» 
guren»  worin  dfe  Verbindungslinien'  entsprechender  Panicte  pa- 
rallel sind  und  sich  zwei  entsprechende  Gerade  auf  einer  festen 
Geraden  scbneiden,  soll  die  Affinitätslage  beissen.  Später  wird 
gezeigt  werden,  dass  die  Affinitätslage  aucb  bei  andern  als  eon- 
gruenten  Figuren  Statt  finden  kann  und  dass  alsdann  die  feste  Ge- 
rade JT/' nicbt  jedesmal  zwischeb  zwei  entsprechenden  Punkten  Hegt 

$.  IL  Erklärung.  Geben  die  Linien,  welche  entsprechende 
Punkte  verwandter  Systeme  paarweise  verbinden,  sämmtlieh  dnrdi 
einen  und  denselben  Punkt,  oder  sind  sie  alle  einander  parallel; 
so  sagt  man,  die  beiden  verwandten  Figuren  seien  in  perspeett*. 
viscber  Lage  oder  lägen  In  Perspective. 

Man  unterscbeidet  demgemäss  Centralperspective  und  Paml- 
lelperspective.  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
heissen  Projectionsstrahlen,  der  feste  Punkt,  durch  welchen  sie 
bei  der  Centralperspective  gehen,  heisst  Projectionscentrum.  Bei 
der  Parallclperspective  pflegt  man  zu  sagen,  dass  das  Projections- 
centrum in  unendlicher  Entfernung  liege. 

Liegen  zwei  verwandte  Systeme  so,  dass  sich  je  zwei  ent- 
sprechende Gerade  auf  einer  festen  geraden  Linie  XF  schneiden» 
wofern  sie  ihr  nicht  beide  parallel  sind,  so  sagt  man,  die  beiden 
Systeme  liegien  axial.  Die  feste  Gerade  heisst  die  Verwandt- 
schaftsaxe. 

Auch  diejenige  Lage,  wo  je  zwei  entsprechende  Gerade  ein- 
ander parallel  sind,  wird  als  axiale  Lage  angesehen,  und  man 
pflegt  sich  hier  des  Ausdrucks  zu  bedienen,  die  Axe  läge  in  ini- 
endlicher Entfernung. 

Bei  zwei  Punktreihen  kann  von  perspectivischer  Lag^  aber 
nicht  von  axialer  Lage  die  Rede  sein.  Dagegen  findet  dieser 
Ausdruck  sehr  wohl  Anwendung  bei  Strahlenbüscheln.  So  sind 
S.B.  (Flg.  6.)  die  beiden  StrahlenbOschel  0,^iBCund  P,ABC  In 
nodaler  Lage,  wenn  die  Punkte  A,  B,  C»  in  denen  sich  ihre  Stmli- 
len  paarweise  schneiden,  in  gerader  Linie  liegen. 

$.12.  Folgerungen.  Die  parallelogrammatische  Lage  ist 
die  perspectivische  und  axiale  Lage,  in  welcher  Projectionsosn» 
trum  und  Axe  in  unendlicher  Entfernung  liegen.  Die  Aehnlich» 
keitslage  ist  die  perspectivische  und  zugleich  axiale  Lage,  wo 
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Centnun  im  oDdlicben  Raame»  dagegen  die  Aze  in  uneDdlicber 
Entferoang  liegt  Die  AfiGnitätalage  ist  die  perspectiviiiebe  and 
xugleich  axiale  Lage,  bei  welcher  die  Axe  in  endlicher«  das  Cen- 
trom  in  oneodlicber  Entfernang  liegt 

(.13.  Erklärung.  Bei  der  Aehnlichkeitslage  pflegt  man 
die  Projectionsstrahlen  auch  Aehnlichkeitsstrahlen  und  das  Cen- 
tram den  Aehnlichkeitsptinkt  zu  nennen.  Dem  ^tsprechend.  be- 
nennt man  bei  der  Affinitätslage  die  Projectionsstrahlen  und  die 
Aze  beiilglich  mit  den  Worten  AfBnitätss trabten  und  Affinitätsaze. 

Der  Aehnlicbkeitspunkt  heisst  ein  innerer,  wenn  er,  wie  bei 
der  Aehnlichkeitslage  congruenter  Figuren,  jedesmal  zwischen 
zwei  entsprechenden  Punkten  liegt,  sonst  aber  ein  äusserer.  Nach 
denselben  Gesichtspunkte  unterscheidet  man  eine  innere  nnd  eine 
inssere  AfGnitätsaxe. 


Tmwk  der  proportionalen  Terwandtsehaft  der  Figoren. 

{•  14.  Lehrsatz,  Durchschneidet  man  (Fig.  7.)  zwei  sich 
•ioaDder  in  A  schneidende  Linien  durch  mehrere  Parallelen  BB*^ 
CC,  DD*,  so  entstehen  zwei  Punktreihen  DABC  und  D'ABC 
mit  dem  gemeinsamen  Punkt  An  Von  diesen  beiden  Pnnktreihen 
sagen  wir,  sie  befinden  sich  in  Affinitfttslage,  nnd  es  ist  bekannt, 
das«  in  zwei  solchen  Reihen  je  zwei  Paare  entsprechender 
Stfedsen  in  Proportion  stehen,  d.  h.  es  verhält  sich  bekanntlich 

AB.AB'^BCxBC 

u.  s.  f. 

§.15.  Zusatz,  Auch  ist  bekannt,  dass,  wenn  man  zwischen 
den  Schenkeln  eines  Winkels  A  zwei  parallele  Querlinien  zieht» 
SB^  and  CO,  sich  diese  Parallelen  verhalten  wie  die  Abstände 
ihrer  Endpunkte  von  Scheitel  A,  d.h.  es  verhält  sich 

AB:AC=BB':Ca. 

m 

§,  16.  Erklärung.  Zwei  Punktreihen  ABCD  und  A'B'CB^. 
deren  Punkte  sich  paarweise  entsprechen,  heissen  proportional, 
wenn  sie  erstens  in  derselben  Weise  auf  einander  folgen^  und 
wenn  zweitens  je  zwei  Paare  entsprechender  Strecken  in  Proportion 
stehen. 

\,  17.  Lehrsatz,  Je  zwei  proportionale  PunktreibAi  ABCD 
«nd  AB'CD^  mit  einem  gemeinsamen  Punkt  A  sind  in  Affini- 
titolaga. 

ThtU  XXIX.  6 
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{.  18.  Lehreatt,  Durchschneidet  mao  (Fig.  8.)  eiBen  C€ii- 
tralliQiichel  mit  dem  Centram  O  durch  zivei  einander  parallele 
Linien  besOglich  in  A,  B,  C  und  in  A',  B' ^  C,  &o  entatehee 
xivei  Puiiktreihen  in  Aehnlichkeitslage.  Je  xwei  solcher  Pmilit- 
reihen  sind  proportional.     Denn  es  verhalt  sich 

ABxA'B'—OBxOBf 
Qod  auch        jf 

BCiB'C'  =  OBiOB'. 

$.  19.  Lehrsatz.  Je  zivei  proportionale  Punktreiheo  alitd 
In  Aehnlichkeltslage,  sobald  ihre  Richtungen  parallel  sind. 

Voraussetzung.  luden  beiden  parallelen  Punktreiheo  ABC 
und  A'B'C  verhält  sich 

AB:A'B'  =  BC:B'C'. 

Behauptung.  Die  drei  Geraden  AA\  BB',  CC  g^hen 
durch  einen  und  denselben  Punkt. 

Beweis.  Es  sei  O  der  Durchschnitt  der  beiden  Gerades 
AA'  und  BB'  (Fig.  9.).  Ginge  nun  die  Linie  CC  nieht  durch 
den  Punkt  O,  so  wurde  die  Verlfingcmng  der  Linie  CO  dte 
Rfchtuiig  A'B*C'  in  einem  vierten  Punkte  X  schneiden.  Daim 
aber  verli&lt  sich  der  Annahme  nach 

ABxAB'  =  BCiB'C\ 

aber  nach  dem  vorigen  Paragraphen  auch 

AB.A'B'  =  BCiB'X, 

welche  beiden  Proportionen  nicht  zu  gleicher  Zeit  richtig  sein  können. 

{.  20.  Lehrsatz,  Ist  ein  beliebiges  System  ABCD.».,  ge* 
gehen  (Fig.  10.)»  so  erh?ilt  man  ein  mit  ihm  in  Aehnlichkeitsläge 
beGndliches  System  A'B'C'D*,  wenn  man  die  Punkte  A,  B,  c7h 
sämmtlich  mit  einem  und  demselben  Punkte  O  verbindet  und  zo 
jedem  gegebenen  Punkte  A  den  entsprechenden  Punkt  A'  derge- 
stalt bestimmt,  dass  die  Strecken  OA  und  OA'  ein  constantee 
Verhaltniss  zu  einander  haben.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  der 
Punkt  O  entweder  jedesmal  ausserhalb,  oder  statt  dessen  auch 
jedesmal  wie  in  Fig.  4.  innerhalb  zweier  entsprechender  Punkte 
liegen  muss. 

Beweis.     Verhält  sich    OA:  OA'  =  OB:  OB'  =  OCi  OC, 

no  ist  AB\\A'».  AC\\A'C'  u.  s.w.  nach  §.  J7. 

{.  21.     Lehrsatz.     Umgekehrt:    Bei  je  zwei  in  Aehn|ie|ir 
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keltslage  befindlichen  Figuren  haben  die  EntTernangen  entspre- 
chender Punkte  vom  Aehnlicbkeitspunkt  ein  constantes  Verhftlt- 
niss  zu  einander 9  welches  man  das  Aehnlichkeitsverhältniss  nennt. 

Anmerkung.  Sind  zwei  congmente  Figuren  In  Aehnlich- 
keitslage»  so  Ist  der  Aehnlicbkeitspunkt  ein  innerer  und,  das  Aehn- 
lichkeitsverhältniss gleich  Eins. 

Anmerkung.  1)  Man  kann  jeden  Punkt  in  einer  Ebene  auf 
eine  in  derselben  gegebene  Figur  als  ihr  zugehörig  bezieben. 
Ee  sei  (Fig.  12.)  das  Aebniicbkeitsverhältniss  =01,  so  dass,  wenn 
A,B,  C  Punkte  der  ersten,  A'y  ff,  C  die  entsprechenden  Punkte 
der  zweiten  Figur  sind,  man  habe 

OA        OB        OC 

z=zm. 


OA'  ""  OB'  -  OC' 

Sieht  man  aber  jetzt  den  Punkt  A'  als  der  ersten  Figur  angehö* 
rig  an,  so  wird  der  ihm  in  der  zweiten  Figur  entsprechende  Pnakt 
X  dergestalt  zu  bestimmen  sein,  dass  man  hat: 

OA' 
^j  =  m. 

Im  Allgemeinen  wird  nun  der  Punkt  X  nicht  mit  dem  Punkte  A 
zusammenfallen:  nur  bei  der  Aebniicbkeitslage  congruenter  Figu- 
ren wird  dieser  Fall  eintreten.  Es  wird  diese  Lage  durch  das 
Wort  ,»involutorische  Lage''  bezeichnet.  Man  sagt  überhaupt  von 
zwei  Figuren,  dass  sie  involutorisch  liegen,  wenn  zwei  nicht  ent- 
^rechenden  Punkten,  die  in  einander  fallen,  wiederum  zwei  zu- 
sammenfallende Punkte  entsprechen. 

-  8)  Sieht  man  den  Aehnlicbkeitspunkt  als  Punkt  irgend  einer 
der  beiden  Figuren  an,  so  ÜX\i  der  ihm  entsprechende  Punkt  mit 
Ihm  zusammen. 

{.  22.    Lehrt  atz.    Zwei  Dreiecke  sind  in  Aebniicbkeitslage, 
sie  in  Centralperspective  liegen  und  zwei  Paare  entsprechen- 
Seiten  parallel  sind. 

Beweis.    Denn  ist  AB\\A'B'  und  AC\\A'C'  (Fig.  10.),  so 
vmfcätt  sich 


vBd  auch 


U«lMi 


OA:OA'=OB:OB', 


OA:OA'=zOC:OC'; 


6* 
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OBiOB—OCiOC. 

mithin  ict  aach  BC\\B'C'. 

$.  23.  Lehrt  atz.  Zwei  Dreiecke  mit  paarweiae  parallden 
Seiten  sind'  in  Aehnliehkeitslage,  wofern  sie  nicht  parallelogram- 
matiach  liegen. 

Beweis.  Denn  ginge  (Fig.  11.)  die  Gerade  CC  nicht  durch 
den  Punkt  O,  in  welchem  sich  die  Geraden  AA'  and  SB'  schnei- 
den,  so  wdrde  die  Verlängerung  von  OC  auf  der  Geraden  At!' 
einen  dritten  Punkt  X  treffen.  Dann  aber  wSre  nach  dem  vori- 
gen Paragraphen  auch  A'^WAC,  was  unmöglich  ist 

§.  24.  Lehrsatz.  Man  erhält  zu  einer  gegebenen  Figmr 
ABCD  eine  mit  ihr  in  Affinitätslage  befindliche,  wenn  man  dardi 
sämmtliche  Punkte  der  gegebenen  Figur  Parallellinien  zieht  (Fig.  13b)p 
sodann  eine  feste  Gerade  XY  annimmt,  welche  die  gezogenen 
Strahlen  bezfiglich  in  /,  m,  n,  p  durchschneidet,  und  auf  jedem 
Strahl  zu  einem  gegebenen  Punkte  A  den  entsprechenden  A'  der* 
gestalt  bestimmt,  dass  die  Strecken  AI  und  A'l  zu  einander  eb 
constantes  Verhältiiiss  haben.  Dabei  muss  die  Aflfinitätsaxe  XT 
(är  alle  Punkte  entweder  eine  äussere  oder  eine  innere  sein.  (Fig.  13.  n.) 

Voraussetzung.    Es  verhält  sich 

Ah  Cl  =  Bm :  Bm  =  Cn :  C'n  u.  s.  f. 

Behauptung.  Die  Geraden  AB  und  A'B\  AC  und  Ä'C* 
Q.  s.  w.  schneiden  einander  auf  der  Axe  XY. 

Beweis.  Da  die  beiden  proportionalen  Punktreihen  AlA' 
und  BmB'  parallel  sind,  so  sind  sie  in  Aehnlichkeitslage  and  es 
schneiden  sich  die  Geraden  AB,  A'B,  Im  in  einem  und  dem- 
selben Punkte. 

Fällt  ein  Punkt  des  gegebenen  Systems  in  die  Axe,  so  fiUlt 
der  ihm  entsprechende  Punkt  mit  ihm  zusammen. 

Zusatz.  Ein  anderes  Verfahren  ist  das  folgende:  Man  nimmt 
(Fig.  15.)  die  AflGnitätsaxe  XY  den  Affinitätssfrahlen  parallel«  be- 
stimmt sodann  den  einen  Punkt  des  zweiten  Systems,  etwa  den 
Punkt  A\  willkQrlich  auf  dem  betreffenden  Aflßnitätsstrahl.  Jeder 
folgende  Punkt  B'  wird  nun  so  bestimmt,  dass  sich  die  Strecken 
AA'  und  BB'  zu  einander  verhalten,  wie  ihre  senkrechten  Ab- 
stände von  der  Axe.  Dabei  wird  man  von  B  zu  B'  nach  dersef* 
ben  Seite  hin  fortgehen,  wie  von  A  zu  A' ^  wenn  A  und  B  wat 
derselben  Seite  der  Axe  XY  liegen,  sonst  nach  der  entgegenge- 
setzten Seite,  wie  dies  in  der  Figur  beim  Punkte  C  geschehen  ist. 
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Befrei«,  bt  p  der  Punkt,  in  welchem  die  Gerade  AB  die 
Axe  XY  trifft,  so  wird  auch  A'R  durch  dienen  Punkt  gehen  mes- 
sen. Angenommen,  es  lüge  B'  nicht  auf  der  Geraden  A'p^  i^on- 
dern  ein  anderer  Punkt  der  Richtung  BB*  ^  etwa  JT,  so  verhält 
sich  AP:BP=z  Al:A'm:=i  AA':BX.  Aber  der  Annahme  nach 
verh&It  sich  auch 

Al:A'm  =  AA':BB\      • 

welche  Proportionen  nicht  zusammen  bestehen  können. 

(.  35.  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Bei  je  zwei  in  Aflfinitätsiage 
gegebenen  Figuren  haben  die  beiden  Strecken  eines  AlBnitäts- 
•trmhls,  welche  zwischen  der  Axe  und  zwei  entsprechenden  Punk* 
ten  liegen,  ein  constantes  Verhhitniss  zu  einander.  Man  nennt 
dasselbe  das  AfCnitätsverhältniss.  Ebenso  gilt  die  Umkehrung  des 
▼orstehenden  Zusatzes. 

Anmerkung,  Ist  bei  innerer  Affinitätsaxe  das  Affini tätsver- 
blltniss  gleich  Eins,  so  liegen  die  beiden  Figuren  involutorisch. 
Ist  die  Richtung  der  Aflinilätsstrahlen  der  Axe  parallel,  so  wird 
das  AlBnitatsverhältniss  ebenfalls  gleich  Eins  gerechnet,  insofern 
man  die  Durchschnittspunkte  der  Strahlen  und  der  Axen  als  in 
uoendlicher  Entfernung  liegend  ansieht. 

$.  26.  Lehrsatz.  Zwei  Dreiecke  in  Parallelperspective  lie- 
gen auch  allemal  axial  und  sind  daher  in  AflGnitätslage. 

Beweis.  Es  sei  p  der  Durchschnittspunkt  der  entsprechen- 
den Geraden  AB  und  A'B'  (Fig.  13.  a.)«  g  derjenige  der  Geraden 
AC  ond  A'C \  ferner  seien  /,  m,  n  die  Punkte,  in  welchen  die 
gegebenen  Projectionsstrahlen  von  der  Geraden  pq  getroffen  wer- 
den. Alsdann  sind  einmal  die  Reihen  AlA'  und  BmB'  in  Aehn- 
lichkeitslage  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeitspunkt  p,  andererseits 
aoch  die  Reihen  AlA'  und  CnC*  in  Bezug  auf  den  Aehnlichkeits- 
punkt q.    Mithin  verhält  sich 

AI:  AI  =  Bm :  B'm  =  Cn :  C'n. 

Da  nun  aber  die  beiden  parallelen  Punktreihen  BmB'  und  CnC 
proportional  sind,  so  sind  sie  ebenfalls  in  Aehnlichkeitslage,  d.h. 
es  sehneiden  sich  die  Geraden  Bd  B'C  und  mn  in  einem  nnd 
demselben  Punkte  r. 

(.27.  Lehrsatz,  Zwei  axial  liegende  Dreiecke,  bei  denen 
fberdies  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  in  Parallelperspective 
B^en,  sind  in  Affinitätslage.    (Fig.  13.  a.) 

Voran ssetznng.     Die  Punkte  p%  q^  r,    in  denen  sich  die 
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Stittn  der  Dreiecke  ABC  uod  A'ß'C  gehSrig  verläogert  einen- 
der «cbneideD,  liegen  in  gerader  Linie,  and  es  ist  überdies  AA'  ||  BB'. 

Behauptung.    Es  ist  auch   CC  parallel  AA'. 

Beweis.  Angenommen ,  die  durch  C  mit  AA'  gesogene  Paral- 
lele ginge  nicht  durch  C",  sondern  träfe  die  Gerade  B'C  in  JT, 
so  mflsste  nach  dem  vorigen  Paragraphen  die  Richtung  A'X  dwreh 
q  gehen,  also  mit  A'C  zusammenfallen. 

$.  28.  Lehrsatz,  Sind  zwei  Systeme  in  Affinitätslage  gege- 
ben, so  bleiben  sie  in  derselben,  wenn  man  eins  dieser  Systeme 
in  der  Richtung  der  Affinitätsstrablen  parallel  mit  sich  selbsC 
fortrCcken  Ifisst. 

Beweis.  Denn  betrachtet  man  zuerst  drei  Paare  entspre- 
chendier  Punkte  A,  B,  C,  so  bleiben  sie  in  Affinitätslage,  weil 
sie  in  Parallelperspective  bleiben.  Mithin  sehneiden  sich  die  6^ 
raden  BC  und  B'C*  auf  derselben  Geraden,  auf  welcher  il ff  nnd 
AC  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  treffen.  Ebenso  sind  dann 
ABD  und  A'B'D*,  so  wie  auch  i?CD  und  B'C'iy  in  Aflfinitils- 
läge;  mithin  treffen  auch  die  Geraden  AD  und  BD  die  Ihnen 
entsprechenden  Linien  auf  eben  derselben  Axe  und  so  fort. 

§.  20.  Zusatz.  Es  ist  auch  leicht  zu  zeigen,  dass  bei  der 
parallelen  Verröckung  der  Systeme  die  AfSnitätsaze  ihre  Rich- 
tung nicht  ändert 

Voraussetzung.  Dreieck  AßCmit  A'B'C  in  Affini tfitalage; 
Dreieck  A'B'C  mit  aßy  in  parairelogrammatischer  Lage  und  swar 
zwischen  denselben  Projectionsstrablen.    (Fig.  14.) 

Behauptung.  Die  AfBnitatsaxe  zwischen  ABC  und  A'B'C 
ist  der  AfBnitatsaxe  zwischen  ABC  und  aßy  parallel. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  durch  p  und  q,  sowie  durch p' und 
q'  die  Punkte,  in  welchen  die  Afßnitätsaxen  von  zwei  Paaren  ent- 
sprechender Linien  getroffen  werden ,  ^  so  liegen  die  beiden  Drei- 
ecke pB'q  und  p'ßq'  in  Centralperspective,  insofern  man  B  als 
Projectionscentrum  ansieht.  Dabei  sind  zwei  Paare  entsprechen- 
der Seiten  parallel,  mithin  auch  pqWp'q',   was  zu  beweisen  war. 

$.  30.  Erklärung.  Zwei  verwandte  Systeme,  die  zu  ein-» 
ander  in  Aehnlichkeitslage  gebracht  werden  können,  sollen  ähn- 
lich genannt  werden.  Zwei  Systeme,  die  in  AflGnitätslage  gebracht 
werden  können,  sollen  affin  heissen.  Auch  sollen  zwei  Figuren 
als  In  mittelbarer  Affinität  stehend  angesehen  werden,  wenn  es 
eine  dritte  giebt,  welche  dem  einen  der  gegebenen  Systeme  aflBn, 
dem  andern  ähnlich  ist,  wofern  es  nämlich  nicht  möglich  sein 
sollte,  diese  selber  in  Affinitätslage  zu  bringen. 
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Zntmtt.  Hiernach  kunneo  zwei  proportionale  Puiiktre4heii 
imwahl  ähDÜch,  als  auch  affin  genanat  werdeo.  Doch  wallen  wir 
io  Bezag  auf  diese  lieber  den  Ausdruck  proportional  beibebaiteD« 
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Syatemen  gemelnsan  Biüioiimen. 

{•  31.  Lehrsatz,  In  zwei  ähnlichen»  sowie  in  zwei  affinen 
Systemen  entspricht  einem  Paar  von  Parailellinien  des  einen  System/i 
wledeniiD  ein  Paar  von  Parailellinien  in  dem  andern  Systeme. 

a)  Beweis  für  ähnliche  Systeme.  Denkt  man  sich  beide 
Systeme  in  Aehnüchkeitslage  gebracht,  so  müssen  alle  vier  Ge« 
rade  einaader  parallel  laufen. 

b)  Beweis  Tflr  affine  Systeme.    (Flg.  16.) 

Toraassetzung.    Aß  ||  CD. 

Behauptung.    A'B'\\C'D'. 

Es  seien  p%  q^  t  die  Punkte,  in  welchen  die  Geraden  ABp 
CD  und  AC  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  auf  der  Affini- 
tfttsaxe  treffen.  Alsdann  liegen  die  beiden  Dreiecke  pAA'  und 
qCC  perspcctivisch  in  Bezug  auf  das  Ceutrum  r.  Zwei  Paare 
entsprechender  Seiten  in  beiden  Dreiecken  sind  aber  parallel» 
nimiicb  ausser  Ap  und  Cg  noch  die  Affinitfitsstrahlen  AA'  und 
CC    Hithin  Ist  auch  A*p  ||  C'q^   was  zu  beweisen  war. 

(.  32.  Lehrsatz.  Die  Durchschnittspunkte  von  entsprechen- 
den Geraden  in  ähnlichen»  sowie  in  affinen  Systemen  sind  wie- 
disram  entsprechende  Punkte. 

a)  Beweis  fflr  ähnliche  Systeme.  Es  sei  O  der  Aehn* 
liebkeitspunkt  und  es  verhält  sich  (Fig.  10.): 

OA'  "■  OB'  ""  öc  —  üiy  • 

alsdann  behaupten  wir,  dass  der  Punkt  F,  in  welchem  sich  d76 
Geraden  AB  und  CD  schneiden,  dem  Durchschnitt  der  entspre- 
diiendeii  Geraden  P  entsprechend  sei.  Es  haben  aber  die  beiden 
Dreiecke  ADF  und  A'DT'  paarweise  parallele  Seiten,  folglieb 
geU  die  Linie  FF'  durch  O,   und  es  ▼erhält  sieh 

OFiOF'  =  OA:OA'. 

b)  Beweis  für  affine  Systeme.    (Flg.  13.) 
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Voraussetzung.  Die  Lioien  AA' ,  BB .  CC\  BIT  eied 
parallel  uud  werden  von  der  Axe  XY  bezOgUch  in  /»  m,  »»  p 
dergestalt  geschnitten»  dass  man  bat: 

M       Bm        Cn       Dp 
A'f'B'm'^  C'n'-'D'p' 

'Behauptung.  Die  Punkte  Fund  F',  in  denen  sich  einer- 
seits AB  und  CD,  andererseits  A'B'  und  CD*  durchsehneiden, 
liegen  auf  einer  den  gegebenen  Afßnitätsstrahlen  AA',  BB'  pa- 
rallelen Linie«  und  die  Strecke  FF'  wxxA  von  der  Axe  XY  \n  q 
so  durchschnitten,  dass  man  hat: 


F'q      A'l 


9 

Beweis.  Die  beiden  Dreiecke  ACF  und  A'C'F'  liegen  oaeb 
(.  24.  axial,  fiberdies  ist  AA'  ||  CC;  folglich  muss  auch  FF'  \\  AA' 
sein.  (§.  27.)    Das  Uebrige  leuchtet  von  selbst  ein. 

Zusatz.  Jeder  Aehnlichkeits-  oder  Afßnitätsstrabl  trift  eot- 
sprechende  Gerade  in  entsprechenden  Punkten. 

§.  33.  Lehrsatz.  Liegen  in  ähnlichen  oder  in  affinen  Syste- 
men drei  Punkte  des  einen  Systems  in  gerader  Linie,  so  ist  die* 
ses  auch  mit  den  entsprechenden  Punkten  des  andern  Systems 
der  Fall. 

a)  Beweis  für  ähnliche  Systeme.  Es  ist  allemal  In  der 
Aehnlichkeit»lage  (Fig.  8.)  AB  W^A'B',  BC  ||  B'C  Fallen  also 
AB  und  BC  in  eine  und  dieselbe  Richtung,  so  müssen  auch 
A'B'  und  B'C  in  eine  Gerade  fallen. 

b)  Beweis  fOr  affine  Systeme.  (Fig.  17.)  Gehen  die  Ge- 
raden AB  und  BC  durch  einen  und  denselben  Punkt  p  der  Axe, 
so  mOssen  auch  A'B'  und  B'C  durch  diesen  Punkt  gehen ,  d.  b. 
es  muss  B'C  in  die  Richtung  von  A*B'  fallen. 

§.  34.  Lehrsatz,  Gehen  in  ähnlichen  oder  in  affinen  Syste- 
men drei  Gerade  des  einen  Systems  durch  einen  und  denselben 
Punkt,  so  ist  dieses  auch  mit  den  entsprechenden  Geraden  des 
andern  Systems  der  Fall. 

Beweis.  Angenommen,  die  Gerade  A'B*  ginge  nicht  durch 
den  Punkt  H',  in  welchem  sich  die  Geraden  C'D*  und  F'G* 
schneiden,  während  sich  die  entsprechenden  Geraden  sämmtllch 
im  Punkte  F  durchschneiden ,  so  wiirde  dem  Punkte  F  nicht  bloss 
der  Punkt  F\  sondern  auch  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden 
A'B  mit  CD'  und  mit  F'G'  entsprechen,  was  offenbar  absurd  ist. 
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S*  36.  Lehrsatz.  In  je  zwei  ähnlichen  Systemen  schliessen 
zwei  Gerade  des  einen  Systems  allemal  denselben  Winkel  ein» 
wie  die  entsprechenden  Geraden  des  andern. 

}.  36.  Lehrsatz.  In  zwei  ähnlichqyi  Figuren  haben  je  zwei 
entsprechende  Strecken  dasselbe  Verhältniss  zu  einander,  und  zwar 
Ist  dieses  Verhältniss  dem  Aehnlichkeitsverhältniss  gleich. 

Beweis.  Fallen  (Fig.  19.)  die  beiden  entsprechenden  Strecken 
AB  und  A'B'  in  die  Richtung  eines  Projectionsstrabis ,  und  ist 
O  der  Aehnlichkeitspunkt,  so  verhält  sich 

OA:OB=OA':OB', 
mithin 

OA--OB:  OA'-^  OB'  =  OA:  0A\ 

m 

Fallen  aber  AB  und  A*B'  nicht  in  die  Richtung  eines  Projections- 
strahls  (Fig.  10.),  so  leuchtet  ohne  Weiteres  ein,  dasssich  verhält: 

AB:A'B'=OA:OA'. 

(•  37.  Lehrsatz.  In  je  zwei  ähnlichen  Systemen  haben  ent- 
sprechende Flächenräume  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander, 
welches  dem  Quadrat  des  Aehnlichkeitsverhältnisses  gleich  kommt. 

Denn  man  hat  bekanntlich  (Fig.  10.) : 

A  ABC   __  Ä& 

Setzt  man  nun  das  Aehnlichkeitsverhältniss  -Q^t  gleich  m,  so 
ist  auch  'jrgi^=^^f  ^^^  ^1^^ 

Hat  man  zwei  beliebige  geschlossene  Vielecke,  so  wird  man  die- 
selben auf  entsprechende  Art  in  ähnliche  Dreiecke  zerlegen,  und 
es  folgt  dann  aus  der  Gleichheit  der  Verhältnisse 

A  ABC  ""  ^B'C'iy^  ' 
dass  man  auch  habe 


>  ^ABC+^BCD    _    , 
^A'B'C'+^BÜC^-^"^ 
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Bemerku ng.  Zvr ei  Dreiecke  mit  paarweise  gleichen  Winkels 
•ind  nach  unserer  DeGnitioD  ähnlich,  well  sie  sieh  so  legen 
lassen»  dass  Ihre  Seiten  paameise  parallel  laufen,  wodurch 
sie  zugleich  in  Centralperspective  kommen.  Zwei  beliebige  Viel- 
ecke ABCD....  und  AB'C'Jy,.,.  sind  offenbar  ähnnch,  wenn 
der  dritte,  vierte  und  jeder  folgende  Punkt  des  einen  Vielecks  to 
Bezug  auf  die   beiden  ersten   Punkte   durch  Dreiecke  bestimmt 

M  — 

werden,  welche  den  entsprechenden  Dreiecken  des  andern  SysteoM 
ähnlich  sind  und  die  bestimmenden  Dreiecke  in  beiden  Vielecken 
übereinstimmende  Lage  gegen  einander  haben.  Denn  legt  man 
dfe  Vielecke  so,  dass  ein  Paar  entsprechender  Dreiecke  in  Aeho* 
libhkeitslage  kommt,  so  werden  auch  alle  dbrigen  Dreiecke  hi 
Aehnlichkeitslage  sein,  und  weil  das  Projectionscentmm  durch 
zwei  Strahlen  bestimmt  ist,  so  werden  sämmtliche  Projections- 
strahlen  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

Die  fibrigen  Sätze  von  der  Aehnlichkeit  können  wir  f&gUch 
übergehen. 


Ton  don  BlseBflehaften  »füiier  Fli^iureB« 

.  §.  38.    Lehrsatz.    In  zwei  affinen  Systemen  werden  entspre* 
chende  Strecken  durch  entsprechende  Punkte  proportional  getbeiit. 

Beweis.  Fallen  (Fig.  20.)  die  beiden  entsprechenden  Punkt- 
reihen A,  B,  C  und  A\  ^,  C  in  die  Richtung  eines  Affinitfits- 
strahls,  und  ist  m  der  Durchschnitt  desselben  mit  der  Axe,  so 
hat  man 

Am        Bm        Cm 
'Am  ^  Wm^TFin* 

mithin 

Am — Bm         Bm —  Cm 
A'm~B^  ■"  B'm-C^' 

Sollte  die  Axe  dem  AfGnitätsstrahl  parallel  sein,   so  wfirde,    wie 
leicht  einzusehen  ist,    ABr=A'B\  BC=B'C  sein. 

Fallen  aber  die  beiden  Punktreihen  Af  B,  C  und  A\  B,  C*  nicht 
in  die  Richtung  eines  AfSnitätsstrahls ,  so  bedarf  es  nur  einer 
Betrachtung  von  Fig.  17.,  um  die  Richtigkeit  des  Behaupteten 
einzusehen. 

Bemerkung.  In  ähnlichen  Systemen  stehen  jedesmal  zwei 
Paare  entsprechender  Strecken  In  Proportion,  in  affinen  Systemen 
nur  dann,   wenn  je  zwei  Strecken,  die  demselben  Systeme  ange- 


DamtUimi  der  Verwamdisekafl  u.  d.  KepeUektütte  entämiiemd.  91 

hSreD»  in  eine  Gerade  fallen.  Hat  man  aber  in  einem  von  twei 
affinen  Systemen  iwei  parallele  Strecken ,  so  stehen  diese  eben« 
talls  mit  den  entsprechenden  Strecken  in  Proportion. 

Denn  es  seien  (Fig.  16.)  AB  und  CD  zwei  parallele  Strecken 
des  einen  Systems»  p  und  g  die  Punkte,  in  denen  die  Richtungen 
derselben  die  entsprechenden  Richtungen  auf  der  Axe  treffen. 
Alsdann  verhält  sich 

ABiA'B^ApiA'p, 
CDiC'D'—Cq.C'g. 

Nim  aber  sind  die  beiden  Dreiecke  AA'p  und  CC'q  einander  ahn* 
lieb»  weil  ihre  Seiten  paarweise  parallel  laufen ;  mithin  verhält  sieb* 

ApiA'p=CqiC'q 
nnd 

AB'.A'B'^CD.C'D'. 

§.  39.  Lehrsatz.  In  affinen  Systemen  haben  entsprechende 
Fliehen  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander ,  welches  dem 
Affinitätsverhältniss  gleich   ist. 

Beweis.  Es  seien  ABC  und  A'BC  (Fig.  21.)  zwei  entspre- 
chende Dreiecke  in  Figuren,  die  sich  in  Affinitätslage  befinden, 
D  und  D*  die  Punkte,  in  welchen  der  Strahl  BB'  die  Seiten  AC 
und  A'C  durchschneidet.  Alsdann  hat  man,  wofern  m  das  Affi- 
nitätsverhältniss bezeichnet. 


also  auch 


Bq-Dq         ,    .       BD 
B'Q—D'a'     **•  "•    WB--"^- 


•q-D-q 

Weil  nun  die  beiden  Dreiecke  ABD  und  A'B'I^  zwischen  den- 
selben Parallelen  liegen,  so  hat  man 

^ABD  _  BD  _ 
^  ÄB'D'  "•  BlP  •"  "*' 

nnd  ebenso  ist  auch 

^CBD  _  BD 
^C'B'D''^  B'D^ 
mitbin  auch 

^ABD^^BCD    _ 
A  A'B'D' + ^  B'C'D'  ■"  ^' 


=zm: 
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Hat  man  iirei  beliebige  eotsprechende  Flfichen»  ao  wird  man 
dieselben  in  paarweise  einander  entsprechende  Dreiecke  serlegen. 
Da  nun  je  zwei  entsprechende  Dreiecke  dasselbe  Verhältiiiss  su 
einander  haben,  so  wird  auch  die  Summe  der  einen  Gruppe  sar 
Summe  der  andern  in  demselben  Verhältnisse  stehen.  Hat  man 
aber  drei  Fif^uren»  von  denen  die  erste  der  zweiten  affin ,  der  drit* 
ten  fihniich  ist,  und  sind  dann  F^,  F«,  Fg  entsprechende  Flächeo 
in  diesen  Figuren,  so  hat  man 


indem  man  das  AlBnititsverhältniss  durch  m,  das  Aehnlicbkeitü* 
Terhältniss  durch  n  bezeichnet.    Hieraus  folgt  durch  Division : 

Zusatz.  Sind  die  Affinitätsstrablen  der  Aze  parallel,  so  sind 
Je  zwei  entsprechende  Flächenräume  einander  gleich. 

In  Fig.  22.  ist,  wie  leicht  einzusehen ,  DB:=D'B',  also  Drei- 
eck   ADß  =  A'D'ß'   und    DBC-  l>ß'C\ 

§.  40.  Lehrsatz»  Je  zwei  Dreiecke  kunnen  als  affine  Figu- 
ren angesehen  werden. 

Beweis.  Man  nehme  im  Dreieck  ABC  (Fig.  25.)  In  der  Rieh* 
tung  AB  einen  willkürlichen  Punkt  D  an  und  verbinde  D  mit  CX 
Sodann  bestimme  man  im  Dreieck  aßy  (Fisr.  25.  a.)  in  der  Bicli- 
tung  ttß  den  Punkt  d  dergestalt,  dass  derselbe  zu  a  und  ß  die- 
selbe Lage  hat,  wie  2>  zu  ^  und  £,  und  dass  sich  verhält 

ADiBD  =  ai.ß6', 

endlich  construire  man  Ober  CD  ein  dem  Systeme  ttßyS  ähnliches 
System  AB'CD,  Dann  sind  die  beiden  Dreiecke  ABC  und 
AB*C  in  Parallelperspective.     Denn  da  sich  verhält 

AD\BD^a^\ßb=  AD.BD, 

so  sind  die  Geraden  AA'  und  BB'  parallel.  Das  Dreieck  aßy  Ist 
aber  dem  Dreieck  A'B'C  ähnlich ;  folglich  stehen  ABC  und  aßy, 
wenn  nicht  In  unmittelbarer,  doch  in  mittelbarer  Affinität. 

§.41.  Lehrsatz.  Ist  ein  Viereck  ^I^CZ)  gegeben  (Fig.  23.), 
so  sind  durch  dasselbe  zunächst  sechs  Gerade  und  somit  deren 
Durcbschnittspunkte ,  bestimmt. 

Zwei  Vierecke  ABCD  und  A'B'C'D'  (Fig.  23.  und  Fig.  23. a.) 
sind  affin,  wenn  sich  in  denselben  zwei  i^aare  proportionaler 
Punktreihen  entsprechen. 
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Voraassetiong.  Bei  fibereinstlmnieoder  Aofeinanderfolge- 
der  auf  einander  bezogenen  Punkte  verhfilt  sich 

1)  AF:A'F'z=FC:PC, 

2)  BF:B'F*  =  FD:FD'. 

Behauptung.    Die  Vierecke i^^CZ)  und  A'B'C'D'  sind  affin. 

Beweis.  Man  construire  ein  dem  Dreieck  A'B'C  Ahnliches 
Dreieck  abcy  welches  mit  ABC  in  Aflßnität^lage  ist,  und  ergSnze 
darauf  abc  zu  einem  dem  Viereck  A'B'C'D'  ähnlichen  Vierecke 
abcd.  Dann  lässt  sich  beweisen,  dass  abcd  mit  ABCD  in  Affi- 
nUitslage  ist. 

Es  verhält  sich 

afifc  =  A'F'iF'C  =  AF:  FC, 

folglich  ist  Ff  parallel  mit  Aa  und  Cc.    FOr's  Zweite  verhält  sich 

bf:fd=zB'P:Piy=BF:FD, 

also  sind  auch  Dd  und  Ff  parallel.  Da  die  beiden  Djeiecke 
ABF  und  abf  in  Parallelperspective  liegen,  so  schneiden  sich 
BF  und  bf  auf  derselben  Geraden,  auf  der  sich  einerseits  AB 
und  ab,  andererseits  AF  und  a/* einander  treffen.  W^eiter  werden 
sich  dann  AD  und  ad,  sowie  auch  CD  und  cd,  auf  derselben 
Geraden  schneiden,  auf  der  AC  und  FB  die  ihnen  entsprechen- 
den Geraden  treffen  u.  s.  f.;  folglich  liegen  die  beiden  Vierecke 
ABCD  und  abcd  nicht  bloss  perspectivisch,  sondern  auch  axial. 

Zusatz,  1)  Je  zwei  Parallelogramme  sind  affin,  weil  sich 
ihre  Diagonalen  gegenseitig  halbiren. 

2)  Zwei  Paralleltrapeze  sind  affin ,  wenn  ihre  parallelen  Seiten 
in  Proportion  stehen. 

Voraussetzung.  In  den  Paralleltrapezen  ABCD  und 
A'B'C'D*  (Fig.  24.  und  Fig. 24. a.)  verhält  sich: 

AB:CD=:A'B:CD'. 

Behauptung.    Die  beiden  Figuren  sind  affin. 

Beweis.  Es  seien  F  und  F*  die  Durchschnittspunkte  der 
nicht  parallelen  Seiten.    Dann  verhält  sich: 

1)    AB:CDz=,AFiDF  =  BF:CF, 
2)    A'B':  C'/y  =  AT' :  D'F'  =  BT' :  C'F'; 


mUhin 


AFiA'F'  =  DF:D'F\ 
BF:BF'=zCF:C'F'. 
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§,  43.  Lehrsatz.  Zwei  beliebige  Vielecke  sind  affin,  wenn 
der  vierte,  Rlnfte  and  jeder  folgende  Punkt  des  ersten  in  Benag 
auf  die  drei  ersten  Punkte  durch  ein  Viereck  bestimmt  ist,  wel- 
ches dem  entsprechenden  Vierecke  des  andern  Systems  affin  Ist 

Construirt  man  zuerst  ein  Dreieck  abc,  welches  dem  Drei- 
ecke A'B'C  fihnlich  und  mit  ABC  in  Affinitätslage  Ist,  und  er- 
gänst  sodann  das  Dreieck  abe  zu  einem  dem  System  A'B'OiyB*^ 
ibniichen  System  abcde....^  so  ist  klar,  dass  dieses  letztere  wiX 
ABCÜE^,  in  Affinitätslage  sein  wird. 

$.  43.  Lehrsatz.  Sind  zwei  Dreiecke  in  Affinitätslage  ge- 
geben und  die  Richtung  der  Affinitätsstrahlen  senkrecht  aof  d^ 
Affinitätsaxe,  so  ist  das  kleinere  dieser  Dreiecke  das  kleinste  nnd 
das  grossere  das  grCsste  unter  allen  ähnlichen  Dreiecken,  welche 
mit  dem  andern  in  Parallelperspective  gebracht  werden  können« 

Beweis.  Man  denke  sich  (Fig.  26.)  die  beiden  gegebenen 
Dreiecke  mit  zwei  entsprechenden  Ecken  in  A  zusammengerflekt. 
Schneiden  sich  dann  die  entsprechenden  Seiten  BC  und  B'C*  in 
/>,  so  Ist  AD  die  Affioitätsaze.  Halten  wir  nun  die  beiden  fol- 
genden Bedingungen  fest:  erstens,  dass  die  beiden  Dreiecke  ABC 
und  Aß'C  in  Parallelperspective  bleiben  sollen;  zweitens»  dass 
die  Seite  B'C  durch  den  bestimmten  Punkt  D  der  Richtpng  BC 
gehen  soll,  —  so  lässt  sich  zeigen,  dass  das  Dreieck  AB'C*  in 
kein  anderes  ihm  ähnliches  verwandelt  werden  kann,,  ohne  die 
gestellten  Bedingungen  zu  verletzen. 

Die  Bedingung  der  perspectivischen  Lage  bestimmt  das  Ver- 
hältniss  DB':B*C\  da  sich  verhalten  muss: 

DB*:B'C'  =  DB'.BC. 

Die  Bedingung  der  Aehnlichkeit  bestimmt  einmal  den  Winkel 
DB*A  und  för's  Zweite  das  Verhältniss  B'C'iB'A;  mithin  ist 
zufolge  der  voranstehenden  Proportion  auch  das  Verhältniss 
DB'iB'A  bestimmt.  Da  nun  überdies  die  Seite  AD  gegeben 
ist,  so  Ist  das  Dreieck  AB'D  durch  die  gegebenen  Bedingungen 
vollkommen  liestimmt. 

Zieht  man  aber  nun  FF*  parallel  BB\  so  verhält  sieb 

BFiCF  ^  B'F'tC'F'. 

Construirt  man  also  über  AF  ein  dem  System  AB'C'F'  ähnliches 
System,  so  wird  dieses  mit  ABC  in  Affinitätslage  sein.  Dan 
fallen  aber  nicht  mehr  in  2>,  sondern  in  F  zwei  entsprechende 
Ponkte  Bosammen. 
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Am  dem  Vorsteheoden  geht  also  herror,  deed,  wetiii  iwei 
iteüebe  Dreiecke  mit  einem  dritten  in  Affinitfitslage  gebracht 
worden»  dieoeo  letztere  niemals  dieselben  Punkte  mit  beiden  als 
entsprechende  Punkte  gemein  haben  kann. 

Es  sei  also  einmal  Z>»  das  andere  Mal  F  derjenige  Punkt, 
welcher  mit  dem  ihm  entsprechenden  Punkte  zusammenf&llt  und 
im  erstem  Falle  BB'  und  CC  senkrecht  auf  AD\  G  aber  sei 
der  Dorchschnittspunkt  der  Geraden  AD  und  FF',  von  denen 
letstere,  wie  erwähnt,  mit  BB'  parallel  ist. 

Es  verhält  sich 

A  ABC:  A  AB'C  =  FGzF'G; 

ist  also  AB*C'  kleiner  als  ABC,  so  ist  auch  F'G  kleiner  als 
FG  und  mithin  die  Hypotenuse  AF'  kleiner  als  die  Hypotenuse 
AF;  folglich  ist  ein  Ober  ^IFconstruirtes,  dem  Systeme  ^A'C'/>' 
Ifanliches  System  grusser  als  dieses,  während  es  im  Gegentheil 
grGsser  sein  wird,  sobald  F*G  grosser  ist  als  FG. 

Zusatz»  1)  Unter  allen  ähnlichen  Dreiecken,  welche  mit 
einem  gegebenen  Dreiecke  in  Aflinitätslage  gebracht  werden  kön- 
nen, kann  es  nur  zwei  geben,  bei  denen  die  Richtung  der  AfB- 
nllätsstrahlen  senkrecht  auf  der'  AflSnitätsaxe  ist,  nämlich  das 
grOsste  und  das  kleinste  dieser  Dreiecke. 

3)  Es  seien  zwei  Dreiecke  in  AfBnitätslage  gegeben  (Fig.  22.) 
und  die  Richtung  der  Afßnitätsstrahlen  senkrecht  auf  der  Axe  AD. 
Consfroirt  man  nun  ein  Dreieck,  welches  kleiner  als  das  kleinere  der 
gegebenen  Dreiecke  ABC,  aber  demselben  ähnlich  ist,  so  steht  die- 
ses dritte  Dreieck  zu  ABCnnr  in  mittelbarer  Afßnität.  Eben  so  wird 
ein  Dreieck,  welches  dem  grösseren  Dreiecke  ABC  ähnlich  und 
grusser  als  dasselbe  ist,  mit  ABC*  In  mittelbarer  Affinität  stehen. 


Toa  dea  hamoBlffChen  StrahlenbOseheln  und  den  hnr« 

manischen  Pnnktrelhen. 

Bemerkunff.  In  dem  nun  folgenden  Abschnitte  werden  wir 
die  Regel  beobachten,  dass  wir  an  die  Strahlen  eines  gegebenen 
StrahlenbQschels  grosse  Buchstaben  setzen.  Durch  die  entspre- 
chenden kleinen  Buchstaben  werden  diejenigen  Punkte  bezeichnet 
werden,  in  welchen  diese  Strahlen  yon  irgend  einer  Transrersale 
geschnitten  werden. 

(.  44.    Erklärung.    VerUndet  mmn  den  Mittelpunkt  rfneu 
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ParaUelogramms  aca'ef  (Fig.  27.)  mit  den  Ecken  desselben  ond 
mit  den  Mitten  der  Seiten,  so  bilden  je  vier  aaf  einender  fotgende 
der  vom  Mittelpunkt  O  auslaufenden  Strahlen  einen  barmonlsehaD 
Büschel  und  werden  auch  ?ier  Harmonikalen  genannt 

Ein  harmonischer  Büschel  ist  also  ein  solcher,  dessen  Cen* 
trum  O  zum  Mittelpunkte  eines  Parallelogramms  gemacht  werden 
kann,  in  welchem  zwei  der  gegebenen  Strahlen  durch  benach* 
harte  Ecken,  die  beiden  andern  durch  die  Mitten  zweier  susam* 
menstossender  Seiten  gehen. 

Verbindet  man  in  dem  gegebenen  Parallelogramm  aca'e^  die 
Mitten  der  Seiten  unter  einander,  so  entsteht  ein  neues  Paralle* 
logramm  bdb'd\  in  welchem  diejenigen  Strahlen  durch  die  Ecken 
gehen ,  welche  vorhin  durch  die  Mitten  de#  Seiten  gingen  and 
umgekehrt. 

In  einem  harmonischen  Büschel  heissen  der  erste  und  dritte 
Strahl,  sowie  der  zweite  und  vierte  zugeordnete  Strahlen. 

§.45.  Lehrsatz»  Durchschneidet  man  drei  von  vier  gege- 
K»enen  Harmonikalen  durch  eine  dem  vierten  Strahl  parallele  Trane- 
versale,  so  ist  der  mittlere  Durchschnittspunkt  von  den  lieiden 
äusseren  gleich  weit  entfernt  (Fig.  27.) 

In  der  That  ist  aßy  parallel  mit  OD  und  also  auch  mit  iACf 

so   ist   aß^zzßy. 

» 

§.  46.    Zusatz.    Durch  drei   gegebene  Strahlen   ist  allemal 

der  vierte  harmonische  Strahl  bestimmt    (Fig.  27.)  * 

Denn  gäbe  es  zwischen  OA  und  OC  ausser  dem  Strahl  OB 
noch  einen  andern,  welcher  mit  OA,  OQ  OD  einen  harmonischen 
Büschel  bildete,  so  müsste  jede  mit  OD  parallele  Transversale 
nicht  bloss  von  OB,  sondern  auch  von  jenem  andern  Strahl  hal- 
birt  werden. ' 

§.  47.  Zusatz.  Maa  erhält  allemal  einen  harmonischen  Bü- 
schel, wenn  man  einen  beliebigen  Punkt  O  mit  den  Endpunkten 
einer  Strecke  ac  und  mit  deren  Mitte  ö  verbindet.    (Fig.  27.) 

Denn  macht  man  Oa'=:Oa,  O&^zOc,  so  wird  a*&  gleich  nnd 
parallel  mit  ac,  also  aca'c'  ein  Parallelogramm,  in  welchem  OÄ 
und  OC  durch  swei  benachbarte  Ecken,  OB  und  OD  durch  die 
Mitten  zweier  Seiten  gehen. 

§.  48.  Lehrsatz.  Halbirt  man  (Fig.  27.)  einen  Winkel  AOC 
durch  OB  und  errichtet  darauf  im  Scheitel  O  ein  Loth  OD  avf 
der  Halbirungslinie,  so  erhält  man  vier  Harmonikalen. 

Beweis.  Denn  zieht  man  die  Transversale  abc  parallel  mit 
OD,  so  ist  A06a^  Obc\  mithin  o6  =  6c. 
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'f.  41^.  Zusatz.  1)  Stehen  in  einen  harmonischen  fifischel 
swel  -»igeordoete  Strahlen  auf  einander  senkrecht»  so  wird  der 
Winkel,  irelchen  die  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen  mit 
einander  bilden ,  durch  den  zwi^chenf legenden  Strahl  halbiri  Denn 
sonst  wflrde  die  Halbirnngslinie  dieses  Winkels  ebenfalls  eine 
vierts  Hannonikale  zu  den   drei  andern  Strahlen  sein. 

2)  Wird  in  einem  harmonischen  Büschel  der  von  zwei  zugeord- 
neten Strahlen  gebildete  Winkel  durch  den  zwischenliegenden 
Strahl  balbirty  so  stehen  die  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen 
ssokrecht  auf  einander. 

,§.  SO.  ErAlävung.  Man  sagt,  die  Strecke  ae  (Fig.  27.  a.) 
wsrds^,voii  den  beiden  Punkten  6  und  d  harmonisch  getheilt^  wenn 
die  AhstSnde  des  Punktes  b  von  u  und  c  sich  eben  so  zu  einan- 
der  verhalten,  wie  die  Abstände  des  Punktes  d  von  eben  diesen 
Pankten,  also  wenn  man  hat: 

ab:cb^=  ad:  cd. 

Wird  die  Strecke  ac  in  b  und  d  harmonisch  getheilt,  so  wird 
aacb  M  in  a  und  c  harmonisch  getheilt;  denn  aus  der  obigen 
Proportion  folgt  durch  Umstellung  der  Mittelglieder: 

öa:da  =  bc:  de. 

Die  Punkte  o,  b,  c,  d  heissen  vier  harmonische  Punkte  oder 
eine  harmonische  Punktreihe;  a  und  c,  sowie  andererseits  b  und 
d,  heissen  zugeordnete  Punkte. 

§.  51.  Lehrsatz.  Ein  har^ponischer  Büschel  wird  von  jeder 
Transversale  in  vier  harmonischen  Punkten  durchschnitten..  (Fig.27.  a.) 

Beweis.  Man  ziehe  durch  den  Punkt  c  eine  Parallele  b'd^ 
mit  Oa.  Dann  ist  das  Dreieck  Oab  ähnlich  dem  Dreieck  b'eb 
and  ebenso  A  Oadco^d'cd.    Es  verhält  sich  also: 

Oaicb'  ^=zab:cb, 
Oa:cd'=:zad:cd: 

sm  aber  ist  6'cr=cif ,  also  hat  man: 

a&:c6  =  ad:  cd. 

§.  52.  Lehrsatz.  Verbindet  man  sämmtliche  Punkte  einer 
harmonischen  Punktreihe  mit  irgend  einem  Punkte  O,  so  bilden  die 
Verbindungslinien  allemal  einen  harmonischen  BGschel.  (Flg.  27.  a.) 

Varsassetsnng.    Es  verhält  sich 

ah:eb  ^=^  nd:ed. 

ThcU  XXIX.  7 
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BahauptoQg.    OA,  OB,  OC,  OD  sind  rier  fiarnM|iiliM«i. 

Beirei«.    Zieht  man  Ved*  parallel  nnH  Oa^  so  verUH  sM 

•■   .         .       ' 

Oa :  A'c  =  ii6 :  c6 » 
Oa:eci' =  «<f:eci; 

mithin  ist  wegen  der  Voraussetzung: 

Oaib'czsiOaicd'. 
ö'c^cd'. 

$.  (ß.  Lehr  satt.  Werden  in  einem  harmonischen  Bflaebel 
▼on  swei  beliebigen  Punkten,  die  aaf  zwei  sogeordneten  Strahlen 
Hegen,  Lothe  auf  die  beiden  andern  zugeordneten  Strahlen- ge- 
fillt,  so  stehen  die  vier  geteilten  Lothein  Proportion.  (Fig.S7.a.) 

Beweis.    Um  zu  beweisen,  dass  sich  ?erbftlt 

bkidk  =  blidl\ 

liehe  man  durch  b  und  d  eine  Transversale  abcd,  AlsdaAB  ver- 
hält sich  . 

«i6:im(  =  c6:c</; 

nun  aber  ist  ^abkco^adk!  und  l^bclco l^dct,  rntthin  verhilt 
sich 

bkidWzizabiad, 

bl  :  dV  =zcb:cd; 
woraus  sogleich  das  Behauptete,  hervorgeht. 

Zusatz.    Ist  umgekehrt  die  Proportion 

bk.dk'^blidV 

gegeben,  so  leitet  man  wiederum  daraus  ab: 

abiad^^cbicdi 

mithin  sind  vier  Strahlen  harmonisch,  wenn  die  Entfernungen 
eines  Punktes  im  zweiten  Strahl  vom  ersten  und  dritten  Strahl 
sich  ebenso  zu  einander  verhalten,  wie  die  £ntfetnugea  eines 
Punktes  im  vierten  Strahl  von  denselben  Strahlen. 

§.  54.  Lehrsatz,  Sind  auf  einer  Geraden  zwei  feste  Punkte 
a  und  b  gegeben,  so  ist  die  Lage  jedes  dritten  Punktes  c  voll* 
kommen  bestimmt,  wenn  zuerst  bekannt  bt,  ob  dieser  Pnokt 
zwischen  den  Punkten  a  und  b  oder  ausserhalb  derselben  liegt, 
und  wenn  zweitens  das  VerhSltnlss  der  Abstände  des  Punktes  e 
von  den  Punkten  a  und  6  gegeben  ist.    (Fig.  28.) 


*  i 
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Bewwis.'  Ll^jft  t  zwifldieo  n  mA  b,  so  nfanftit  das  Veiiiält« 
oiss  7-  la,  wenn  sich  c  dem  Punkte  b  näbert«  dagegen  ab»  wenn 

e  D&her  an  o  rfickt.  Ist  zweitens  d  ein  Punkt  in  der  Verlange- 
ruDg  Ton  ab,  B9  kann  es  auf  derselben  Seite  von  ab  keinen  Punkt 
op  gebflo»  welcber  die  Bedingung 

(uc       ad 
bx       bd 

erfUlte;  denn  alsdann  wSre  auch 

# 

tLx^^ad      -   ,     dx  ^^  ad 
bx — bd*  '   dx  "^  bd* 

was  offenbar  ungereimt  ist. 

■ 

§•  16.  Zusatz.  Durcb  drei  gegebene  Punkte  auf  einet  ge- 
rades Linie  ist  allemal  der  vierte  harmonische  bestimmt^  wenn 
neoii  beicannt  ist»  welche  beiden  der  gegebenen  Punkte  sugeord- 
nete  sein  sollen. 

{•  06.  Aufgabe,  Die  Strecke  ac  harmonisch  zu  theilen, 
wenn  noch  einer  der  Theilpunkte  gegeben  ist. 

Auflösung.  Man  schlage  Aber  ae  einen  Halbkreis.  Ist  nun 
der  Punkt  b  zwischen  a  und  c  als  der  eine  Theilpunkt  gegeben, 
se  erricbte  man  in  b  das  Loth  bx  bis  zur  Peripherie,  ziehe  In  x 
eine  Tangente  an  den  Halbkreis  und  verlängere  dieselbe,  bis  sie 
die  Kichtung  ac  in  d  durchschneidet.  Dann  ist  der  Punkt  d  der 
gesucbte  vierte  harmonische  Punkt  Wäre  d  gegeben  und  b  ge- 
sechl»  so  wfirde  man  von  d  aus  eine  Tangente  ziehen  und  vom 
Berfibmngspunkt  x  ein  Loth  auf  ac  ßillen. 

Beweis.  Verbindet  man  x  mit  a  und  c,  so  ist  W.  bxd 
a:  W«  box  =  W.  bxc,  dabei  ist  W.  axc  =  R ;  folglich  x  das  Centrum 
dnee  hannonischen  Büschels.    (§.  48.)- 

Fällt  b  in  die  Mitte  von  ac^  so  wird  die  Tangente  in  x  pa- 
rallel mit  ac;  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  a,  6,  c  liegt  als- 
dann in  unendlicher  Entfernung,  oder,  genauer  ausgedrückt,  es 
l^ebt  keinen   vierten  harmonischen  Punkt 

INe  beiden  Punkte  b  und  d  liegen  immer  auf  derselben  Seite 
der  MMe  von  oc  Fällt  6  mit  a  oder  c  zusammen,  so  ilillt  d 
jßieamUi  In  denselben  Punkt 

Denkt  man  sieb  den  Punkt  a  in  unendifche  Entfernung  gerfickt, 
•0  mit  c  in  di^  Mitte  von  bd. 

'  Anmerknnp.    Die  Betrachtungsweise,  nach  weleiker  Paral- 
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lellinien  eineo  DorchschnitUpunkt  haben»  welcher  In  onesdHcher 
Entfernung  liegt »  ist  Ar  den  Vortrag  des  hier  behandelten  Gt* 
genstandes  von  grosser  Wichtigkeit. 

Denkt  man  sich  einen  Strahlenbdschel  von  einer  Transrersah 
dnrchschnitten  9  so  entspricht  jedem  Punkte  der  Transversale  eh 
bestimmter  Strahl;  dem  unendlich  entfernten  Punkte  entspricht 
derjenige  Strahl,  welcher  der  Transversale  parallel  Ifiuft.  Da  ei 
aber  nur  einen  Parallelstrahl  giebt,  s6  i^t  der  unendlich  entremle 
Punkt  der  Transversale  gleichsam  ein  vollkommen  bestimmter 
Punkt»  und  es  ist  dabei  gleichgilltig,  nach  welcher  Seite  bin 
denselben  versetzt.  Mehrere  unter  einander  parallele  Linien 
den  hiernach  ebenfalls  so  angesehen,  als  schnitten  sie  sich  in 
demselben  Punkte. 

(.  66.  Lehrsati.  Halbirt  man  in  einem  Dreiecke  ABC  iwk 
Winkel  A,  so  bildet  die  Halbirungslinie  auf  der  gegenaberliegeB« 
den  Seite  Abschnitte«  die  sich  verhalten,  wie  die  anli^^nidee 
Seiten,  nämlich: 

BDiDC^BAiDA. 

§.  57.  Lehrsatz.  Der  geometrische  Ort  der  Spitsen  aller 
Dreiecke  Ober  einer  gegebenen  Grundlinie  BCy  in  denen  die  bei- 
den andern  Seiten  ein  constantes  Verbältniss  zu  einander  babei^ 
Ist  eine  Kreislinie,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Geraden  BC  liegt 
und  durch  welche  die  Strecke  BC  harmonisch  getheilt  wird. 

Beweis.  Es  sei  AD  die  Halbirungslinie  des  Winkele  A» 
Ist  nun  das  Verhältniss  der  Seiten  AB  und  AC  gegeben,  so  ist 
tiigleich  daA  Verhältniss  BDiDC  gegeben  und  somit  der  Punkt 
D  bestimmt.  Errichtet  man  nun  in  A  ein  Loth  auf  AD,  so  trift 
dieses  Loth  nach  %,  48.  den  vierten  harmonischen  Punict  £  u 
B^  Dt  C\  mithin  ist  der  Punkt  E  ebenfalls  bestimmt.  Da  nun 
aber  der  Winkel  DAE  ein  Rechter  ist,  so  liegt  der  Ponkt  A  in 
der  Peripherie  eines  Kreises,  welcher  die  Strecke />£  aum  Durch- 
messer hat. 

§.  58.  Erklärung.  Man  sagt,  zwei  Kreise  stehen  senk- 
recht auf  einander ,  wenn  im  Durchschnittspunkte  die  Tangeeten 
beider  Kreislinien  senkrecht  auf  einander  stehen.  Es  leiKchtet 
sogleich  ein,  dass,  wenn  dies  in  einem  der  Schnittpunkte  der  Fall 
ist,  es  auch  im  andern  Statt  finden  muss.  Zwei  Radien  des 
einen  Kreises  sind  alsdann  Tangenten  des  andern. 

§.  69.  Lehrsatz,  Zieht  man  durch  zwei  zugeordnete  voe 
fier  harmonischen  Punkten  eine  beliebige  Kreislinie,    doreh  die 
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beidMi  andern  aber  eine  eolcbe,  deren  Mittelpunkt  mit  denselben 
Ib  gerader  Linie  liegt,  ao  stehen  die  beiden  Kreise  senkrecht 
aaf  einander.    (Fig.  31.) 

Beweis.  Es  seien  A^  B,  C,  D  vier  harmonische  Punkte, 
die  Strecke  AC  Sehne  eines  Kreises,  die  Strecke  BD  der  Durch- 
■eessr  eines  sweiten»  F  der  Durchscbnittspunkt  beider  Kreise; 
aledaan  behaupte  ich,  dass  der  Radius  FG  des  Kreises,  welcher 
doreb  ß  und  D  geht,  eine  Tangente  des  andern  Kreises  sei. 
Die  Strahlen  FA,  FB,  FC,  FD  »ind  vier  Harmonikalen ,  der 
Strahl  FD  steht  aber  senkrecht  auf  FA;  folgiich  ist  W.  AFB 
=  W.  BFC.    Nun  ist 


W.  FBG  =  W.  BFG  =  BFC^  CFG , 

aber  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  AFB  ist  auch 

W.  FBG  =  FAB  +  AFB; 
mithio 

BFC  +  CFG  =  FAB  +  AFB. 

Hebt  man  die  beiden  gleichen  Winkel  BFC  und  AFB  gegen 
einander  auf,  so  bleibt 

W.  CFG  =  W.  FAB. 

Die  Linie  FG  ßillt  also  mit  der  Tangente  in  F  zusammen,  da 
der  Winkel,  den  eine  Sehne  mit  einer  Tangente  im  BerOhrungs- 
ponl^te  bildet,  dem  Peripheriewinkel  im  entgegengesetzten  Ab- 
ecbaitt  gleich  ist. 

{.  flO.  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Stehen  zwei  Kreise  senk- 
raeht  auf  einander,  so  wird  jeder  Durchmesser  des  einen  durch 
die  Peripherie  des  andern  harmonisch  getheilt.    (Fig.  31.) 

Beweis.  Ist  der  Radius  FG  des  einen  Kreises  eine  Tan- 
gente des  andern,  so  ist  W.  GFC=iW.  FAC.     Nun  aber  ist 

W.  AFB  =  FBC-FAC/ 
W.  CFB=zFBC—GFC; 

Mglieh  W.  AFBzsVf.  CFB.  Da  nun  FD  senkrecht  steht  auf  FIT, 
••  sind  FA,  FB,  FC,  FD  vier  Harmonikaien. 

Zusatt.    Bekanntlich  ist  (Fig.  31.): 

FG^  =  AGxCG. 

Da  noD  FG=^FB  und  =zFD  ist,  so  bat  man  folgenden  sehr 
bemerkenswerthen  Satz: 
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Halbirt  niao  iu  «iner  harmoniseiien  Punlctreih*  die  StffOtkt 
xwiacben  swei  zageordnfcteo  Panklen,  «o  ist  die  erlmltMM  Hlll^ 
die  mittlere  Proportionale  aus  den  Entfemongen  de«  Halbinmn»- 

puiiktes   von    den    beiden  andern   zugeordneten   Punkten. 

.  ■ 

§«  6L  Lehrsatz.  Zwei  harmonMche  Paoktrelhen  Begev  pe^ 
spectiviach,  so  bald  sie  einen  gemeinaamen  Punkt  habe» p. -«ad 
svrar  in  Beiug  auf  iwei  Projectionacentra.    (Fig>  3ä.) 

Beweis.  Man  verbinde  zuerst  diejenigen  beiden  Punkte  c 
und  c',  welche  von  dem  gemeinsamen  Punkte  o  durch  je  einep 
zwischenliegenden  Punkt  getrennt  sind.  Ist  alsdann  O  der  Dqrcfc- 
schuittspunkt  der  beiden  Geraden  bb'  und  cc',  so  behaupte  ich, 
dass  auch  ddf  durch  diesen  Punkt  gehen  muss.  Denn  angenom- 
men, es  wäre  nicht  der  Fall,  so  ivifirde  die  Gerade  Od'  in  der 
Richtung  der  Reihe  abcd  einen  fiinften  Punkt,  etwa  den  Punkt 
X,  treffen.  Dann  wSre  der  Annahme  nach  einmal  d  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  a,  b,  c;  der  Punkt  x  aber  wSre  ebenlklb 
der  vierte  harmonische  Punkt  zu  a,  6,  c,  weil  die  Strahlen  Oa, 
Ob',  Oc' i  Od'  vier  Harmonikaien  sind.  Dies  aber  ist  nicht  ni9|^ 
lieh,  da  durch  drei  gegebene  Punkte,  von  denen  zwei  bestlnamte 
einander  zugeordnet  sind,  der  vierte  harmonische  Punkt  bestimmt 
ist.  (§.  55.)  Sollte  bb'  parallel  mit  ce'  sein,  so  wflrde,  wie  leldit 
einzusehen,   auch  dd'  parallel  cc'  sein. 

Ist  P  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  bd'  und  eef,  m 
beweiset  man  auf  ganz  Shniiehe  Art,  dass  auch  b'd  dnroll  dee 
Punkt  P  gehen  muss. 

Zum  atz.  Zwei  harmonische  Punktreihen  liegen  auch  penspec- 
tiviseh,  so  bald  sie  mit  drei  Paaren  ihrer  Punkte  perspecthriseh 
liegen.    (Fig.  33.) 

§.  62.  Lehre  atz.  Zwei  harmonische  Büschel  liegen  axial, 
wenn  sie  einen  gemeinschaftlichen  Strahl  haben,  d.  h.  wena  ein 
Strahl  von  jedem  JSfischel  durch  das  Centrnm  des  andern  geht. 
(Fig.  34.) 

Beweis.  Es  sei  d  der  Durchschnitt  derjenigen  beiden  Strah- 
len, die  von  dem  gemeinschaftlichen  Strahl  OP  durch  einen  twieeht»- 
liegenden  getrennt  sind.  Ist  nun  c  der  Durchschnittspunkt  der 
Strahlen  OC  und  PC\  so  wird  behauptet,  dass  der  Punkt  a,  in 
welchem  sich  die  Strahlen  OA  und  PA'  durchschneiden,  mit  c 
und  d  in  gerader  Linie  liegt 

■ 

Angenommen,  dies  wäre  nicht  der  Fall,  so  wGrde  die  Rich- 
tung cdy  welche  den  gemeinsamen  Strahl  OPxn  b  schneiden  mag. 
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wti'Amm  Strahl  Od  aineo  Pankt  Xy  welcher  nicht  mit  a  «asam« 
«leofielet  ond  auf  dem  Strahl  PA'  eineo  Pookt  y  treffen.  Dann 
wären  aber  sowohl  xbcd  al«  j/bcd  harmonische  Punktreihen«  was 
nicht  möglich  ist. 

Ebenso  leicht  zeigt  man  >  dass,  wenn  von  den  drei  Linien  OA, 
PAt  und  cd  zwei  parallel  sind »  auch  die  dritte  ihnen  parallel  Ist, 
wen  alsdann  6  In  der  Mitte  zwischen  e  und  d  liegen  wird. 

Zusatz.  Zwei  harmonische  BOschel  liegen  auch  axial»  wo- 
brn  sie  mit  drei  Paaren  ihrer  Strahlen  axial  liegen. 


Blaige  ▼•rlftafli^e  Brklftninireii  und   üehrsAtse  Aber 

Conformltftt. 

t 

^  63*  Erklärung.  Wir  sagen,  swei  Ponktreihen  seien  in 
Cenformit&tslage»  wenn  sie  in  Centralperspective  liegen  nnd  Ihre 
lUchtungeo  nicht  parallel  sind.  Zwei  Punktreiben»  welche  an 
eiaander  In  Conformitätslage  gebracht  werden  können,  heissen 
ccmTonn. 

Hiernach  kann  man  zwei  beliebige  Pnnktreihen  von  je  drei 
Ptakten,  welche  weder  proportional,  noch  congruent  sind,  als 
conform  aoeehen.  Werden  sie  oHmlich  in  eine  solche  Lage  gebracht, 
daae  sie  einen  gemeinsamen  Punkt  a  haben  (Fig.  36.),  so  werden 
sich  die  Geraden  bb'  und  c&  in  irgend  einem  Punkte  O  durch- 
schneiden. Denkt  man  sich  also  noch  den  Punkt  a  mit  O  ver- 
banden, so  sind  die  beiden  Punktreihen  in  Centralperspective. 
F^gt  man  aber  den  drei  Punkten  <i,  6,  c  noch  eineo  vierten  Punkt 
d  hinzu,  so  trifft  der  Strahl  Od  einen  bestimmten  Punkt  d'  in 
der  andern  Reihe,  welcher  dem  Punkte  d  entspricht  Es  wird 
geseigt  werden,  dass  man  immer  denselben  Punkt  d'  erhält,  un- 
ter welchem  Winkel  man  auch  die  Reihen  abc  nnd  a'b'e*  zusam- 
■Malegen  mag.    Zunächst  mag  folgende  Bemerkung  genügen: 

Zwei  harmonische  Puoktreihen  sind  im  Allgemeinen  conform; 
sie  können  aber  auch  proportional  und  auch  congruent  sein  nach  §.61. 

{.  64.  Erklärung.  Man  sagt  von  zwei  Figuren,  sie  seien 
in  Conformitätsiage,  wenn  dieselben  perspectiviscb  und  axial  lie- 
gen, und  sowohl  das  Projectionscentrum ,  als  auch  die  Axe  im 
#nd  liehen  Räume  liegt. 

§,  66.  Lehrsatz.  Zwei  verwandte  Figuren,  wetehe  in  Cen» 
tralpefspective  liegen,  sind  In  Conformitätslage,  wenn  diejenige 
Strecke  eines   jeden   Projectionsstrahls,    welche   swiscben    den 
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Centram  ond  einer  feeteo  Geraden  liegt,  von  je  swei  en(»preelieB* 
den  Punkten  harmonisch  getheilt  wird.    (Fig.  37.) 

Beireis.    Es  seien  k  and  /  die  Durcbschnittspankte  iWete 

Projectionsstrahlen  mit  der  festen  Geraden  XY  und  Oaka\  sowie 

Oblb'  harmonische  Punlctreihen ,   so  werden  sich  die  Geraden  üb, 

*  a'b\  kl  in  einem  und  demselben  Punicte  schneiden   oder  einander 

parallel  sein ,  da  beide  Reihen  den  gemeinsamen  Punkt  O  haben» 

Der  vorstehende  Lehrsatz  enthält  nicht  die  einaige  Bedin* 
gung,  unter  welcher  Figuren  in  ConforroitftUlage  gedacht  werden 
können.  Im  gegenwärtigen  Falle  liegen  übrigens  die  beiden  Figu- 
ren involutoriscb ;  denn  sieht  man  den  Punkt  a'  als  Punkt  des 
ersten  Systems  an,  so  wird  der  ihm  entsprechende  Punkt  in  a 
fallen. 

§.  66.  Erklärung.  Für  diejenigen  Punkte  eines  Systems, 
welche  in  der  Mitte  zwischen  Conformitätspunkt  und  Axe  liegen, 
giebt  es  keine  entsprechenden  Punkte  in  dem  andern  Systemei, 
sie  liegen  in  unendlicher  Entfernung.  Ein  Punkt  eines  Systems, 
fiir  welchen  es  keinen  entsprechenden  Punkt  in  dem  andern  System 
giebt»  beisst  ein  Gegenpunkt.  Im  gegenwärtigen  Falle  liegen  die 
Gegenpuokte  beider  Systeme  auf  einer  Geraden,  welche  der  Aze 
parallel  ist  und  von  dieser  und  dem  Centrum  gleichen  Abstand 
hat.    Sie  beisst  die  gemeinsame  Gegeoaxe  beider  Systeme. 

Nicht  immer  haben  Figuren  in  Conformitätslage  eine  gemein* 
same  Gegenaxe. 

§.  67.  Folgerungen,  1)  Jede  Gerade  des  einen  Systems 
ist  dem  Projectionsstrahl  parallel,  welcher  durch  den  Gegeoponkt 
der  entsprechenden  Geraden  geht.    (Fig.  38.) 

Beweis.  Es  sei  m  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  mp 
mit  der  Gegenaxe  VV,  n  der  Durchsehnittspunkt  des  Projectrons- 
strahls  Om  mit  der  Conformitatsaxe  XY. 

Die  Gerade  a'p  kann  den  Strahl  Om  nicht  schneiden,-  weil 
der  Durchschnittspunkt  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  Omn 
sein  würde. 

2)  Schneiden  sich  zwei  Gerade  des  einen  Systems  auf  der 
Gegenaxe  in  m,  so  sind  die  entsprechenden  Geraden  parallel,  nnd 
umgekehrt : 

Sind  die  Geraden  a'p  und  b'q  parallel,  so  schneiden  sieb  die 
entsprechenden  Geraden  ap  und  bq  auf  der  Gegenaxe.  Nur  wenn 
zwei  Gerade  beide  der  Conformitatsaxe  parallel  sind,  so  entspre- 
chen wiederum  zwei  Gerade,  die  einander  und  der  Confomitfits- 
axe  parallel  sind. 


-'  f.  68.  >  Pmlgerungem    Au«  dem  Voratebeöden  erglebt  «Ich! 

1)  DurchachnittspuDkte  von  entAprechenden  Geraden  sind  aot- 
eprecbeode  Pookte.    (Fig.  37.) 

Werden  die  Punkte  p  und  q,  io  denen  die  Creraden  ab  ond 
cd  den  ibnen  entsprechenden  Geraden  auf  der  Conformitätsaxe 
begegnen^  mit  dem  Centrum  O  verbunden,  ao  werden  dieselben 
Centra  von  zwei  faarrooniscben  Büscheln,  welche  den  StrabI  p^ 
gemein  haben  und  daher  axial  liegen  müssen.  Demnach  liegen 
die  Durcbscbnittspunkte  /  und  f  mit  dem  Centrum  O  in  gerader 
Linie,  und  wenn  man  den  Strahl  Off  zieht,  so  wird  diejenige 
St^ke  desselben,  welche  zwischen  Centrum  und  Aze  liegt,  in 
f  und  f  harmonisch  getbeilt!  Folglich  sind  f  und  f  entsprechende 
Ponkte. 


^  lAegen  die  Punkte  afb  In  gerader  Linie,  so  liegen, 
die. ihnen  entsprechenden  Punkte   des  andern  Systems  ^f'ö'  kt 
gerader  Linie. 

3)  Schneiden  sich  drei  Gerade  des  einen  Systems  In  einem 
oinsigen  Punkt;  welcher  nicht  auf  der  Gegenaxe  liegt,  so  schnei- 
den sich  auch  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  einem  und 
denselben   Punkte. 

4)  Vier  harmonischen  Punkten  des  einen  Systems  entsprechen 
wiederum  vier  harmonische  Punkte. 

Fallen  die  beiden  Punktreiben  nicht  in  die  Richtung  eines 
Projertionsstrahls,  so  folgt  die  Richtigkeit  der  Behauptung  un- 
mittelbar aus  der  perspectivischen  Lage  beider  Systeme. 

Fallen  aber  (Fig.  39.)  die  beiden  Reihen  in  die  Richtung  eines 
Pfojectionsstrahls,  so  ziehe  man  einen  zweiten  Projectionsstrahl 
durch  den  beliebigen  Punkt  n  der  Axe  und  theile  denselben  in  f 
und  f  harmonisch ,  so  dass  man  also  f  und  f  ala  entsprechende 
Punkte  ansehen  kann.  Dann  werden  die  Geraden  af,  öf,  ef,  df 
die  ihnen  entsprechenden  Geraden  auf  der  Axe  XY  bezüglich  in 
a,  /3,  y,  d  treffen.  Sind  nun  ahcd  vier  harmonische  Punkte,  so 
ist  auch  die  Reihe  ojSyd  harmonisch  und  folglich  auch  a'b'e'd'. 

Liegt   einer    der   vier   harmonischen    Punkte    abcd   (Fig.  40.), . 
etwa  der  Punkt  a,  auf  der  Gegenaxe,  und  ist  c  der  ihm  zugeord- 
nete  Punkt,  so  liegt  der  dem  letztem  entsprechende  Punkt  cf  in 
der  Mitte  zwischen  b'  und  d'. 

Denn  die  vier  Strahlen  Oa,  06,  Ocy  Od  bilden  einen  bar- 
monisehen  Büschel ,  die  Transversale  b'e'd'  ist  parallel  dem  Strahl 
Oa  nach  $.  67.,  folglich  ist  e*  die  Mitte  zwischen  b'  und  d'.   Lige 
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10  Fig.  30.  der  Punkt  a  auf  der  Gegenaze»  eo  wilrde  of  ab  ent- 
sprechend  mit  af  dem  Strahl  Oa  nach  §.  67.  parallel  nein.  In 
Besug  auf  den  harmonischen  Büschel,  dessen  Centrnm  f  Ist,  wflrde 
also  b'&d'  eine  dem  Strahl  af  parallele  Transversale  sein»  wo- 
raus wiederum  folgt,  dass  c'  die  Mitte  zwischen  6'  und  «P  sein 

5)  Einem  harmonischen  Büschel  entsprechen  wiedehiitt  vier 
Barmonlkalen.  Die  Behauptung  folgt  für  StrahlenbOschei,  deren 
Centrum  nicht  auf  der  Conformitfitsaxe  liegt,  unmittelbar  aus  der 
ftxiaien  Lage. 

Fallen  aber  die  beiden  Centra  in  einen  Punkt  der  Confomi- 
tfttsaze,  so  ziehe  man  vom  Gentrum  O  einen  beliebigen  Projae- 
tionsstrahl.  Derselbe  schneidet  je  zwei  entsprechende  StrabUn 
der  beiden  Büschel  in  entsprechenden  Punkten.  Ist  also  die  eine 
Reihe  von  susanmengehOrigen  Punkten  harmonisch,  so  wird  es 
auch  die  andere  sein;  folglich  sind  auch  die  Strahlen,  wetebe 
durch  diese  Punkte  hindurch  gehen,   harmonisch. 

Anmerkung*  Das  Projectionscentrum  ist  als  ein  gemeinsa- 
Bier  Punkt  der  beiden  Systeme,  die  Axe  als  eine  Reihe  geaeia- 
samer  Punkte  anzusehen. 

Anstatt  weiter  zu  gehen,  wollen  wir  das  bisher  Torgetragene 
durch  eine  Reihe  von  Anwendungen  erläutern. 


Tom  Kreise. 

{.69.  Lehrsatz,  Zwei  Kreise  sind  allemal  ähnliche  Figu- 
ren ;  jede  Lage  derselben  ist  eine  Aehnlichkeitslage  und  swar  in 
Bezug  auf  zwei  Aehnlichkeitspunkte.    (Fig.  41.  und  Fig.  4L  a.) 

Beweis.  Man  ziehe  die  Centrale  cc'  und  sodann  zwei  pa- 
rallele Halbmesser  Ca  und  cV,  entweder  wie  in  Fig.  41.  nach  einer 
tmd  derselben  Seite,  oder  wie  in  Fig.  4L  a.  nach  entgegengesetz- 
ten Seiten.    Verbindet  man  nun  die  Punkte  a  und  a',  so  zeigt  sich 

1)  dass  die  Gerade  aa'  durch  einen  bestimmten  Punkt  der 
Centrale  O  geht; 

2)  dass  das  Verhältniss  OaiOa'  unveränderlich  ist. 

Es  verhält  sich  nämlich: 

aO:a'0  =  ac:a*c'  =  cO:c'0. 

Durch  das  constante  Verhältniss  cOic'O  ist  aber  der  Punkt  O 
vollkommen  bestimmt 
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.Qei;  Pmkt  O  iiiFig,.|IJ.  ii^ein  äuMarer«  der  Punkt  O  in  P1g.41.a. 
ein  innerer  AehntlcbMUpuidit  Der  innere  und  der  äiUMiere  ▲ebn* 
licbkeitsponkt  zweier  Kreise  tbeilen,  wie  man  sieht,  die  Centrale 
e&  harmonisch.  ^ 

Liegen  die  iteiden  gegebenen  Kreise  ausser  einander»  se  lie- 
gen die  beiden  Aebniicbkeitspunkte  ausserhalb  beider  Kreise. 
Berflhren  sich  die  beiden  Kreise  von  aussen  (Fig.  42.),  so  liegt 
der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  ausserhalb  beider  Kreise«  der 
innere  flillt  mit  dem  Berührungspunkt  zusammen. 

Wenn  beide  Kreise  sich  durchschneiden  (Fig.. 43.)»  «o  liegt 
4ier  innere  Aehnlichkeitspunkt  in  demjenigen  Fläcbenstiick«  vrei- 
difts  b^ide  Kreise  gemein  haben.  Berühren  sich  zwei  Kreise  von 
innen,  so  ist  der  Berührungspunkt  der  innere  Aehnlichkeitspunkt; 
wofern  aber  der  eine  Kreis  ganz  innerhalb  des  andern  liegt,  liegen 
Mde  Aehnliehkeitspunkte  innerhalb  beider  Kteise  (Fig.  44.  und 
Plg.  45.).  Ween  endlich  die  beiden  Kreise  concenirisiih  sind ,  so 
fallen  beide  Aehnliehkeitspunkte  in  den  gemeinsamen  Mlttelpiinkt. 

Die  MHrelpaukte  beider  Kreise  sind  allemal  entsprechende 
Poakte,  sowie  zwei  parallele  Durehmeaser  entsprechende  Gerade  sind. 

Zusatz,  Füllt  man  von  den  Mittelpunkten  zweier Kreisi  Lothe 
ed  und  &^  auf  einen  Aehnlichkeltsstrahl,  so  verhalten  sich  diese 
Lothe  wie  die  Radien  der  beiden  Kreise: 

{.  70.  Lehrsatz.  Betrachtet  mKo  zwei  Kreise  als  in  Aehn- 
Hchkeitslage  befindlich,  so  sind  je  zwei  Tangenten  au  entspre- 
chende Punkte 'parallel.    (Fig.  46.) 

Beweis.  Es  seien  bc  und  b'c'  Stücke  eines  und  desselben 
Aehnfichkeitsstrahls ,  welche  von  den  beiden  Kreislinien  um  a  und 
af  abgeschnitten  werden.  Zieht  man  nun  in  b  und  b'  die  Tangen- 
ten bd  und  b'd',  so  ist  der  W.  c6d  =  {W.  cab,  W.  e'b'd'  =4W.  &f^b'. 
Da  aber  die  Winkel  cab  und  c*a'b'  von  entsprechenden  Geraden 
gebildet  iverden,  s»  sind  sie  gleich,  und  folglich  auch  W.  cbd 
=  W.  &b'd',  also  bd\\b'd'. 

(.  7L  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Die  Berührungspunkte  paral- 
leler Tangenten  sind  allemal  entsprechende  Punkte,  nnd  zwar  in 
Bezog  auf  den  Innern  oder  den  äussern  Aehnlichkeitspunkt,  jenacb- 
dem  sie  auf  verf^hiedenen  Seiten  der  Centrale  oder  auf  derselben 
Seite  liegen. 

■  ■  ■      ' 

Der  Beweis  ist  leicht  indirect  zu  fuhren,  insofern  es  in  einem 
jeden  der  Kreise  auf  derselben  Seite  der  Centrale  nicht  zwei  jparal- 
lele  Tan|enteii  geben  katm. 


{.  73i  Zm$atM.  Die  gemeinsamea  Tangenteo  Bweivr  Kreiae 
gehen  «Henel  dorcb  einen  Aebnlichlceltspiifikt.   (Fig.  47.) 

Bewele.  Siod  b  und  6'  die  BeriilirungspaDlcte  einer  Tui- 
gente»  welciie  die  beiden  Kreise  uro  e  ond  c'  gemein  bnbeo»  O 
der  Darcbscbnittepunlit  derselben  mit  der  Centrale,  so  Terhllt  slck 

OeiOc'=cb:e'b'\ 

mitbin  ist  O  der  Aebnlicblceitspnnlct. 

{.  73.  Erklärung.  Zwei  Punicte  in  zwei  Terscbiedenen 
Kreisen,  welcbe  auf  demselben  Aehnlicbkeitsstrable  liegen»  ebne 
entaprecbende  Punkte  zu  sein,  nennt  man  inverse  Punkte,  fai 
Fig.  46.  sind  b  und  c',  sowie  b'  und  e  inverse  Punkte  des  inaae- 
ren  Aebniichkeitspunktes. 

§.  74.  Lehr$aix,  Tangenten  an  inverse  Punkte  sind  Toai 
Ibrem  Durcbscbnittspunkte  bis  zu  ihren  Berdbrungsponkten  gereoh- 
net  einander  gleicb.    (Fig.  4A.) 

Beweis.  Es  seien  b  und  c'  inverse  Punkte.  Zieht  man  io 
den  Punkten  6,  6'  und  &  Tangenten,  so  ist  der  Winkel  d'&b^ 
z^d'b'c'  =zdbc.  Verlängert  man  also  die  beiden  Tangenten  db 
und  d'&f  bis  sie  sich  in  f  schneiden,  so  ist  das  Dreieck  bfc' 
gleichschenklig. 

§.76.  Lehrsatz,  Umgekehrt:  Sind  zwei  Tangenten  an  ver- 
schiedene Kreise  von  ihrem  Durchschnittspunkt  bis  zu  ihren  B^ 
rührungspunkten  gerechnet  einander  gleich,  so  sind  ihre  Berflh- 
rungspunkte  allemal  inverse  Punkte  des  Innern  oder  fiuasem 
Aebniichkeitspunktes.     (Fig.  46.) 

Beweis.  Man  verbinde  die  Berührungspunkte  der  beiden 
gleichen  Tangenten  fb  und  fc' ,  die  Verbindungslinie  b&  möge  den 
Kreis  nni  a'  zum  zweiten  Mal  in  b'  durchschneiden.  Zieht  man 
nun  in  b'  eine  neue  Tangente,  so  ist  W.  d'b'c'  =  d'c'ö'=fc'b^fb€^. 
Folglich  ist  bd  [\  b*d\  und  es  muss  daher  die  Linie  bb'  nacb  $•  71. 
durch  einen  Aehnlichkeitspunkt  gehen. 

§.  76.  Anmerkung.  Vom  Punkte  f  in  Pig. 46.  iSsst  sieb 
an  jeden  Kreis  noch  eine  zweite  Tangente  ziehen,  so  dass  vom 
Punkte  f  im  Ganzen  vier  gleiche  Tangenten  auslaufen :  fb,  ftf^ 
fg^  fh!.  Gehen  nun  die  Geraden  bc'  und  gh'  durch  den  äossem 
Aehnlichkeitspunkt,  so  werden  bh'  und  g&  durch  den  innem 
Aehnlichkeitspunkt  gehen. 

{.  77.  Lehrsait.  Wenn  zwei  Kreise  einander  berflhreuj  so 
hat  die  gemeinsame  Tangente  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  von 
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•faiMi  Punkt  derselben  Tangenten  an  beide  Kreise  siebt,  diese 
beide  Tangenten,  Ton  ihrem  Durcbschnittspunlct  bis  sy  ihren  B*- 
rahrnngspanlcten  gerechnet,  einander  gleich  sind. 

(.  78.  Leknaiz.  Schneiden  einander  zwei  Kreise  (Fig. 48.) 
In  e  und  c(,  so  hat  die  gemeinsame  Sekante  die  im  vorigen  Para- 
graphen bezeichnete  Eigenschaft.    Denn  man  hat 

§«  79.  Lehnatz.  Theiltman  einen  Durchmesser  eines  Krei- 
ses harmonisch  in  c  und  d  (Fig.  49.),  und  errichtet  in  der  Mitte 
▼OQ  cd  ein  Loth,  so  hat  dieses  Loth  AT  die  Eigenschaft,  dass, 
wenn  man  von  einem  seiner  Punkte  f  eine  Tangente  an  den  Kreb 
sieht,  diese  Tangente  allemal  so  gross  ist,  wie  die  Linien,  welche 
den  Punkt  /  mit  c  und  d  verbinden. 

Beweis.  Beschreibt  man  vom  Punkte  /* einen  Kreis,  welcher 
durch  c  und  d  geht,  so  steht  dieser  auf  dem  gegelienen  Kreise 
senkrecht.  Die  Tangente  fh  muss  also  durch  einen  Durchschnitts- 
punkt der  beiden  Kreise  gehen,  folglich  ist 

fh=fe=fiL 

§.80.  Lehrsatz.  Zieht  man  in  zwei  Kreisen  durch  swei 
inverse  Punkte  Tangenten ,  so  hat  ein  vom  Durchschnitt  derselben 
auf  die  Centrale  geßilltes  Loth  die  in  §.  78.  bezeichnete  Eigen- 
sekaft.    (Fig.  49.) 


Beweis.  Erster  Fall  (Fig.  49.).  Liegen  die  beiden, 
ausser  einander,  so*  befinden  sich  zwei  inverse  Punkte  des  Innern 
Aehnlichkeitspunkts  h  und  k'  auf  verschiedenen  Selten  der  Cen- 
trale. .  Beschreibt  man  nun  vom  Durchschnittspunkt  der  beiden 
Tangenten  fh  und  fW  mit  dem  Radius  fh^fW  einen  Kreis,  so 
wird  dieser  die  Centrale  in  zwei  Punkten  e  und  d  durchschneiden. 
Der  Kreis  um  f  steht  aber  senkrecht  auf  den  beiden  gegebenen 
Kreisen;  folglich  werden  die  beiden  Durchmesser  ab  und  a'b'  in 
c  und  d  harmonisch  getheilt.  Füllt  man  nun  von  f  ein  Loth  auf 
cd 9  so  geht  dieses  durch  die  Mitte  von  cd,  also  ergiebt  sich  das 
Uebrige  aus  dem  vorigen  Paragraphen. 

Zweiter  Fall.  Liegt  einer  der  beiden  Kreise  ganz  innerhalb 
des  andern,  so  liegen  (Fig.  50.)  zwei  inverse  Punkte  des  äussern 
Aehnltcbkeitspunktes  auf  verschiedenen  Seiten  der  Centrale',  so 
dsss  man  den  so  eben  geführten  Beweis  wiederholen  kann. 

§•  81.  Erklärung.  Eine  Linie  von  der  im  §.  78.  angege- 
benem Beschaffenheit  belsst  die  Potensenllnle  der  beiden  gegebe- 
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oen  Kreis«,  welcbar  Nftroe  auch  in  (tem  Falle  de«  $.  80.  äögewetf- 
det-  wird;'  «vo  der  etne  Kreis  In  einen  Punkt  ülbergegangeB  iet; 

§.  82.  Lehrsatz,  Ks  kann  nur  eine  Potenxenliuie  flir  xtrei 
Kteise  geben    (Fig.  48.). 

beweis.  Es  sei  g  ein  Punkt  ausserhalb  der  Poienzenlinie 
XY,  f  der  Punkt,  in  welchem  die  Potenzenlinie  XT  tod  einer 
durch  den  Punkt  g  an  den  Kreis-  um  a  gezogenen  Tangente  gb 
durchschnitten  wird. 

Zieht  man  vom  Punkte  f  die  heiden  Tangenten  fb'  und  fm' 
an  den  Kreis  um  a',  so  ist  fb' =:fin*  =z  fb;  mithin  sind  b'  und 
mf  inverse  Punkte  zu  6.  Liessen  sich  nun  vom  Punkte^  an  den 
£reis  um  a'  zwei  Tangenten  ^'und  gq*  ziehen,  welche  gleidi 
gb  wären,  so  wOrden  p*  und  g'  ebenfalls  inverse  Punkte  zu  6  nein. 
Dies  ist  aber  nicht  möglich,  da  es  zu  einem  Punkte  nur  zwei  in* 
venM  Punkte  geben  kann,  einen  in  Beang  auf  den  Innern»  den 
andern  in  Bezug  auf  den  äussern  Aehnüchkeitspunkt.   • 

Die  Potenzenlinie  steht  allemal  senkrecht  auf  der' Centrale 
und  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise,  welche 
die  beiden  gegebenen  Kreise  senkrecht  durchschneiden.  Liegen 
die  beiden  gegebenen  ganz  ausser  einander,  so  fällt  die  Potenzen- 
linie zwischen  beide  Kreise;  liegt  ein  Kreis  innerhalb  des  an- 
dern, so  liegt  die  Potenzenlinie  ausserhalb  beider  Kreise. 

Durchschneidet  man  zwei  gegebene  Kreise  durch  einen  drit- 
ten und  zieht  die  gemeinsamen  Sekanten  ab  und  a'b'  (Fig.  51.),  so 
bt  deren  Durchschnitt  d  ein  Punkt  der  Potenzenlinie. 

Denn  man  hat  alsdann 

daXdb=zda'xdb', 

Zieht  man  von  d  die  Tangenten  df  und  df  an  beide  Kreise,  so  Ist 

:SP  =  daXdb,    df^zs,da'xdb\ 

Mglleh 

df=df. 

Zusatz.  Auch  für  einen  Kreis  und  einen  Punkt  kam  e«  nur 
eine  Potenzenlinie  geben. 

Denn  wäre  (Fig.  49.)  Ih^silc,  so  mOsste,  da  fessLfh  ist; 
cf^^lc  +  lf  sein.  Wäre  mc=imk,  so  mdsste  fnf=fne+fe  sein, 
was  nicht  möglich  ist 

§.  83.    Erilärung^    Bin  In  elften  Kreis  beschriebenes  Vier- 


aek  .T«i  der-  BMohklenheit,  dwm  das  Prodoot  awi  ttWtolMi  '-«HiMl' 
Gegenseiten  so  gross  ist,  wie  das  Prodact  ans  den  beiden  -Iftn« 
dem »  heisst  c;yi  harmonisches  Viereck ,  und  seine  Ecken  siqd  vier 
Bärmonische  ^nkfe  der  tCi^eislinie. 

Ist  ABCD  (Fig.  52.)  ein  harmonisches  Viereek,  so*  wh4  maä 
haben : 

ABxCD  =  APxBC, 

oder  es  wird  sich   Terhalten 

AB :  OB  =  AD:  CD. 

Vier  Punkte  einer  Kreislinie  sind  harmonische  Punkte»  wem  dto 
AbstBode  des  Punktes  B  von  A  und  C  sich  eben  so  za  einander 
▼erhalten»  wie  die  Abstände  des  Punktes  D  von  denselben  Punk- 
ten«   Vergleiche  §.  ÖO. 

Zieht  man  In  einem  Kreise  einen  Durchmesser  und  eine  darauf 
•enkrechte  Sehne,  so  sind  die  Endpunkte  derseit^en  vier  Inurmoi 
nlsehe  Punkte  der  Kreislinie. 

{•84.  Lehrsatz.  Zieht  man  vom  Durchschnitt  eines  Tan- 
gentenpaars eine  Sekante  durch  den  Kreis,  so  sind  die  Beruh- 
niDgspnnkte  der  beiden  Tangenten  nnd  die  Dnrchschnittspunkte 
der  Sekante  vier  harmonische  Punkte  der  Kreislinie.    (Fig.  62.) 

Beweis.  Man  verbinde  die  Durchschnittspunkte  der  Sekante 
B  ntki  D  mit  den  Berührungspunkten  der  Tangenten  OA  und  OC. 

Es  ist 

SiAOBoj^DOB. 

mithin  verhält  sich 

AD:AB=DOiAO. 

4 

Ebenso  verhält  sich 

CDiCB^DOiCO. 

Folglich  verhält  sich  wegen  AO=CO: 

ADiAB=CDiCB, 
aod  es  Ist 

ADx  CB  =  ABx  CD. 

.{,  8ßr  L€kr$Bt%.  Zieht  man  dvrch  den  einen  von  vier  bar* 
mna^KslieB  Punkten  einer  Kreislinie  eine  Tangente»  so  Ist  diese 
TMgwte  ^ie  vierte  üanHMiikale  as  den  drei  Sehnen,  welebe 
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ihrao  BerOhningsponkt  mU  deo  drei  fibrigen  Punkten  vefMndee; 
(Fig.  6i) 

Beweis.  Man  fölle  von  den  beiden  Punkten  J9  and  DLoÜie 
auf  die  Tangente  and  die  mittlere  Sehne  AC.  Diese  Lotbe  seien 
ßk.  Dl,  Bm,  Dn. 

Es  ist 

also  verhält  sieb 

Bk:Bm=iBA:BC. 
Ebenso  Ist 

^DAlc^^DCn, 

und  es  verhält  sich  daher 

DliDn=,DA:DC. 
Der  Annahme  nach  aber  verhält  sich 

BA:BC=DA:DC. 

folglich  auch 

Bk  Bm:=Dl.Dn, 

woraus  hervorgebt,  dass  AD,  AC,  AB,  AO  vier  Uarmonikalen  sind. 

Bemerkuni).  Von  den  vier  Ecken  eines  harmonischen  Vier^ 
ecks  heisseu  je  zwei  gegenüberstehende  zugeordnete  Punkte. 

§.  86.  Lehrsatz,  Verbindet  man  irgend  einen'  Punkt  einer 
Kreislinie  mit  vier  harmonischen  Punkten  auf  derselben,  so  ent- 
steht ein  harmonischer  Büschel.   (Fig.  53.) 

Beweis.  Es  seien  ABCD  vier  harmonische  Punkte  der 
Kreislinie,  ilf  ein  fiinfter  willkarlicher  Punkt.  Zieht  man  an  dnea 
der  Kachbarpunkte  von  lU,  etwa  an  C,  eine  Tangente  GF,  so 
ist  dieselbe  die  vierte  Harmonikale  zu  CD,  CA,  CB.  Nun  aber 
Ist  W.  BCF=\V.BiaC,  W.  ACB  =  W.  AMB  u.  s,w.;  folg* 
lieh  sind  auch  MA,  MB,  MC,  MD  vier  Harmonikaien. 

(.  87.  Erklärung,  Eine  Sehne,  welche  die  Berabrongs- 
punkte  zweier  Tangenten  eines  Kreises  mit  einander  verbindet» 
heisst  die  Berührungssehne  des  Tangentenpaares.  DieLinie,  welche 
den  Durchschnitt  eines  Tangen tenpaares  mit  dem  Mittelpunkte  des 
Kreiies  verbindet,  heisst  die  Berührungscentrale,  und  eine  dardb 
den  Durchschnittspunkt  eines  Tangentenpaares   parallel  mit   der 
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BOTflhrnngiMfciM  güsogcue  Liste  nf  en  wir  die  Beriifcn«iBft|«b- 
NdMe.  fiadlicii  sali  eine  tohi  DuNteeknlttopvBkt  «incs  Taii§eB- 
Hmfmum  gciogeac  Sekanle  eine  'BerittvnBgsaekaota  lieiMes. 

BerflhningMehne  and  Berfifarongeparallele  stehen  senlErechl 
auf  der  BerOhrungscentrale. 

{.  88.  Lehrsätze.  I)  Jede  Berührangssekante  wird  vom  Tao- 
genteDdnrchschnitt  und  von  der  BerGbrungssehoe  harmonisch  getheilt 

2)  Zieht  man  durch  die  Durchschnittapunkte  einer  Berühnings- 
sekaute  Tangenten«  so  schneiden  sich  dieselben  -auf  der  Verlftn* 
gening  der  Berfihrungssehne« 

^trefrs  eu  1).  (Fig.  54.)  Die  Linien  AS,  AO,  AF,  A€ 
sind  vier  Harmenikalen,  folglidi  GJPO  vier  harmoniselie  PiMkle. 

BwwM«  SU  f).  (Ftg.  54.)  Ist  GF  «ine  so  4eni  TangeBten- 
pHtr  AO,  BO  gehurige  BerfihmogsselMttte,  so  sind  GAFB  'Vier 
hannooisclie  Punkte  der  Kreislinie.  Werden  nun  in  F  und  tf 
Taageaten  an  den  Kreis  gesogen  und  beide  Punkte  noch  mit  A 
und  B  verbanden  y  so  sind  F  und  G  Gestra  iv^eier  hsiraoBisrher 
Bfiscbel,  welche  d«i  Strahl  FG  gemein  haliea.  Die  beiden  Sil* 
schel  JiegCNi  also  axial  .und  der  Durchscbnitt  -der  beldeo  Taqgea* 
tan  K  ftilt  in  die  VerlSogerung  von  AB. 

-§.  89.  Zum  ätze.  1)  Zieht  man  Tom  Durclischhitt  ^es  Tkto- 
glBiitftnpaars  zwei  Sekanten «  so  schneiden  sich  die  Linien»  welche 
die  Schnittpunkte  derselben  verbinden,  auf  der  Berflhrungssebne 
oder  deren  Verlängerung.    (Fig.  55.) 

Dem  da  Oaifio'.  und  Obnb'  swei  harmonische  PunktnMhen 
Ana,  die  den'  Punkt  O  gemein  haben,  so  schneiden  sich  sowoU 
die 'Geraden  ait  und  66',  als  auch  ab'  und  a^b,  auf  der  Geradeniim. 

•  2i  Xmei  Linien»  welche  den  Taagenteodurcbscbeitt  mit  ^ea 
Eadpaskten  einer  Sahne  verfoiAdee,  die  durch  die  Mitte  der  Be- 
ittruM|{ssdiae  geht»  bilden  mit  der  Berührungseenlnde  gleiche 
WliikeL   <Fig.  660 

Es  sei  m  die  Mitte  der  ßerfihrungssehne  AB,  ab  eine  swette 
durch  den  Punirt  st  gezogene  Sehne. 

Man  verbinde  den  Punkt  6  mit  dem  Tan§eiiteadurclischnitt  O; 
die  Verbindungslinie  m5ge  die  BerQhrnngssebne  in  n»  die  Kreis- 
Mfr'Mm  z%iielten  Mal  in  6^  derebschmideti.  Da  nun  69i6'0  vier 
hanaiNiUelM  Püelrte  sind»  so  wird  der  Punkt  m»  wenn  man  Iks 
B#eb  'ttÜ  •&  veiMwdet»  das  Centram  eiees  harmenisehen  B6ecbels. 
Nbd  aber  steht  die  BerfihmegeoBntrale  mO  Mbkveeht  mtitwm; 
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folglieh  wird  der  Winkel  amb'  durch  mO  halUrt  Dabei  iflt  -wm 
=  fii6'»  woTon  man  sieh  sogleieh  übersengt»  wenn  man  a  ptrilA' 
mit  dem  Mittelpunkte  verbunden  denkt  und  die  Congment  derasl- 
stehenden  Dreiecke  in  Erwägung  zieht.  Folglich  \b%  ^amO 
CSi  \b'mO  und  daher  W.  aÖm  =  W.  b'Om. 

}.  90.  Lehrsatz.  Jede  durch  die  Mitte  einer  Berühninga- 
sehne  gezogene  Sehne  wird  von  der  Berührungsnehne  und  der 
Berflhrungsparallele  harmonisch  getheilt.    (Fig.  66.) 

Beweis.  Man  verbinde  die  Endpunkte  der  Sehne  ab  mit 
dem  Tangentendurchschnitt  O/  Alsdann  ist  W.  aOm^W.  60m» 
die  Berfihrungsparallele  XY  steht  aber  im  Punkte  O  senlkrecht 
auf  der  Centrale  Om;  folglich  ist  O  das  Centrum  eines  hanpioni* 
sehen  Bflschels  und  bmaq  sind  vier  harmonische  Punkte. 

$.  Ol.  Zum  atz.  Fällt  man  vom  Tangentendurchscbnitt  am 
Lotb  auf  irgend  einen  Durehmesser »  so  wird  dieser  ailenj  Ten 
dem  Lothe  und  der  Beriihrungssehne  harmonisch  getheilt» 

Erster  Fall.  (Fig.  54.)  Liegt  der  Fusspunkt  H  des  Lottes 
KH  innerhalb  des  Kreises»  so  seien  A  und  B  die  DärehscbDitlii- 
punkte  dieses  Lothes  mit  dem  Kreise.  Zieht  man  nun  in  A  und 
B  Tangenten  an  den  Kreis,  so  liegt  deren  Durchschnitt  Ö  aof 
der  Verlängerung  des  Durchmessers  DE,  welcher  auf  AB  senk- 
recht «tehty  und  es  sind  DHEO  vier  harmonische  Punkte.  Nun 
aber  liegt  der  Punkt  O  auch  in  der  Verlängerung  von  GF  DSjKh 
9.  8&,  2)»  folglich  wird  DE  von  dem  Lothe  KH  und  der  Beritt* 
rungssehne  FG  harmonisch  getheilt. 

Zweiter  Fall.  (Fig.  56.)  Es  liege  zweitens  der  Fusspunkt  0 
des  Lothes  qO  ausserhalb  des  Kreises.  Ist  nun  m  der  Dnreb- 
schnittspunkt  der  Beriihrungssehne  a'b'  und  des  durch  O  gehen- 
den Durchmessers  DE,  bo  ist  leicht  zu  zeigen,  dass.  wenn  die 
Sehne  AB  in  m  senkrecht  auf  DE  steht»  die  in  A  und  B  an  den 
Kreis  gezogenen  Tangenten  sich  im  Punkte  O  schneiden  mttssen; 
Denn  angenommen^  es  wäre  nicht  der  Fall,  so  würde  die  an  AB 
gehörige  Berührungsparallele  die  von  q  durch  m  gezogene  Berflh« 
rnngssekante  ab  nicht  im  Punkte  q,  sondern  in  irgend  einem  an- 
dern Punkte  durchschneiden»  welcher  dann  eben  so  wie  q  e\M 
vierter  harmonischer  Punkt  zu  6,  7/1,  a  wäre,  was  nicht  ml^iicb 
ist.    Demnach  sind  DmEO  vier  harmonische  Punkte. 

§.  92,  Folgerung,  Man  kann  die  beiden  Bogen,  in  wskks 
die  Peripherie  eines  Kreises  durch  eine  beliebige  Sehne  getheilt 
wird,  allemal  als  zwei  in  Conformitätslage  befindliche  Systeme  «■-. 
sehen, und  swar  in  zwiefacher  Weise: 


I 
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BiiiMl  ist  da«  Centmm  der  Durchschoittspunkt  des  Tsngea^ 
I«  welche«:  die  gegebeoe  Sehne  aiar  Berührungssehnehalt 
Die  Sehoe  AB  (Fig.  55.)  ist  dann  sellier  die  Axe. 

,  Zweitens  kann  man  auch  die  Mitte  der  Sehne  m  (Fig.  66.)  al« 
Centnun  nehmen;  dann  ist  die  zur  gegebenen  Sehne  AB  gehfi« 
rige  Berührnngsparallele  XY  die  Aze. 

Man  pflegt  im  vorliegenden  Falle  das  Centmm  auch  den  Pol 
nnd  die  Aze  die  Polare  zu  nennen.  Liegt  der  Pol  ausserhalb 
de«  Erdses^  so  durchschneidet  die  Polare  den  Kreis«  während 
die«  nicht  der  Fall  ist,  wenn  der  Pol  innerhalb  des  Kreises  liegt 

Jo  fnehr  sich  der  Pol  dem  Mittelpunkte  nähert,  desto  weiter 
entfernt  sich  die  Polare;  die  Polare  des  Mittelpunkts  liegt,  in  un- 
endKclK^,  Entfernung. 

Umgekehrt:  Je  mehr  sich  die  Polare  dem  Mittelpunkte  nähert« 
deeto  weiter  entfernt  sich  der  Pol;  der  Pol  jedes  Durchmessers 
U^    eikenfiJIs    in   unendlicher   Entfernung. 

■i. 

Je  mehr  sich  die  Polare  einer  Tangente  des  Kreises  nähert, 
deeto  näher  rückt  ihr  der  Pol.  Als  Pol  einer  Tangente  sieht  man 
daher  ihren  Benihruogspunkt  an. 

{•93.  Lehrsatz.  1)  Alle  Tangenteopaare ,  deren  BerOhrupg^r 
«ehnen  durch  denselben  Punkt  gehen,  haben  ihren  Durctischnitt 
anf  der  Polare  dieses  Punktes. 

,L Denn  sieht  man  durch  O  einen  Durchmesser  DE,  so  triflt 
jede«  Tom  Pyrchschnitt  eines.  Tangentenpaares  geOilUe  Loth  den 
ri^rten  harmonischen  Punkt  zu  /),  O,  £;  folglich  fallen  alle  diese 
Lethe  zusammen. 

8)  Die  BerGhrungssehnen  aller  Tangentenpaare ,  deren  Durch- 
schnittspnnkte  auf  derselben  Geraden  XT  liegen,  schneiden  sich 

im  Pol  dieser  Geraden. 

■"  * 

Denn  zieht  man  in  Fig.  56.  den  Durchmesser  DE  senkrecht 
aaf  XF,  «o  muss  jede  Berflhrungssehne  den  vierten  harmonischen 
Punkt  za  D,  E,  O  treffen.  ^    ^^. 

{.  M.  Lehrsatz,  Die  Potenzenlinie  zweier  Kreise  liegt  alle- 
mal in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Polaren  eines  Aehnlich- 
Mtepimkter.    (Flg.  57.) 

Beweis.  Es  seien  a,  b  und  andererseits  n\  b'  die  PünkfeJ 
10  welchen  eta  ?om  Aehnlichkeitspunkt  O  ausgehender  Strahl  die 
Kieiie  mib  c  nnd  d  durchschneidet.  Die  Tangenten  |n  a,  6^  a\  b\ 
hlldon-  gehSrig  verlängert  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonalf 
fg  die  Potensenlioie  beider  Kreise  ist,  während  dieEckeo  ituad- 
i^^Mif  den  Polaren  liegen,  welche  dem  Punkte  O  in, 
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jk. 

aaf  dUo  aiMn  wui  diin  andwi»  Kreta  ukomwmm,  Dh  MÜM  Po- 
\um  «M  der  Petenseolinie  aber  peralld  «od  dir  Petoieeriinfa'^ 
gebt  durcb  die  Mitte  Ten  ddf. 

S*  ttS.  Der  AnfreodaDg  wegen  unftilen  wir  elitea  Safr  A  eioeo 
besonderen  Fall  beweisen,  indem  wir  uns  den  aügemelnem  Beweis 
▼orbebalten. 

£s  sei  aa'  (Flg.  S8.)  die  Berahmngsseline  sweier  Tsngeo« 
ten»  welcbe  wir  ans  im  Torliegenden  besondern  Fall  einander  pandU 
deniron»  wonach  aa'  ein  Durchmesser  sein  wird.  Ferner  seleo  f 
und  q  die  Berührungspunkte  von  zwei  andern  Tangenten»  woIcKe 
die  beiden  ersten  Tangenten  am  und  afwf  einerseits  in  0  md  ^ 
andererseits  in  b'  und  &  durchschneiden  mSgen.  Alsdanii  wird 
behauptet»  dass  die  Geraden  aa\  bb',  c&  sieh  in  einem  uid  Asm- 
seUben  Punltt»  schneiden. 

Beweis.  Verbindet  man  den  Mittelpunict  n  mit  jb»  fr  and  c'» 
so  ist 

W.  anp  +  Vr»  afnpssiR, 
W.  anb  +  W.  ^n&'ssIL 
Ifon  aber  ist  auch 

W.  a'n&  +  W.  afe'n  =  Ä» 


'  I  I 


also  W.  afe^  =:  W.  anb.    Folglich  Ist,  wegen  der  beideo  reebten 
WInItel  In  a  und  a",  ^anb co  ^a'&n  und  es  yerllilf  sieh    ' 

ab:an=:  a'n :  a'c' , 
woraus  hervorgeht: 

abXa'&zsani^, 

Ebenso  leitet  man  ab: 

i*  ■  ■ 

acXa'6'  =  an*, 

mithin  hat  man  die  Proportion: 

abiaczz  a'b'  i  a'd. 

Da  nun  aber  die  beiden  proportionalen  Punktreiheo  abc  uui  ^tM 
pandieL  sind,  so  mflssen  sie  peispectiviscb  liegen. 

f.  90.  Errichtet  man  (Fig.  99.)  anf  dem  Durehmesser  AB  des 
Kreises  um  if»  etwa  im  Punkte  C,  ein  Loth  bis  aur  Periplwiis 
CDf  so  heisst-  dieses  Loth  eine  dem  Durchmesser  AB  sagisONt- 
Mis  Ordinate.  Die  Entrernnng  des  Fusspunkte»  C  toiv  Irgend 
efaeni  Ibsten  l\inkle  auf  AB»  etwa  vom  Mittelpankte  B^  wird 


di»  AhiBJMPi  «Dil  Am  IWe  Paukt  H  6m  Aafti«g»ponkt 
i>hwliwiii  gMaant 

Die  Ordiwite  CD  bt  bekanntllcb  cli#  mittlere  Proportiooale 
swisciieii  den  beiden  AtMehnitten  des  DorcbmeMers: 

Beveicboet  man  die  Ordinate  dureb  y,  die  Abeciese  CB^  durch 
afp  90  hat  man,  wofern  noch  o  den  Radiua  AH  Toratellt: 

1>   y»=(«i  +  «)(«— «)«iä>-^dr». 


I  ^ 


nimmt  man  aber  deo  Pnolct  A  som  Anfangapunlct  der  Abacieeea 
vnd  beieichnet  die  Abscieee  AC  dorch  oti»  so  ist  Cfi  =  2a— X|; 
im}Bth  erbdt  man: 

Jm«0  iit4le  MHtelp«nkUgleiebaDg,  diese«  die  ScheitelgMchung 
ose  Küreisesk 


Ton  der  filllpse. 

(.  07.  Erklärung,  Der  geometrische  Ort  aUer  derjenigeii 
Punkte»  deren  Entfernungen  Ton  zwei  gegebenen  festen  Punkten 
diMi  coneliDte  CrSsse  zur  Ssmme  haben»  beiai^  eine  Elttpsei  Die 
beldeB  ffnainn  Pnnkfe  heissen  die  Brennpnnlile,  und  jede-  fninie« 
welche  einen  der  Brennpunlcte  mit  einem  Punicte  der  Ellipse  Ter« 
bindet,  wird  ein  Leitstrabi  genannt 

Meehaaisch  wird  eine  Ellipse  auf  folgende  Weise  eonateuirt: 
man  befestigt  die  Enden,  eines  Fadene,  ohne  denaeiben  sn  spao^- 
MflL^  Id.  A  und  B,  spannt  sodann  den  Faden  mittelal  einM.Stif? 
teet.nnd.  gebt  nua  mit  dem  Stifts  nm  die  beiden  featen  Punkte  so 
henun«  daas  der  Faden  lieatindig  gespanot  bleibt.  Bltttelal  ein- 
««loer.  Punkte  kann  man  die  Ellipse  coqsüniren,.  indem  man  (Fig.fiOi). 
antrat  in.  einem  Kxeise  ausser  dem  Hktelpnakte  B  einen  zweiten 
Pnokt  A  annimmt  Zieht  man  einen  belidl>igen  Radius  BC»  ?er* 
Updet  €  mit.Ati  ercichtet  in  des  Mitte  von  AC  in  Z)  ein  Lothi^ 
so  wird  dieses  den  JRadim  BC  b  einem  Punkte  £  durchsdinf^- 
den,  nnd  es  ist 

AE  +  EB=.BC. 

MMMi  gehört  der  Punkt  £  einer  Ellipse  an»  welche  die  PtankAo 
A  mtä  B  so  Brennpvnfcte»  hat,  nnd  bei  weieher  dio  Hemme  too 
Jö  awoi  »Hoauu^gehMgen  LeitstwJMom  ^BC  Ufk 


•  •  ■  I 


118  M9t€m:  yanokmi^  ämt  neuem  Gemmirte^4iuH$.  eim 

Man  kaao  hiernacb  «ae  ElUpoa  aaob  d«fiDiroo  als  daa  gaa- 
metriacben  Ort  deijenigeo  Punkte*  welche  toh  der  Poripheiia 
eines  festen  Kreises  und  ?on  einem  festen  Punkte  A  innerhalb 
dieses  Kreises  gleiche  Entfernung  haben.    (AE=i£C.) 

Die  Ellipse  ist  eine  in  sieb  selbst  zurfickkehrende  Linie;  denn 
auf  jedem  Radius  des  Kreises  am  B  Utost  sieh  ein,  aber  auch 
nur  ein  Punkt  bestimmen,  welcher  der  Ellipse  angehört  Man 
nennt  den  Kreis  um  B  den  Leitkreis,  den  festen  Punkt. il  den 
Leitpunkt  Man  kann  jeden  der  beiden  Brennpunkte  sum  Leit- 
punkt wählen  und  den  Leitkreis  um  den  andern  Brennpunkt  be- 
schreiben, der  Radius  desselben  Ist  gleich  der  Summe  ven  awei 
susaminengehOrigen  Leitstrahlen. 

Lässt  man  den  Leitpunkt  in  den  Mittelpunkt  des  Leitkiceiass 
fallen,  so  gebt  die  Ellipse  in  eine  Kreislinie  über.  Der  Kreis  Ist 
eine  Ellipse,  deren  Brennpunkte  zusammenfallen. 

Eine  Linie,  welche  swei  Punkte  der  Ellipse  visrhindet;  haissl 
eine  Sehne,  die  Mitte  derjenigen  Linie,  welche  die  beiden  Bremtr 
punkte  verbindet,  wird  der  Mittelpunkt  der  Ellipse  genannt,  und 
jede  Sehne,  welche  durch  den  Mittelpunkt  geht,  ist  ein  Durchmesser. 

*  Die  grosse  und  die  kleine  Axe  sind  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Durchmesser,  von  denen  der  erstere  durch  die  beiden 
Brennpunkte  geht 

Das  Verhftitniss  derjenigen  Strecke,  welche  von  den  beiden 
Brennpunkten  begrenzt  wird ,  zur  grossen  Aze  ist  die  EzcentrieUili. 

Die  beiden  Sehnen,  welche  durch  die  Brennpunkte  gehen  und 
senkrecht  auf  der  grossen  Axe  stehen,  heissen  Parameter. 

Die  Endpunkte  der  grossen  Axe  (die  Scheitel)  erhSlt  man, 
wenn  man  im  Leitkreise  (Fig.  60.)  durch  den  Leitpunkt  A  eHien 
Durchmesser  zieht  KL,  und  die  vom  Punkte  A  auf  diesen  Dorteh-^ 
messer  gebildeten  Abschnitte  in  F  und  G  halbirt  Hierauii  felgt» 
dass  die  Axe  FG  dem  Radius  des  Leitkreises  gleich  ist,  dass  IM 
abo-auch  so  gross  ist,  wie  die  Summe  von  zwei  zusammengehst 
rigen  Leitstrahlen  AE+EB.  Sie  wird  von  dem  Mittelpunkte  der 
Ellipse  H  halbirt  Dies  ist  auch  mit  der  kleinen  Axe  der  Fall ;  dteü 
verbindet  man  ihre  Endpunkte  mit  den  beiden  Brennpunkten,  se 
entstehen  zwei  congruente  gleichschenklige  Dreiecke  über  gemeili* 
samer  Grundlinie. 

Wir  bezeichnen  die  Hfilfte  der  grossen  Axe  durch  a  und 
die  Hftifte  der  kleinen  Axe  durch  6.  Es  sei  ilfiV  die  kleine 
Aze;  alsdann  ist  AM^BM,  AM+BM=^2a;  mithin  AM^$. 
Demnach    erliUt   man    in    dem    rechtwinkligen    Dreieck  AMHi 


)     I-  I 


woraus  sich  die  Ezcentricität  ^ 

«= 

a 

ergiebt. 

'  $.  98.  Lehriatt.  Halbirt  man  in  einer  Ellipse  den  Ton  xwei 
xüsattiinengebSrlgen  Leitstrablen  gebildeten  Winkel,  und  enfebtet 
ink  Scheitel  desselben  auf  der  Halbirungslinie  ein  Loth,  so  hat 
diesem  Loth  nur  einen  Punkt  mit  der  Ellipse  gemein  und  heisst 
elM  Tanf^ente  der  Ellipse  (Fig.  61.). 

Beweis.    Es  sei  CK  die  Halbirungslinie  des  Winkels  ilCB, 
CiV  'senkrecht  auf  CK. 


Verlängert  man  den  Leitstrahl  ßC,  so  dass  die  VerlingeMinf» 
C£,^dem  andern  Leitstrahl  AC  gleich  wird,  so  wird  CJU  senk- 
recht durch  die  Mitte  von  EA  gehen.  Angenommen  nun»  die  Linie 
CM  h&tte  ausser  dem  Punkt  C  noch  einen  zweiten- Punkt*  ctwf 
den  Punkt  IT,  mit  der  Ellipse  gemein,  so  wfirde  man  nach  der  De- 
•lUkNi  4er  Ellipse  haben : 

AX+XB=^AC+Cß=Eß. 

IHtmikA  aber  EXzizAÄ;  ulso  wäre  auch 

'    ^\  EX+XB=EB,  '       ' 

was  unmöglich  ist,  da  in  einem  Dreieck  immer  zwei  Seiten  ftu- 
sammen  grösser  sind  als  die  dritte. 

Anmerkung,  Obwohl  noch  nicht  erwiesen  ist,  dass  es  durch 
einen  Punkt  einer  Ellipse  nur  eine  Tangente  an  dieselbe  geben 
kuB»  wollen  wir  die  Gerade  CM  schlechthin  die  Tangente  In  C 
nennen,  die  darauf  senkrechte  Linie  CKy  welche  den  Winkel  il  CA 
lial(»JTt,  j^l  die  Normale  heissen, 

Zusatz.  Die  Tangente  und  Normale  bilden  mit  den  beiden 
I^eMstralilen.ijIC  und  AC  einen  harmonischen  Büschel. 

'  {.  99.  Lehr  ia it.  Das  von  einem  Brennpunkt  einer  Ellipse 
aor'eine  Tangente  geftUte  Loth  trifft  mit  seinem  Fusspnnkt  alle^ 
noial  die  Pjeripherie  eines  Kreises,  welcher  die  grosse  Aje  zum 
DmfameMbr  hat  (Fig.  00:}. 

'  beweis.  Verlängert  man  das  Loth  AD,  bis  es  der  Leitstrahl 
BJEit  Cdivchneidet,  so  ist  ECjbEA.wM  die  Tangente  DE 


den  Winkel  CEA  halbirt.  MUilir  iet  AC=2a.  Nun  ist  I>  die 
Mitte  Ton  AC,  H  die  Mitte  von  AB\  folglich  ist  HD  die  Hälfte 
von  BC,  d.h. 

Der  Kreis  9  welcher  die  grosse  Axe  der  Ellipse  smn  Durch- 
niesser  hat»  soll  der  Azenkreis  der  Ellipse  heissen. 

Zusatt.  Das  durch  die  Peripherie  des  Azenkreises  fon  riner 
Tangente  einer  Ellipse  abgesdinittene  StOck  wird  dirch  den  Be- 
rührongspankt  and  die  grosse  Axe  harmonisch  getheilt  (R^  61.) 

Beweis.  Fillt  man  von  den  Brennpunkten  A  nod  B  '#• 
Lothe  AM  and  BN  auf  die  Tangente  LC»  so  liegen  die  Fomm 
punkte  dieser  Lothe  M  and  N  auf  der  Peripherie  des  Axenkr^ises. 
Es  sei  CK  die  Normale;  dann  sind  LAKB  vier  harmontsdie 
Punkte.  Nun  aber  sind  die  Linien  AM  und  BN  parallel  mit  iC\ 
Mglkh  ist  auch  LMCN  eine  Reihe  von  harmonischen  Ponl^teD. 

{.  100.  Lehrsatz.  Die  halbe  kleine  Axe  ist  die  mtltiere 
Proportionale  swischen  den  beiden  Abschnitten,  welche  durch  eiiie^ 
der  Brennpunkte  auf  der  grossen  Axe  gebildet  werden,  (flg.  ffi.) 

Beweis.  Die  Tangente  MN»  welche  durch  de«  End^ontBlII 
der  kleinen  Axe  geht,  ist  der  grossen  Axe  parallel,  da  die  Nor» 
male  in  die  Richtung  der  kleinen  Axe  ßllt.  Ist  nun  H  der  Mit- 
telpunkt, A  und  B  die  Brennpunkte,  AM  und  JfflV  Lothe  Mif  d# 
Tangente,  so  ist  HD^AM=zBN.  Nun  aber  liegen  die  Punkte 
M  und  N  auf  der  Peripherie  des  Axenkreises;  ist  also  FG  die 
^osse  Axe,  so  hat  man : 


AM^=FAxAG, 
da  die  Linie  AM  auf  der  Axe  senkrecht  steht. 

{.  lOL  Lekrsait,  Das  Rechteck  aus  je  zwei  Lothen,  welche 
mn  den  iieiden  Brennpunkten  einer  Ellipse  auf  eine  Tangente  der^ 
selben  gettllt  sind,  ist  dem  Quadrat  der  halben  kleinen  Axe  gIriÄ. 
(Flg.  60.  a.) 

Beweis.  Man  verlftni^ere  die  beiden  Lothe  JUf  imd  BN^ 
deren  Fusspunkte  in  der  Peripherie  des  Azenkreis^  liegen,  Iris 
sie  diese  Peripherie  cum  zweiten  Mal  in  P  und  Q  durchschnei- 
den, und  Alle  vom  Mittelpunkte  H  die  Lothe  HR  und  HS  auf 
dieselben.  Alsdann  ist  ^AHR^^BHS,  weil  AH=Mß,^ 
W.i?iJ0=W.5A^alsWechselwinkel  zwischen  Parallelen  und  die 
Winkel  Jl  und  £  rechte  sind.  Hieraus  folgt  RH  :xc  SH\  folg- 
Ml  sind  die  beiden  Sehnen  MP  und  NQ  einnder  gMcb,  da  «ie 


gl«iohenvAb9talM|. noaüMIttelfMiBkt  ibaben.  Man  «her  mü  19&  die 
Halde  von  NQ,  PR  die  Hälfte  von  MP,  mithin  PR^NS.  Aus 
der  oben  bewiesenen  CoDj^lHBnz  folgt  fibeVdies  AR^=^BS\  folglich 
\uVAf:=^^N,    Bek^pntliqh  Mst  aber    ,  ,■ 

AMxAP=2FAxAG, 

altfo  znfolge  des  vorigen  Paragraphen: 

.:,       4JU><BN=b* 

(.  l(B.  Lehrsatz,  Schneiden  sich  eine  Tangimte  einer 
Ellipee  und  eine  Tangente,  ihres  Axeukreises  in  der  Verlängerung 
der  grossen  Axe,  so  steht  die  Verbindungslinie  ihrer  Berühruugs- 
punkte  senkrecht  auf  der  grossen  Axe-  (Fig.  63.) 

Bevrels.  Man  siehe  vom. DurcbsckuittspHokt  der  beiden  Tan- 
^nten  LC  uni  LC  eine  zweite  Tangente  an  den  Axenkreis  Liy» 
und  verbinde  die  Berflhrungspnnkte  ^der  Kreistangenten.  —  Die 
Strecke  HSN,  welche  durch  den  Axenkreis  von  der  Tangente  iler 
Ellipse  abgeschnitten  wird,  wird  vom  Tangenten49rcjicw^bnitt  h  Mud 
von  der  Beriihrungssehne  harmonisch  getheilt,  folglich  wird  die 
Berfibrungssehne  CD^  durch  den  Berufiruagspunkt  C  der  Tan- 
gente LC  gehen  nach  §.  99.  Zusatz ;  dieselbe  steht  aber  senk- 
recht auf  der  grossen  Axe.da  ja.Xi  In  de^f.  Verlängeriing  diieser 
Axe  liegt 

(.•103b.    Lef^rßu,iz,    Ein.  vom  Puiikte  Ceiner  Ellipse  auf  die 
gnwse  Axe  gefälltes  Loth  soll.  4>9  der  grossen  Axe  zugeordnete 
des  Punktes  C  heissen.  .... 


Jede  der  grossen  Axe  zugeordnete  Ordinate  verhält  sich  zu^ 
mitttern  Proportionale  aus  den  beiden  ^schnitten  der  grossen  Axe 
wjb  die  kleine  Axe  zur  grossen.  (Fig.-63.) 

Beweis.  Es  ist  ^LMAco^LNBck>^LCK;  mithin  ver- 
hUlkßich    .  ; 

LK.LM^^CKiAM, 
LK:LN=Ch:ßJS. 


■ .  ■  • 


Setxt  man  beide  Proportionen  zusammen,  so  kommt: 


LK*:L!llxLI!l=CK*:AMxBN. 

I  ■  -      I  . 

Non  aber  ist     I 

LMxLN=LÜ*, 
AMxBN=b*t 

Tlt.U  XXIX.  9 


19t  ^99en:  Vornkmie  der  neuem  ee^metrie,  fm^et.  eH9e  eiememe. 
MgKcb  hat  maii,  In^em  man  dU  OvtfhMt« CIC dnMijf  buaMnMt:: 

■•-  ■   ■  ••  ■'       .        l:       I  '  *     ■ ',    *  •     ■•■' •    'J  •  i.  t;. 

Wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  LKC  und  CKl^^ytt* 
hält  sich 

LK'.LC  =  CK.CH', 

'  ■       '  ■  . 

folglich  erhält  man,  indem  man  die  Kreisordinate  t^K  dareh  jf* 
bezeichnet»  und  fiherlegt,  dass  der  Radius  CH  gleich  der  halben 
grossen  Az*  ist: 


t     ■ 


Beaeiebnet  man  Am  Strecke  HK  durch  »,  so  erhfilt  man;-;. 
Wird  aber  Fif  thircb  arg  beeelchnet«  so  feomnrt:  •.    .;  i 

■  ■         .  I 

'  '      '  ■        ■  i|  ■  .«1    / 

Jene  ist  die  Hittelpunktsgleichung,  diese  die  ScbeitelgMcbunf  der 
Ellipse. 

ZmatT,-  1)  Die  Ellipse  ist  mit  ihrem  Azenkreise  iir  AlBaltats* 
Kige;  die  grosse  Aze  ist  Affinitätsaze,  die  Richtung  der  Affiill^ 
tätsstrahlen  senkrecht  darauf,  das  Verhältniss  A:a  ist  da^if-Afiifr 
tätsverhäituiss. 

Da  alle  Kreise  einnnder  ähnlieh  nrnd,  so  kennen  eine  {BeltcMge 
Ellipse  und  ein  beliebiger  Kreis  immer  als  affine  Figuren  ärtg^ito^ 
hen  werden. 

2)  Offenbar  entspricht  einer  Sekante  des  Azenkreisei^  «rfeAef^ 
um  eine  Sekante  der  Ellipse  und  einer  Tangente  eine  Tangente. 
Da  es  nun  in  einem  Punkt  einer  Kreislinie  nur  eine  Tangente  an 
dieselbe  geben  kann,  so  muss  das  Entsprechende  von  der  Ellipse 
gelten. 


'  i  1 


3)  Der  gemeinsame  Mittelpunkt  des  Kreises  und  der  Ellipse 
liegt  auf  der  Affinitätsaze,  mithin  &llen  in  demselben  svrei  ent 
sprechende  Punkte  zusammen.  Demnach  entspricht  einem  Durch- 
messer des  Azenkreises  wiederum  eiu  Durchmesser  der  Ellipse, 
in  der  grossen  Aze  fallen  zwei  entsprechende  Durchmesser  der 
beiden  Figuren  zusammen! 


Alle  DorchaeMer  der  Ellipse  werde»  im  lUtte^skl  kalbhrt 

DeDD  ee  sei  CM  (Fig.  65.)  ein  Darchmesser  der  Ellipse,  CM' 
der  entsprechende  Darchmesser  des  Azenkreises.  Im  Mittelpunkt 
H  fblfen  swei  entsprechende  Punkte  zusammen»  und  da^in  affinen 
Systemen  entsprechende  Strecken  durch  entsprechende  Punkte 
proportionirt  getheilt  werden,  sot  verhält  sich 

CH\HM^CH.HM\ 

■  ■  ■  ' 

4)  Jeder  Sehne  der  Ellipse  welche  auf  der  grossen  Aze  senk* 
reehl  stebl»  wie  der  Sehne  CD  in  Fig.  63.,  entspricht  eine  Kreis* 
sehne  CD'»  welche  mit  ihr  in  dieselbe  Richtung  QUt 

Eine  Sehne  der  Ellipse,  welche  die  kleine  Aze  senkrecht 
dardisehneidet,  ist  der  AlBnitStsaze  parallel.  Ihr  entspricht 
also  eine  Kreissehne  MN^  welche  ebenfalls  der  Aflbltitsaze  pa- 
rallel ist 

Bieraus  folgt,  dass  jede  der  beiden   Azen  die  auf  ihr  senk* 
rechten  Sehnen  halbirt    Demnach  wird  die  EIEpse  durch  die  gros^ 
die  Ueine  Aze  in  vier  congruente  Viertel  getheilt. 


IQ  Zieht  man  in  einer  Ellipse  durch  die  Endpunkte  eines  Durch- 

meisers  Tangenten^  so  sind  dieselben  parallel. 

•  ■»•'-■■ 

Es  seien  CM  und  CM*  (Fig.  66»)  zwei  teteprechende  Durch- 
nesser.  Zieht  man  nun  in  C  und  M*  Tangenten  an  den  Azen» 
kririfBf  so  sind  dieselben  parallel ;  folglich  mOssen  auch  die  entspre- 
«Ahnden  Tangenten  der  EllipA  in  Cund  M  einander  parallel  sein, 
d|i  lo.  affinen  Systemen  einem  Paar  von  Parallelen  wiederum  ein 
Paar  von  Parallellinien  entspricht. 

r.'ifO)  Die  kleine 'Aze  ist  die  mittlere  Proportionale  aus  der  gros- 
sen Aze  und  dem  Parameter.  (Fig.  62.) 

Es  SM  iS  der  eine  ßrennpunkt  der  Ellipse»  hS  ein  Loth  auf 
dei(je|iigeB  Tangente,  welche  durch  den  Endpunkt  D  der  kleinen 
Aze  geht,  h  der  Durchschnittspunkt  ^e!&  Lothes  BN  mit  der 
Ellipse. 

Es  verhält  sich 

Nun  ist  BN=HD=:b,  BL  die  Hälfte  des  Parameters  ^\p. 
Moltiplicirt  man  also  sämmtliche  Glieder  der  obigen  Proportion 
mit  9«  so  «rUilt  man: 

;i:S6ss26:2a. 

9* 


1^  Eta&N:  VortcHuie  der  neuern  fienmeirle,  fnfbes-  eine  eiewwM» 
7)  Darch  die  Gteieftniig^  '      '• 

'.■■••'         ■       I 

nimmt  die  Scheitelgleichnng  der  Ell}pf;e  die  folgende  GestAll^ant 

d.  h.  das  Quadrat  jeder  Ordinate  ist  kleiner  aU  das  Rechteck  aus 
dem  Parameter  und  der  zugehörigen,  vom  Seheitel  gereehneten 
Absscisse»  und  zwar  um  das  Quadrat  einer  Grösse  y-  welche  sfoh 
zu  dieser  Abscisse  verhält,  wie  die  kleine  Axe  Bur  grostoi.    '"'  " 


,  I  • 


§.  104.  Erklärung.  Eine  Sehne  und  ein  Durchmesser  der 
Ellipse  heisseii  einander  zugeordnet,  wenn  die  Sehne  den  dnrcb 
die  Endpunkte  des  Durchmessers  gehenden  Tangenten  parallel  ifüL' 

Zu i atz.    1)  Ist  die  Sehne  CD  der  Ellipse  (Fig. 61. a.)  dem 
Durchmesser  Kh  zugeordnet,  so  steht   im  Axenkreise  dersellieii 
die  entsprechende  Sehne  CD*   auf  dem  entsprechenden  Öanph-, 
messer  senkrecht. 

Beweis.  Da  die  Sehne  CD  der  Tangente  KP  parallel  ist, 
so  ist  auch  die  entsprechende  Sehne  OD*  der-  entsprechenden 
Tangente  K'P'  pjarallel.  Nun  aber  steht  kfP'  auf  K'L'  senk- 
recht,  also  auch  OD*, 

Zweien  zugeordneten  Durchme^ern  der  Ellipse  entspree&eff' 
also  zwei  auf  einander  senkrechte  iJurchniesser  des  Azenkreisek 
Jeder  von  zwei  zugeordneten  Durchmessern  ist  den  Tangenten' 
parallel,  welche  durch  die  Endpunkte  des  andern  gehen.  -  • 

2)  Jeder  Durchmesser  einer  Ellipse  halbirt  sSmmtliche  ihn 
zugeordnete  Sehnen.  (Fig.  61. a.) 

Es  sei  M  der  Durchschnitt  der  Geraden  CD  und  KL^  M"  der 
Dnrchschnitt  von  OD*  und  K'L*,  also  M'  der  dem  Punkt  JtfMt- 

sprechende  Punkt. 

■  '  t 

Den  Eigenschaften  afüner  Figuren  gemäss  verhält  sich 

CM:]l§D=Oßr:ArD'; 

nun  aber  ist  M*  die  Mitte  von  OD*,  da  OD*  auf  K*L'  senkrecht 
steht;  folglich  ist  auch  M  die  Mitte  von  CD. 

Anmerkung.  Es  seien  (Fig. 64.)  HO  und  HD'  zwei  Anf 
einander  senkrechte  Radien  des  Azenkreises  einer  Ellipse.    Dann 
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wi^Meh  die  eotopreehendeo '  Strecken  der  Ellipse  HC  ood  HD 
Hälften  Ton  zH-ei  zugeordneten  l)urehnie««ern.  Femer  seien  CM 
und  DN  zwei  auf  der  grossen  Aze  der  Ellipse  senkrechte  Linien, 
von  denen  eine,  wie  früher  gezeigt,  durch  C,  die  andere  durch 
I>  geht. 

Alsdann  hat  man,  «venu  der  Winkel  CHF  difrch  q>,  der  Win- 
kel DHG  durch  ^  bezeichnet  irlrd: 


■  I  • 


MC      b   MC 


,  ND      ö  JSD' 

w    • 

Bttif  Ist  aber  wegen  derCbrigmenz  der  Dreiecke  OMH  und  D^NH 
die  Strecke  CM^HN  und  D'N^^HM,  «bo 

.'■■>'  6* 

tang  9 .  tang  ^  = -^* 

diese  Formel  kann  dazu  dienen,  um,  wenn  9  gegeben  isf, 
den  Winkel  ^  zu  finden. 

Ist  der  Winkel  OHFz=:iyHG=4&^,  so  sind  die  beiden  Drei- 
mkB  CMH  und  I^NH  gleichschenklig  und  MH=NH\  roHhin 
ttt  dimn  auch  A  CMH^  C^DNH  und 

HC=,HD. 

I  Unter  den   verschiedenen  Paaren   von    zugeordneten   Durch« 
ncüseüril  kii^f  Ellipse  giebt  es  ein  Paar  gleiche. 

j»  105.  Lehrsatz,  Die  Summe  der  Quadrate  je  zweier  zu- 
geordneter Durchmesser  einer  Ellipse  ist  eine  constante  Grosse 
(Flg.  64.). 

Beweis.    Es  werde  CH  durch  «i|,  DH  durch  6^  bezeichnet; 
n'ist: 


ai^=Mm  +  MC^, 


bt^=Nm+JVD\ 


196  Mw9€n :  Varukmi$  dir  niuem  Srnnfteüit,  tabn.  eine  eiemetU. 

Nte  tiMir  \ei  wegen  der  CoRgmeoi  der  Oreteeke  MHC  ood  WHD^ 
4U  Seite  i¥#f 3=  MC,  mithin 


ferner  hat  man  MC=^  -  .MC,  ND=-.IVI}',  folglich: 


M 


b* 


«,«  +  b,*=a*  +  T(JlfC«+  M>«)=««  +  *«. 


•  1 


a 


$.  106.  Erklärung,  Die  Uilfte  einer  Sehne,  welche  einem 
Durchmesser  einer  Ellipse  zugeordnet  Ist,  nennt  man  eine  dem 
Durchmesser  zugeordnete  Ordinate. 

In  Fig.  65.  stellen  CM  und  DIf  zwei  zugeordnete  Durchmesser 
vor.  Wfthlt  man  nun  In  dem  eitoen  derselben  einen  Punkt,  etwa 
in  CM  den  Punkt  K,  und  zieht  von  K  aus  eine  Parallele  KL  zu 
dem  andern  Durchmesser  J}N  bis  s«f  EUipeew  se  «st  Kit  eine  dem 
Durchmesser  CM  zugieordoiBte  Ordlnatek 

j.  107.  Lehrsatz.  Jede  einem  Durchmesser  zugeordnete 
Ordinate  in  einer  Ellipse  veiliiSit  sich  znr  mittlem  Proportionale 
ans  den  beiden  Abschnitten  des  Durchmessers  >  wie  der  Ihr  pa- 
rallele Durchmesser  zu 'dem  zugeordneten.  (Flg.  65.) 

Beweis.  Man  suche  die  den  Punkten  QD^K^L,  u.s.w.  ent- 
sprechenden Punkte  des  Axeukreises,  und  epnstniire  sodann  einen 
andern  Kreis  (Fig.  66.  a.),  dessen  Durchmesser  c)em  Durchmemser 
CM  der  Ellipse  gleich  ist.  Insofern  nun  dieser  zweile  Kreis  dem 
Axenkreise  ähnlich  ist,  werden  den  Punkten  C,  D\  K',  !/.„  gewisse 
Punkte  c,  d,  k,  /,...  entsprethen»  und  dabei  wird  dieser  Kreis 
zugleich  der  Ellipse  affin  sein. 

In  affinen  Systemen  verhalten  sich  nach  §.<38.  zwei  parallele 
Strecken  des  einen,  wie  die  entsprechenden  Strecken  des  andern : 

KLikl^HDxhd. 

Nun  aber  ist  hd  =  hc=HC,  i&r's  Zweite  verhält  sich 

CK:ck=:CM:cmi 

folglich  ist,  wegen  der  Gleichung  CJIf=cm,   auch    CK^:^'ck  aod 
KM^km,  und  man  hat: 

kl^^CK.KM. 

Bezeichnet  man  die  Ordinaten  KL  und  kl  durch  y  und  y\ 
den  halben  Durchmesser  CH  durch  ii| ,  den  halben  Durchmesser 
DH  durch  ig,  se  folgt  aus  den  <}lelebfHigen 


J9MrmUtiH0  äer  ,¥tnPWt4i9ifUfi  m^ä.  MegtUeätmu  eiUMMiißf^.  ISff 


\  t 


die  Gleichung: 

wo  jetzt  unter  -m  «He  Stredbe  if/f  uod  «Dter  Xi   die  SteclM.  CtC 
SU  versteheo  iet 

$•  108.    Zusatz.    Jeder  Kreis,  wtlcllerinit  eioer  Ellipse  einen 
Durchmesser  gemein  hat,  ist  mit  derselben  in  AfBiütätslage. 


Beweis.  Es  seien  CM  und  DN^{F\g.9ß.)  zwei  zugeordnete 
Durchmesser  einer  Ellipse,  ttL  ein<ä  dem  Durchmesser  CM  suge* 
ordnete  Ordinate.  Um  CM  als  Durchmesser  werde  efii  Kreui 
coestruirt,  und  in   demselben  die  Ordinate  KL'  und  der  Radius 

Hiy  senkrecht  auf  CM  gMegeb.  /AllsÜann  verhält  sich 

".•  • 

KL:KL'=2HD:HD'; 


mithin  Ist  ^KLL'o^^i/Diy.  Da  nun  zwei  Paare  ihrer  Seiten 
parallel  laufen,  so  Ist  auch  LE^WDO*,  und  wenn  P  und  Q  die 
Durobftitl^Miakte  4leser  €reni(d<»i  luit  der  £i«radeo"CJriiiB<L  so 
▼erhiit  sich  ■.•>:'     i " 

KQiHP=LQ.DP^L'QiD'P. 

:9-iJ09.  LßkTsa^.  la  je^ep  Dr^leck,i«t  daa  Recbteqk.aujii 
^tSiu^ioei^nud!  der  Differanz  zweier  .Reiten  gleich  demiRecbieck 
ao^ifier  SoBUXiiet  iiod  der  pitTerenz  ilfrer  Projec^ioii^.  (JF\g^ff7^)    . 


.  v^B.eiK.eU.   Haa  bqit^ 

. '« 

1  ^                                                                                                                                                         •                                     •                                             •          H 

BC^^BD^+CD^y 

■    ■ 
.     ■   '          ■                       • 

folglich,  weoi^piaD  #iibtr^bktt     .                        ..    .^, 

■  ...,.,1.  y  .'    .    ■  \yAC»^ßC?:^AO^f^BD^      • 

.,...*.       ...       ^ 

oder 

(dC+  £0(^C->  B^f=:(4p^jBQ)(AD-  BD). 

..(.  140.,  ^  werde  (Fig,67.)  der  grSsfere  vonxw«i  iin^iiinueB- 
geh5rjgea.,-iieitatriihlen  einer  Ell^se  JC  durch  T|,  der,  jcloiacr* 
i^Cd^cb,  r^  .bfzeicbnet..   AiwlaDn  bat;  nMii  wegem  der^eichang 


Wird  naD  HD  darcb  x  bezrichnet,  00  bat  man,  wofern  D  In  der 
Verlängerung  von  Aß  liegt: 

fl  t 

1 

HteniM  Mgt  in  Verbindong  mit  dar  obigen  Gleicbung  s . 


Verhincli*t  man  diese  Gleicbang  mit 

I      ■       •     . 


I . 


'T .,  ."t  ■■.-'•  ■' 


/li' kommt: 


■  f 

^  ;     ■■  .  ;     !  •  1.. 


.  f 


•      ■  • 


*  ,      a    . 

I     .  -  -  ■ 

r-=  — ' : • 

*  a 


I'     ■  i«.  *  ,    .  ,.»'■:• 

2»  denselben  Ansdfffek^gelliiigt  man»  wenn  D'  kTfh^Aüm  A 
und  B  liegen  sollte. 

$.  III.  Lehrsatz.  Zieht  man  in  einer  'Ellipse  durch  die 
Btidpnnkfe  zweier  zugeordneter  Durchmesst  Talhgenten/so  dass 
ein  der  Ellipse  umbeschriefoenes  Parallelogramm  it^LilfiV^  Entsteht 
(Fig.  6s.),  so  bat  dieses  Parallelogramm  eitoen  cotistanfeh  Inhalt 

Beweis.  Es  sei  K'L'M'N'  (Flg.  68.  a.)  das  entsprechende,  dem 
Azenkreise  umbescbriebene  Viereck,  welches  hier  der  Deutlich- 
keit wegen  getrennt  gezeichnet  ist. 

Es  verhält  sich 

Viereck  KLMN:  Viereck  JPL'Ar'JV'=Ä:a; 

es  ist  aber  K'L'M'N*  ein  Quadrat  und  der  FIficbeninhalt  dessel- 
ben 4a*9  also  ist:  <   ■ 

W^eckKLMN-iab.        ' 

S.  112.  Zusati.  '  Verbindet  man  in  eiher  Ellipse  die  End- 
paifikte  von  zwei  zugeordneten  Durchmessern  doVcb  Sehnen,  so 
ist  der  JWhalt  des  entstandenen  einb^6schrieben6n  Parallelogramms 
=  2a6. 

§.  113.    Der 'Satz,  dass  iii  zwei  affinen  Figuren  das  Verhält- 


niM  €iitKpreRliM(?0f'  WMken  ^m^  Af&iMItsterblltiilMi  glteicfa  «dH 
gilt  offenbar  nicht  bloss  von  geradlinigen 'F%^Ma^  ^oMpdernaiicb 
von  aolcbeo»  ivelche  theilweise  od«r  ganz  von  Ki^rven  umschlpssen 
vierd^iu  üra  sich  j^von  zu  überzeugen ,  darf  man  nur  in' beide 
Kurveo  entsprechende  Vielecke  be<»chreibeo.  Denkt  niah  sich  itte 
Neiten  derselben ,  immer  kleiner  und  kleiner,  so  nfiherh  sieb,  die 
ümninge  der  beiden  iFlgurep  ohne'  ßnde  den'Kurveo,  we1cher>1ä 
einbeschrieben  sind.  Da  nun  das  VerhSitniss  von  je  zwei  ent- 
sprechenden Vielecken  dUseelbe  bleibt;  so  berechtigt  dies  zu  dem 
Schlosse^  dass  dasselbe  auch  mit  denjenigen  Flächen  der  Fall  sei, 
denen  sie  sich  als  ihren 'Grenzen  riähem.  *' 

Fasst  man  (Fig.  66^  .den  von  der  Abscisse  CK,  der  Ordimife 
ITL'iind  deite  elliptischen  Bogen  C£  onigrenzten  FlSebe^irtUilii  m^d 
Auge,  80  verhält  sich  also- 

Fläche  CACvL :  Fläcli«:  CJCli'is  C^P: />'/>. 
FiHt  mao  TOD  D  da»  Lotb  DR  tmS  CU,  s»  b» 

« 

Indein  lUlii  den  Winkel  BHMi  welchen  die  beide#  sogeordnatok 
Ouitshttiesser  bilden;  durch  ^  bezeiehnet'    Demnaeb  hal  man    *  '• 

Fläche  C*i=  ^*^^X  Fläche  CÄL-. 

WSrä  Cfä  die  grosse  Axe  der  Ellipse»  so'  gkiga  das;  Veirhält- 
nis9  DPtDfP  in  das  V^vhällniss  bia  fiberi     : 


.M 
.  I  ,     ■ 

■J      ■         !". 


Bedientet  F  4ie  Fll^sbe  ><ler.  |;anzen  ßllfpse,  £^.  d^ejentge  ^r^ 
Azenkreises,  so  Ist  .,  .  ,,,  . 


F:P=6:q.     ,  v 


1 


■»';■.  '     .      : 


Uieraiis  jerhält  roan^  ^egen  der  Gleicbiing.  P  =  «*9s  fOr  die 
Fläche,  der  E||ipse.  deiK  Aqisdriick:  •     ,   ,   ^,  :         ^ 


•      • .    :    ■  .  -■  » •  ■  •    j  .  ;        •    •    ' .  ■.■•.:.'■■        1 1 ; 

Toii  der'llyp^^bel. 

■    '•  *.     i.  \\     .\   %    y  ,.*  ; 

j.  114.  Erkläruf^,  Der  geometrische  Ort  derjenigen 
Punkte;  deren  Entfernung[ih  vo'b  zwei  jgegebenen  festen  Punkten 
A  und  B  eine  oonstante  Differenz  haben,  hebtol  M«  UyperM. 


i80  Mtra:^  FffTMlsitt  ätr  neuern  €emmHrt€ 4  im^eg,  eine  eiemeni. 

Die  Mdeo  PonkMil  und  B  bateen  BmmiMyiliir'dtr  Usrferbel 
a.'0.  w.  wie  hei:der  Elipae.        >    : 

Es  -sei  um  Ä  (Fig.  69.)  ein  Kreb  beschriebea  und  S  ein  IPuiilkt 
«iwsprhalb  desselben.  Zieht  mau  nun  einen  Durchmesser  Ci)  und 
erriciiiet  sodsnn  in  den  Halhirungspünkten  der  Strecken  BC  und 
BD  \^  E  und  f  Lothe,  bis  sie  die  Richtung  des  Darjchmessers 
CD  in  G  und  H  durchschneiden,  so  hat  man: 


I . 


Demnach  sind  G  und  B  Punkte  einer  Hyperbel^  welch^  die 
Funkte  A  und  B  zu  Brennpunkten  hat,  und  bei  welctier  die  Dif- 
ferefii.wischep  svf:ei  zusamineDgebprigen  l«eitstrah|e^^  gi^i^h  AC 
ist,  .Die  Hjperbel  Uisst  sich  daher  .luich  ^d^finirea  ^/Sj  geometri- 
scher Ort  derjenigen  Punkte,  welche  yqn  der  Peripherie  i^ipes 
festen  Kreises  und  einem  ausserhalb  dieses  Kreises  liegen- 
den festen  Punkte  gteiche  Entfertiüog  babeti. 

Man  wird  dieselbe^ Hyperbel. •rffaltett»  n-eaiiman  deaLflitkrds 
mit  unverändertem  Radius  nm  B  beschreibt  und  den  Punkt  A 
sam  Leitpunkt  wählt  Zieht  man  im  Leitkreise  iden  Dnrchmesser 
KLv  der  TeiJängert  doiH^b  B  geht,  m^  ainid  dte  BiUWriia^piiBkta 
der  Stracken  BK  nnd  Bh  (HundiV)  die. Scheitel  d^  Hy^rbd. 
Ihre  Verbindungslinie  heisst  die  reelle  Axe.  Dieselbe  ist  dem 
Radius  AC  des'.Leitkrejses  glelcli,  Ihre  fhidpunkte liegen  zwischen 
den  Brennpunkten  und  haben  gleiche  Entfernungen  von  denselben. 

f.  \\^.  Lehr 9 alz.  Eine  Linie«  welche  den  Winkel  zwischen 
zwei  zusammenhurigen  (Leitstrahlen  einer  HypeH>el  hnlbirt;^  liatnur 
einen  Punkt  mit  der  Hyperbel  gemein ,  und  heisst  eine  Tangente 
derstelbein.  Eine  im  BerGbrungspimkt  aof' tider  Tang^e  Senk- 
rechte Linie  heisst  Normale.  "    i" 

Es  seien  AC  nnd  BC  (Fig.  70.)  zwei  zusammengehörige  Leit- 
strahlen. Mau  trage  den  kleinern  BC  von  C  aus  auf  den  andern 
ab,  wo  er  bis  D  reidi^ii  mag;  verbitade  B  mit  D  und  daraof  den 
Halbirungspunkt  M  der  Strecke  BD'vAX  C  AlsdauÄ  balbirt  lÜC 
den  Winkel  ACB.  Gäbe  es  nun  auf  der  Geraden  CM  ausser  C 
noch  einen  zweiten  der  Hyperbel  angehGrigen  Punkt,  etwa  den 
Punkt  JT,  so  hätte  man 

AX-^BX^AD. 
Da  aber  ÜX  ss  BX  ist,  so  hätte  man 


§      •       ■ , 


AX—hx=AD,  ' 


^uMffUk  iaL 


:i!i' 


S.  116.  Zusatz.  Die  Strücka  nwificlieii  dmi  BrMnpaiikteQ 
einer  Hyperbel  wird  von  jeder  Tangente  and  der  dazu  gehorigeo 
Normale  (in  ACund  L)  hafmooleclh  geCheilt. 

Der  Dnrühliülinfttspankt  K  der  Tangi»nte  und  Aze  H^  dbrl- 
gens,  wie  leicht  einzoaehen.  Immer  demjenigen  Brennpiittkt '  aio 
nflcheten,  von  welchem  der  Ueifiere  ^itatah^  auslänft. 


$.117.  Lehrsatz,  Ftilt  auM  f  en  den  BrauipuokteB  meiner 
Hyperbel  Lothe  auf  eine  Tansente,  ao  liegen  die  Foaaponkte  die- 
ver  Lothe  allemal  auf  dei'  PetipKerie  einea  Krelaea»  welcher  die 
reelle  Axe  xom  üurchueaaer  hat 

hl  der  l'hät,  ?erblndet  märi-^n  Flg.  OB.  deB'MlIielpafAriP  der 
Hyperbel  mit  dem  Punkt  />,  ao  iat 

{.  na  Zusatz.  Eine  Sehne  de»  Axenkreiaea  MJ!rir\g.T^i 
welche  aogleich  Tangente  der  Hyperbel  lat,  wird  auch  hier,  wie 
in  der  Ellipae,  von  der  Axe  lad  ibreni  BerOhmngapunkt  0b  K  and 
C)  harmoniach  getheilt 

Hieraua  folgt,  daa»  die  zom  Punkte  C  der  Hyperbel  gehörige 
Ordinate  die  Polare  dea  Punktea  K  iat,  io  welchem  die  durch  C 
gehende  Tangente  der  Hyperbel  die  Axe  achneidet 

^Demnach  tsSlbh  die' ^aalrponkte  «ämmtlidte/ Ordinal^, ^enn 
der  Vom  IhennpotiU  B  auagi^ehde  SfraM  der'-kiMiireüit,^'ttft 
dem  Ponkie  B  auf  illeaelbe  Seite'  deä  Üxenkr^ea,  w!nfMUÄ  (Br 
diejenigen  Punkte p  :wo.  der  ^oq^^  .aaagehende  .Strahler,  Mfraere 
lat«  die.  Ordioatea  auf  die  entgegengeafBtzte  i$^Uejfal|pn.^.  Pje.Hj^ 
.perhel  beateht  ala9  aua  zwai  von  einand^^.  getoc^nnlen  JZvflgßm, 
warn  d^nen  jeder  zwei  unendlicfb^  Arme  lia^  .^ ;    .  ,      :  .  i 

Jede  Gerade,  «velchto  ^durch  den  Blittelptiiikt  «finer'ifypmMI 
geht,  heiast  ein  Durchmeaaer«  fiinDjarchiBeaaer,  welcher  die  Hy- 
perbel achneidet,  heisat  ein  reeller,  jeder  andere  ein  imaffinärer 
lybn^mesaer.  Deijenige  imagifiäre  Duf^hitteaaer  ,^  iinddler  senk- 
recht %n(  der  Tf^ellen  Äxe  «Aebt,  wirdflie  lihagiMre  An  geiüM^. 

.  I>ie  Unaginäre  Axe  iat  sm  aioh  anbegrenzt;  um  ihr  abe^  4w 
«Analegie  wegen  eine  beatbpmte  Länge  an  geb^n,  .zif;ht  n^n  jfq^^ 
fIneiB  der  Brennpunkte  eine  Tangente  AS  ^.  deB,A|;fAkreia;i||iul 
aieht  die  Strecke  BS  ala  die  Länge  der  halben  imaginären  Ax^ 
m.  DleatMbe  wird  «tueh  hier  lurdi  «  beitohncit,  WäfaMmd  u  die 
halbe- «^Mle  Aw'vwraMDI.  '••  '  i  .> -ii.-.    . 


f  -li 


llSB   Bgitn,'  Y&Hekmh  der  neuem  eeomeirie,  imsöes:  eime^meni. 

**   In  Fig.- 70.  selgt  crfcb  «»gleich  *  i 

■  '. .  1.      ■  ,  . .     I      I  ■...-,     ■ 

tßrSzBGxBF, 

was  einer  IHlher  erwftliiiten  Ifigenschaft  der   C^lllpse .  entofiriciit. 
Uelierdiee  hat  mau 

Die  ExcMtridtät  der  Hyperbel  ist 

•■  V^^+Jh*    i, 

r.  -SiiKl  Ti  vßfifr^  awei  zaaaqimeDgeliCrigo  Leitstralil^^s  e<^  it*t 

fri  — faXn  +  fi)  ^(AR^ßR)  (AR  +  Äß), 

wp.iZ  ^en  Fuaspunkt  der  zu   C  geh5rigeD  Ordinate  bezeichnet, 
flieraiäa  leltl^'t  mail  ieidi't  ab :  .^^<    . 


••i  ■    .  .  ».     '  \'-  •  ■     f. 

In:*     A  ',•»•  I    ■  . 

n  = 


a 


•■ 


<•  119.  Lehreatz.  Das  Product  der  von  den  beiden  Brenn- 
funkten  einer  ßyperl»!»!  aaf  eine  Hyperbeltangente  gef&llten  Lothe 
ist  allemal  dem  Quadrat  der  halben  imaginären  Aze  gleich.  (Fig.  70l) 

'  Beweis.  Die  Fusspunkte  der  beiden  Lothe  AN  otid  BM 
liegen  auf  der  Peripherie  des  Ax'enkreises. '  Durchschneidet'  nun 
dals  Loth  AN  den  Kreis  zum  zweiten  Mal  in  P,  so  Itlsst  i^ich 
leicht,  wie  bei  der  Ellipse,  beweiseft,  dass  die  Stredk»  AP  dem 
Leth^üf, gleich  ist,    Nun  aber  hat  mana 

AP><Alf=iAFxAGi=:b*. 

Anmerkung.  Zieht  man  in  Fig. 70.  vom  Fusspunkt  R.  dar 
Ordinate  CR  eine  Tangente  m.  den  Azaokreisr  und  ÄUt  .vom  Be- 
rOhrnngspunkt  T  ein  Loth  auf  die  Axe ,  so  wird  der  Fusspunkt 
dfli^ses  Fidthes  in  den  Punkt  'K  faflen,  in  welcherti  die  Axe  von 
der  durch  d^n  Punkt  C  gehenden   Hyperbeltangente  geschnitten 

wird.    Demi,  wie  oben 'gezeigt;  Ist  CR  die  Polare  des  Punktes  Jf. 

,./:.■■•.:■•■ 

.      $.  190l    Lekriait.     la  der  flypetbM  ireAUt  sieh  jede  üer 
reellen  Axe  zugeordnete  Ordinate  CR  (Fl|y.-70e)  snr  stttlem  Pro- 


w 

portionale  aus  den  AbschDittttn  Aer.Axe»  wie  die  iroaginire  Aze 

zur  reellen. 

•,  .  i     .•::     -^. 

Beweis.     Es  verbftit  sich 

BMiCBz^MKiKR^^    ■      i 

also:      ■  ■■  ■ '       ■■  '.■     ;.  ;  -    ■';,"■  ':\;;'-    '     ' ; 

ANxBM.Ciß=JUK><Nk.T^, 

oder 

■       •  ■  . 

wegen  der  Gleichung 

MKxNK=:FK><KG=K'n. 

.'7MA  man  ini'iAzenkraisei  den  RadiKi  HTy  sa.^tstehdn.fwei 
ähnli<ibe  Dretaeke  KTR  und  ir^JV^äbo  Erhält  siefci 


I  -.i 


,  KT./iß-=Ht:ff!!/    ' 


MCVMM   folgt 


.1 


■i;  ■  ■ f  •! 


die,  Tangente  RT  ab^r.i^t  di^  mittlere  Proportionale,  aiui  .den  bt^. 
den  Al^sqlimtten  C^.^mid  i^/2.     .i-     :•.,!  •.  u.  i  .m;:.»N'^  .>•!: 


'   Bezeichnet  man  die  Entfernung  ifn^'dijrbhlirjwwir^  ' 

.     .       k    .  .        .■.•■/'  1    .■     '   T.:..„^; 
mithin  .erhalt  man:.  .  „         ,  :  .  .  i    ., 

I     Aa  "     ■  '    '■  ••.■■■:•;:! 

,'.        «*L       ;wS  'v  , 

Wird  «(fgegpn  qnter  «i  die  Str^e^,  (Si^.fßCfttandee,.a(^  gfl;. 
langt  man  su  der  Gleichung 

Ist  hssa,  so  hat  msi^dfe  gleichseitige  Hypi^beh  B^dleiiU 
ist  die  vom  Brennpunkt  an  den  Ijeitkreis\|||pj|ogene  Tangente  BS 
(Fig.  70.)  dem  Radius  desselben  gleich;  demnach  ist 
Die  Gieicbugmi  der  gleichseitigen  HyiMffbrfshNli 


i  i 


y/.        ■!:i,.  ....•:  .    ■a^^sa.lP     '[■%'<.';•■  M.i  .      ,1, 


Die  Ordinate  CiZ  1«!  also  hier  die  mittlere  Proportioiiale  ans 
den  beiden  Abschnitten  der  Axe. 

Uebrigens  beweisen  die  Oleiclniig^  1)  und  2),  was  auch 
schon  an  sich  einleuchtend  ist,  dass  die  Hyperbel  durch  die  Axe 
in  zwei  congruente  Theile  getheilt  wird. 

$.  121.  Zusatz.  Eine  im  Brennpunkt  einer  (Hyperbel  er- 
richtete Ordinate  Ist  auch  h{er  der  halbe  Parameters:^*  Man 
hat  wie  bei  der  Ellipse:' 


\:b=zb:a. 


i.  ISL  Z  US  nix.  Dia  «tmgleichseitrge  Hyperbel  verhiUt  sich 
Bur  gleichseitigen,  wie  die  Ellipse  sum  Kreist  Jene  idt  allemal 
In  AfBnitätslage  mit  derjenigen  gleichseitigen  Hyperbel,  welche 
die  reelle  Axe  mit  ihr  gemein  hat  Diese  Axe  Ist  zugleich  A(B- 
nitfttsaxe,  die  Richtung  der  Allfinitätsstrahlen  senkrfi^M  daraaf, 
das  Aflfinitätsverhältniss=6:q. 

ff  

$•  1 23.  Lehrsatz.  Jede  gleichseitige  Hyperbel  ist  mit  ihrem 
Alenkreise  in*  Gonfonnitltslagel  Als  Centram  kann  man  Jeden 
ihrer  beiden  Scheitel  ansehen,  die  Conforfflltätsaxe  gebt  durch  den 
andern  Scheitel  und  staht  senkrecht  auf  der  reellen  Axe.  (Fig.  71.) 

Beweis.  Es  seien  F  und  G  die  Scheitel  der  gleichseitigen 
Hyperbel,  die  Gerade  XT  sei  durch  G  senkrecht  auf  FG  gezo- 
gen, CD  sei  die  za  C  gebjBfrige  Ordinate»  Verbindet  man  den 
Punkt  C  der  Hyperbel  mit  F,  so  wird  FC  die  Gerade  XY  etwa 
in  E,  den  Axenkreis  in  O  treffen.  Nun  verhält  sich  gemilss  der 
Eigenthamlichkeit  der  gleichseitigei^  Hyperbel 

F/>:£>C=/)C:G/>; 
mithin  Isf  wegen  des  gisilkrfnskmen  rechten  Winkels  Di 

A  GCDco  4  FCD, 

VjttrbMet  mau  o«ch  C.  mit  G,.«o  ist  ^FC'GssR,  foigUcih 

4.FGC==^FCD'=z^CGD. 
Da  nun  XY  senkresbt  Mf.FC  steht,  so  ist  fi  das  Cemnmi 


eiMs  faarroonbcbeB  Bflscbeb/ tiii4  e»  1stlY?jBC«tM  hamMdiieh« 


•»      '  .      .  i  •     .    ■■:       .      ;      !  • 


Nimmt  map  aai  dem  andern  ^weilte  der  Hyperbel,  den  Pimkl 
AT  imit  der  Ordinate  4?X,  ao  {af  «   :    .  *     .r. 

\^KGL=4^LKF. 

Nun  aber  Ist  auch  ^LKFo::^FK'G,  ^FGK':=^LKF=^KGL; 
Mglrdb  ist  4ff  Puiibl  M,  fn  welchem  der  Strahl  FK  die  Gerade 
^r  eehtierdet,  der  lüerle  hantooMleche  Puokt  zo  JfTFJP'. 

g.  124  Zusatz.  Die.  gemeiDsaroe  Gegenaze  der.  gleichaei- 
tigen  Hyperbel  und  Oirea  Azenkreia^ä  Oillt  nil  der  imagipireii^ 
Am  der  eratern  zuaammen.  . 

.  §•  yj^.  .Folgerungen. 

•  l>  Einer  Seime  dee  Axenkreisea  wie  (yS^,  (Fi|(.72.)i  deren 
Bndpbiikte  anf  VelvchiedetoM  Selteh  dfer  Gt^genaxe  'X7.F  liegen; 
entapricht  eine  flyperbekehne  CEy  deren  EiMd^onkfe  äo^rerachtj»- 
denen  Zweigen  der  Hyperbel  liegen*  und  die  wir  eine  innere  Sehne 
nennen.  Der  Kreiaaebne  C/>',  welche  die  Gegenaze  nicht  achnai- 
det,  entaprfcbt  eine  änaaere  Sehne  CD,  deren  Endpunkte  auf  dem- 
selben Hyperbelaate  liegen. 

2)  Dem  Kreiadiitcfames^r  PC  entiiprlbbt  die'^Tpecbelaze  FG, 
iä  F  lind  G  Bwei  gemeinsame  Punkte  beider  Systeme  aind. 


Einer  Kaeisaeh^e  Ciy  (Fig.  TkX.  welche  der  Aze  FG  parallel  iat, 
entspricht  ein  reeller  Durchmeaser  der  Hyperbel  CD.  Denn  da  die 
KnäiMlne  OD^nnd  der  Kreiadurcfamesser  PCr  parallel  afnd,  so 
werden  sich  die  entsprechenden  Geraden  Im  System  der  Hyperfcel 
FG  und  CD  auf  der  Gegenaze,  also  im  Mittelpankt  H  schnei- 
den. (Flg.  7a) 


.  Wird  die  Gerade  K'L\  welche  keinen  Punkt  mit  der 
livle  gemel»  hat^  auf  das  System  des  Kreises  belogen,  ao  bat  die 
üw^ikli  System  der  Hyperbel  enfapreebende  Gerade  KL  ebenfidb 
keinen  Punkt  mit  der  Hyperbel  gem^n.  iLlttft  K'L*  der  redleh 
Aze  FG  parallel,  ao  entapricbt  ihr  ein  i||tfiglnärer'. Durebmeaaer 
der  Hyperbel. 

3)  Einer  Kreiatangente  entsprlebt  Ätee  Hyperbeltiinglente.  Die 
Conformititasze  ist  elae  geneinaatte  Tangente  der  beiden  Syü^m^. 

Den  keiden  KteiatmigMte»,  deretf  'Derflbtungäpimkte  atif  der 


1  iß   Kt$4  m^\\  VwMCämh  4ir neuem  ^emutMe,  fmtdes.  €im.tUm§ta.' 

Gi^&if^e  Uei^,\0ritli|ireoh«ii  ftw«i  ,|>i#cbnie«i««l'*''4er.  Hyperbel 
ilfiV^  and  PQ  (Fig.  74.),  welche  die  Grenze  zwischen  deO'reelUni 
und  imafi^inären  Durchmessern  bilden«  Dieselben  haben  keinen 
Pünk^  nitt  der  Hyperbel  geihein;  d6iin  da  die 'Bertlhi*ungspinikte 
der  Kreistangenten  A  und  ß  auf  der  Gegeläaxe'  liegen,  so  fallen 
die  ihnen  entsprechenden  Punkte Jn  upendliche  Entfernung.  Diese 
beiden  Durchmesser  der  Hyperbel  heissen  die  Asymptoten  der 
Hyperbel  und  werden  als  THilgenten  angesehen,  deren  Berührungs- 
punkte im  Unendlichen  liegen. 

4}  Es  sei  CD'  (Flg.TS.)  eine  der  AnFG  parallele  Seha»  de« 
Axenkreisesi  K  ihr.PoL  Wird  durch  K  eine  ParaUele.  J'Lf  mit  FG 
gezogen,  so  heisst  der  Hyperbeldurchmesser  JJL,  welcher  der  Ge- 
rade entspricht,' dem  Durchmesser  CD  zugeordnet.  Da  sjch  die 
Gerade -J'L'  und  die  beiden  Tangenten  in  C  und  /r^auf  derGe- 
genaice  schneiden,  so  ist  JL  den  Tangenten  in  C  und  />  parallel. 

5)  Zieht  man  von  K  aus  eine  gerade  Linie  dar6h  den  Kreis, 
di^,. denselben  etwa  in  M*  und  N' .  durchsehneidel'»  so  potspricht 
der  »Sehne  flfN'  in  der  Hyperbel  «ine  dem  Dareiimesser  JL  pa^ 
rallcile  uqd  dem  Durehmesser  CD  zugeordnete  Sehne»* 

'  Der  P9I  '•  voti  JT  Ist  der  Halbirungspunkt  R  der  Sehne  CD". 
Einer  du/cH  den  Punkt  12  gj^zogenen  Kreissehne  wQrdfe  eine  dem 
Dtirchm^sser  J£  zug|eordnete  Hyperbelsehne  entsprechen. 

$.  126.  Zuiat%.  Insofern  man  eine  gleichseitige  iind  eine 
ungfeichseitige  H'yperbeJ  als  afline  Systeme  auf  .einau^ei;  bezieht, 
rntspri'cht  einer  Sehne  wiederum  eine  Sehne,  einem  DurcKmebser 
ein  l)orcbiuesaer,  einer  Tangente  eine  Tangente  u.s.w.  '  * 

§.  127.  Lehrsatz.  Jeder  Durchmesser  einer  Hyperiiel  hal- 
birt  die  ihm  zugeordneten  Sehnen. 

Beweis.  Da  K  der  Pol  von  OD*  Ist,  so  sind,  wofern  Q'der 
Durchschnitt  der  Geraden  M'N*  und  Üty  ist,  die  vier  Punkte  K, 
M**  Q'f  ^'  harmonisch.  Sucht,  man  in  der  Hyperbel  (Fig*  75.  a.), 
die  der  Peutlichkeit  wegen  getrennt  gezeichnet  ist,  die  entspre- 
chenden  Punkte,  so  wird  der  Punkt  Q  in.  der  Mitte  von  M  und 
N  liegen,  da^er  Punkt  K  in  Fig.  75.  auf  der  Gegenaze  liegt 

'  $.  128.  LehTsut%,  Durchschneidet' man  eine  Hyperbel  und 
zugleich  ihre  Asymptoten  (Fig.  75.  a.)  durch  eine  Gerade  mlUNn, 
so  sind  die  StOck^  mM  und  iVn,  welche  zwischen  den  Schenkeln 
d^r.  Hyperbel  und  den  Asymptoten  iiegon,  «llemal  gleich. 

Be  w eis..    In  r|gr73.  sind  ]^,  A^li^B  vier  harmooisclie Punkte. 
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PuttoD  aber  ä\a  GMadeil  Afk\  CD  «tod  Bit'  parallel  sWid,  ao 
oind  auch  K^  mf»  Q',  it'  vier  harraoniache  Punkte.  Mithin  iat 
(Fig.  75.  a.)  der  Ponkt  Q  auch  die  Mitte  tod   mn  and  demnach 

$.129.  Lehrsat%.  Je  zwei  zugeordnete  Darchmesser  einer 
Hyperbel  bilden  mit  den  beiden  Asymptoten  einen  harmonischen 
Baacbel.    (Fig.  76.) 

Beweis.  Es  ist  auch  hier  nur  nöthig,  den  Beweis  für  die 
gleichseitige  H3rperbel  zu  föhren,  da  derselbe  der  gegenseitigen 
Affinität  wegen  sich  sogleich  auf  die  ungleichseitige  ausdehnt. 

Es  seien  L^  M,  E,  iV  die  Punkte,  in  denen  die  Ckinfofmitäts- 
aze  von  den  beiden  zugeordneten   Durchmessern  und  den  beiden 

Asymptoten  getroffen  wird. 

■ 

Die  den  genannten  Linien  im  Systeme  des  Axenkreises  ent* 
sprechenden  Geraden  gehen  ebenfalls  bezüglich  durch  L,  M,  E,  N 
und  schneiden  die  Gegenaxe  in  vier  harmonischen  Punkten  K,  A, 
R,  B.  Dabei  sind  aber  diese  Geraden  sfimmilich  einander  paral- 
lel; also  sind  auch  L,MfE,N  vier  harmonische  Punkte  und  folg- 
lich die  Geraden  HL,  HM,  HE,  HN  vier  Harmonikaien. 

Zusatz.  In  der  gleichseitigen  Hyperbel  stehen  die  beiden 
Asymptoten  HM  und  HN  senkrecht  auf  einander;  also  wird  der 
Winkel  LHE^  den  die  beiden  zugeordneten  Durchmesser  mit  ein- 
ander bilden  9  von  der  Asymptote  17^11  halbirt 

Da,  Cbrigens  der  Winkel  MHG  =  45<^  ist,  so  sind  die  beiden 
Winkel  LHG  und  EHG  Complemente  von  einander. 

Zwei  beliebige  reelle  Durchmesser  einpr  gleichseitigen  Hy- 
perbel HA  und  HA'  (Fig.  77.)  bilden  daher  denselben  Winkel  mit 
einander,  wie  die  ihnen  zugeordneten  imaginären  Durchmesser 
HB  und  HB'. 

Denn  zieht  man  die  Asymptote  HM,  so  ist  der  Winkel 
MHA^Vf.  MHB  und  W.  MHA'=:SV.  MHB'. 

§.  130.  Erklärung.  Dasjenige  Stück  einer  Hyperbeltan* 
gente,  welches  zwischen  den  beiden  Asymptoten  liegt,  beisst  eine 
Substitute,  weil  diese  Strecke  in  Bezug  auf  den  durch  ihren  Be- 
rührungspunkt gehenden  Durchmesser  dieselbe  Rolle  spielt,  wie 
der  angeordnete  Durchmesser  in  der  Ellipse. 

^  131.  Lehrsatz.  Jede  Substitute  ST  einer  Hyperbel 
(Fig.  7&a.)  wird  dnreh  den«  Berfihmngspnnkt  D  halbirt. 
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Beweis,  bt  MN  eine  dem  DorebmesMr  HD  sni^eevdntto 
Sehne,  m  und  n  ihre  Durchechnittspankte  mit  den  Asysptoleii, 
so  ist  der  Punkt  Q,  in  welchem  HD  und  MN  einander  schnei- 
den, die  Mitte  von  mn.  Nun  aber  ist  MIS  parallel  mit  ST^  folg« 
lieh  ist  auch  D  die  Mitte  von  ST. 

Bemerkung.  Die  Hyperbel  wird  nicht  nur  darch  die  reelle, 
sondern  auch  durch  die  imaginäre  Aze  in  zwei  congrnente  Theile 
getheilt. 

Denn  gehOrt  der  Punkt  C  (Fig.  77.  a.)  einer  Hyperbel  an,  welche 
die  Punkte  A  und  B  ixl  Brennpunkten  hat,  so  wird  man  Aber 
AB  noch  drei  mit  ilBC  congruente  Dreiecke  constrniren  kunnen, 
ABe^  ABO 9  AB&.  Die  Punkte  C,  c,  &  genfigen  dann  aber  eben- 
falls der  Bedingung 

AC'^BC^Ia  U.S.  f. 

Die  imaginSre  Aze  JL  geht  aber  senkrecht  durch  die  Mitten 
▼on  Cc  und  CV,  also  hat  man  zwei  congruente  Systeme  in  AfG- 
nitätslage,  deren  AfBnitätsaxe  JL  ist  Ebenso  ist  auch  AB  eine 
AiBnitätsaxe.  Verbindet  man  C  mit  c',  und  c  mit  C,  so  gehen 
beide  Verbindungslinien  durch  den  Mittelpunkt  H  der  Hyperbel 
und  halbiren  einander.  Insofern  man  nun  C  und  c\  sowie  andrer- 
seils  C  und  c,  als  entsprechend  ansieht,  hat  man  zwei  congrnente 
Systeme  in  Aefanlichkeitslage. 

Aus  dieser  symmetrischen  Gestalt  der  Hyperbel  folgt  nun 
auch,  dass  jeder  Durchmesser  derselben  im  Mittelpunkt  halbirt  wird. 

$.  132.  Lehrsatz,  1)  In  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die 
Substitute  allemal  dem  zugeordneten  Durchmesser  gleich. 

Beweis.  In  Fig.  75. a.  Ifisst  sich  um  das  rechtwinklige. Drei- 
eck SHT  von  D  aus  ein  Kreis  beschreiben^  also  ist 

HD=DS=zDT,    und    CD^ST. 

2)  In  jeder  Hyperbel  ist  die  zur  reellen  Aze  gehörige  Sub- 
stitute das  Doppelte  der  Tangente,  welche  vom  Brennpunkt  aus 
an  den  Azenkreis  geht  und  in  §.  118.  als  Stellvertreterin  einer 
zweiten  Halbaze  benutzt  wurde. 

Beweis.  Ffir  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  der  Satz  schon 
bewiesen. 

Construirt  man  nun  Ober  derselben  Aze  noch  eine  ungleich* 
soitige  Hyperbel,  so  sind  die  beiden  Substituten,  welche  durch 
^immk  gemeinsamen  Scheitel  gehen,  entsprechende  Strecken  in 
affinen  Figwen  imd  fidlen  fiberdies  in  die  Riditang  eines  Aflioi« 


ULtsfltrahls.  OemiiAcli  werden  sie  sich  "m  efnaoder  dem  Affn^- 
tätsverbältniM  gemfiss,  d.  h.  wie  b:a,  yerhalteo.  Da  noo  die 
Sabstitute  der  gleichseitigen  Hyperbel  gleich  2a  ist»  so  wird  die- 
jenige der  nngleicbeeitigeo  gleich  26  sein. 

§•  133.  Lehrsatz.  In  der  ungleichseitigen  Hyperbel  ist  die 
Differenz  zwischen  dem  Quadrat  eines  Durchmessers  und  dem 
Quadrat  der  zugeordneten  Substitute  eine  eonstante  Grosse.  (Flg.  78.) 

Beweis.  Es  sei  HC  die  Hälfte  eines  Durchmessers,  C'iy 
die  Hälfte  der  zugeordneten  Substitute  In  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel, also  HC —CD*.  Fällt  man  nun  die  Lothe  CK  und 
VL  auf  die  Axe  und  zieht  CM*  parallel  mit  /TAT,  HJ*  pandldl 
mit  CO',  so  ist  zunächst  W.  />'CJIf'  =  W.  J'HK.  Nun  abet 
sind  HJ'  und  HC  Richtungen  zugeordneter  Durchmesser,  mithin 
nach  $.  129.  Zusatz,  der  Winkel  J'HK  das  Complement  von  CHK, 
woraus  hervorgeht: 

w.  D'CJU=yf.  j'HKz=zvr.  hck. 

Die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  lyCM  und  CHK  sind  al«o 
oongruent: 

1)    C»^CK.       HK^WD'. 

babei  bat  man  wegen  der  Gleichung 

y»  S5S  :r*  —  a*  oder  j?*  —  y«  =  a* : 

2)  Hl^-'KC^:=i(fi. 

Construirt  man  nun  fiber  derselben  Axe  eine  ungleicbseltige  Hy- 
perbel^ 80  fallen  die  den  Punkten  C  und  D'  entsprechenden 
Punkte  C  und  />  bezflglich  in  CK  und  D'K  Zieht  man  CM 
parallel  mit  CM'  y  so  sind/>Jlf  und  IVM'  entsprechende  Streckeni 
auf  einem  Affinitätsstrahl,  also  verhält  sich 

3)  DMiD'M'^bia. 

Ntw  ist 

C5S=  CS«  +  5Sr«=  C¥«  +  ^ .  IF^ET«. 
AiM«ahlrt  man,  so  kommt: 

10* 
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B«n««  folgt  in  Betneht  der  Gleichungen  1)  md  2): 

Zmatt.    Bezeichnet  man  den  Winkel  CBK  dnreh  ip,   den 
Winkel  DCM  durch  ^,  so  ist 

CK      b   CK 

DM    b  lym 

Moltiplicirt  man  beide  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält  naft 
wegen  der  Glelchangen  1)  und  2): 

tang9.tangV'  =  ^- 

Diese  Gleichung  stimmt  gans  mit  derjenigen  fiberein,  welche  wir 
bei  der  Ellipse  erhielten.  Dort  waren  aber,  die  Winkel  9  und  ^ 
nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  geOffnet  und  nicht  wie  hier 
nach  derselben  Seite. 

$.  134.  Lehrsatz,  Der  spitze  Winkel,  den  eine  Süssere 
Sehne  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  einer  Tangente  am 
BerOhrungspunkte  bildet,  ist  so  gross,  wie  derjenige  Peripherie» 
Winkel,  welcher  über  der  Sehne  steht  und  dessen  einer  Schenkel 
ein  Durchmesser  ist.    (Fig.  79.) 

Beweis.  Es  sei  CD  ein  Durchmesser  einer  gleichseitigen 
Hyperbel,  CE  eine  innere  Sehne,  also  der  Winkel  DCE  gleich* 
sam  ein  Peripheriewinkel. 

Wird  nun  durch  D  eine  Tangente  gezogen  und  der  Mittel* 
puokt  H  mit  der  Mitte  der  Sehne  DE  durch  die  Linie  HK  ver- 
bunden, so  giebt  die  Tangente  DF  die  Richtung  desjenigen  iroa* 
ginären  Durchmessers  an,  welcher  dem  Durchmesser  CD  zugeordnet 
Ist,  die  Sehne  CE  aber  ist  parallel  demjenigen  imaginären  Durch- 
messer, dessen  zugeordneter  reeller  Durchmesser  in  HK  ßült. 
Nun  bilden  zwei  reelle  Durchmesser  allemal  denselben  Winkel, 
wie  die  ihnen  zugeordneten  imaginären;    folglich  ist 

W.  FZ>E=W.  KHD. 

Da  aber  die  Linie  HK  im  Dreieck  CDE  die  Mitten  zweier  Sei- 
ten verbindet,  so  ist  sie  der  dritten  Seite  CE  parallel  and  denuuich 

W.  DCE=VV.  DHK=Vf.  FDE. 
ß§m€rkunff.    Zieht  man  dorch  C  eine  Tangente  CG,   so 
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Isit  wie  lekht  einiasehen,  CG\\DF,  da  sieb  die  entopreclienden 
Teogenten  des  AxeiArelses  auf  der  G^enaze  sebneideo.  FolgUeh 
ist  W.  GCD  =  W.  CDF,  und  also  nacb  dem  Voranstebendeo : 

W.  GCE=W.  CDE. 

Der  Satz  bleibt  also  auch  richtig,  wenn  man  statt  der  Susseni 
Sehne  eine  innere  wie  CE  nimmt :  nur  muss  man  alsdann  den 
spitzen  Winkel  mit  seinem  stumpfen  Nebenwinkel  vertauschen. 

{.  135.  Lehrsatz.  In  der  gleichseitigen  Hyperbel  Ist  jede 
einem  gegebenen  reellen  Durchmesser  zugeordnete  Ordinate  die 
mittlere  Proportionale  aus  den  beiden  Abschnitten  des  Durcbmee- 
sers.    (Fig.  79.) 

Beweis.  Zieht  man  EG  parallel  der  Tangente  DF,  so  Ist 
CG  eine  dem  Durchmesser  CD  zugeordnete  Ordinate.   Nun  aber  Ist 

/^DEGco^ECG, 

da  Winkel  DEG:=^FDE=ECG  ist;  mithin  verhält  sich 

DGiEG^EGiCG. 

Beseiebnet  man  DG  durch  x^    HD  durch  <i|,   so  folgt: 

Wird  dagegen  HG  durch  Xi  bezeichnet»  so  erbftlt  man  analog 
dem  Froheren : 

§.  136.  Lehrt  atz.  Je  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  sind 
ihnliche  Figuren. 

Bewteis.  Es  seien  (Fig.  80.  und  Fig.  80.  a.)  in  den  Azenkrel* 
sen  Gber  den  Axen  FG  und  fg  zwei  ähnliche  Dreiecke  errichtet, 
FGC  und  fgc'.  Sucht  man  nun  die  den  Punkten  C  und  &  ent« 
sprechenden  Punkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln  und  zieht  die 
Ordinaten  CDundcd,so  istW.  GCD:=zW.  GFQ  Vf.ffcd=Vf.gfe, 
mithin  auch  ^  GCDco/^gcd,  und  demnach  auch  ^FGCcs^/^fgc» 
Die  Punkte  C  und  c  und  alle  auf  dieselbe  Art  gepaarten  Punkte 
sind  also  durch  ähnliche  Dreiecke  fiber  FG  und  fg  bestimmt«  folg^ 
lieh  sind  beide  Systeme  ähnlich. 

§.  137.  Lehrsatz,  In  der  ungleichseitigen  Hyperbel  verhält 
sich  jede  einem  reellen  Durchmesser  zugeordnete  Ordinate  sor 
mittlem  Proportionale  ans  den  beiden  Abschnitten  dieses  Doreh* 
messers,  wie  die  der  Ordinate  parallele  Substitute  sum  gegebe- 
nen Durchmesser. 
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■  Beweis.  Es  wetde  xaerct  (Fig.  81.)  «1^  der  Aze  FG  itt 
fegebenen  ungleicbseitigeo  Hyperbel  eine  gleiobeeilige  cmistndfl 
und  in  dieser  der  Dorchmesser  Ciy  gesucht,  welcher  dem  gege- 
benen Durchmesser  CD  entspricht. 

Sodann  werde  eine  zweite  gleichseitige  Hyperbel  errichtet» 
deren  Axe  fg  so  bestimmt  ist,  dass  sich  verhält 

fgzFG^CDiC'iy. 

DIsee  zweite  gleichseitige  Hyperbel  ist  nun  der  ersten  fibnlich, 
nnd  wenn  cd  der  Strecke  C'iy  entspricht»  so  behaupte  Ich ,  dass 
€iär=  CD  ist    Denn  es  muss  sich  verhalten 

cd:C'D'  =  fg:FG=^CD:C'D'. 

.        -       •  ■• 

Die  «weite  gleicbseitige  Hyperbel  Ist  aber  überdies  der  angleich- 
seitigen  affin.  Entspricht  nun  der  Punkt  a  in  der  Verlängerung 
von  cd  dem  Puukte  A  in  der  Verlängerung  von  CD,  so  wird  sich 
verhalten 

CDicd^=^  CA:ca=^  DAida; 

folglich  ist  wegen  der  Gleichung  CD=zcd  auch  CA=:cap  DA=^da. 

Endlich  seien  DE  und  de  halbe  Substituten»  AB  und  ab 
ihnen  parallele  Ordinaten.    Dann  verhält  sich 

AB:ab=:DE:de. 

Es  ist  aber  ab  die  mittlere  Proportionale  aus  DA  und  CA,    und 
de  i8t  dem  halben  Durchmesser  HD  gleich. 

§.  138.  Lehrsatz.  Verbindet  man  in  einer  Hyperbel  die 
Endpunkte  zweier  Substituten  mit  einander^  so  sind  die  Verbin- 
dungslinien parallel. 

Beweis.  Es  seien  MNnnd  PQ  zwei  Substituten  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel.  (Fig.  82.)  Andererseits  seien  im  Axenkreise 
derselben  A  und  B  die  Berfihrungspunkte  der  Tangenten,  welche 
den  Asymptoten  entsprechen  (Fig.  82.  a.) ,  M'JN'  und  P'Q'  die  den 
gegebenen  Substituten  entsprechenden  Tangenten, 

Die  Geraden  M*Q'  und  PN*  durchschneiden  sich  nach  §.  92. 
auf  der  Verlängerung  von  AB,  also  auf  der  Gegenaxe;  folglich 
Werden  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  MQ  und  PN  einander 
parallel  sein.  Der  Beweis  gHt  zugleich  (i5r  die  ungleichseitige 
Hyperbel  wegen  ihrer  Affinität  mit  der  gleichseitigen. 

$.  130.    Lehrsait.    Das  durch  irgend  eine  SnlMrtitato  einer 


HyperiM  von  dem  swtochen  de»  Asjrmptoton  DtgeBde»  RiuiM 
ohgeschnittetie  Drtiedc  hat  eineo  eonsteoteii  l»halt 

Beweis.  Da  MQ  parallel  PjY  ist,  so  ist  das  Dreieck  PQM 
gleich  dem  Dreieck  MNQ ;  folglich  auch  das  Dreieck  HMN  gleich 
dem  Dreieck  HPQ. 

§,  140.  Zusatz,  Es  sei  C  der  Scheitel  einer  oDgleichseiti- 
geo  Hyperbel,  AB  die  durch  den  Punkt  C  gehende  Sabstitote, 
a  der  Mittelpunkt  (Fig.  83.).    Alsdann  ist: 

HC  =  a,    AC=:b,  .^ 

Zieht  naB  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  F  der  Hyperbel  eine 
sifeitd  Substitute  DE,  bo  verhalten  sieh  die  Dreiecke  HAB  ood 
JUDE  wie  die  Pcoducte  derjenigen  Seiten,  welche  den  gemeiiF 
samen  Winkel  H  einsohliessMi»  also : 

^HAB:^BDE=ABxBBiDHxEB, 

mithia  Ist  wegen  der  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke: 

AHxBB  oder  Alß=DBxEB. 

Zieht  man  aber  FK  parallel  mit  BE,  so  ist,  weil  F  di#  Mitte 
Ton  DE  ist, 

BK:=i.BD,    FE^l.BE; 

BKxFK=l.Äm. 

Beseiehnet  man  der  Einfachheit  wegen  BK  darch  u  und  die  Pa- 
tallele  FK  durch  e,    so  erhält  man  die  Gleichung: 

u»  =  i(a«+6«). 

Der  Ausdruck  i(a*4-^^  ^Ird  die  Potenz  der  Hyperbel  genafrtit: 
Ffir  die  gleichseitige  Hyperl^l,  in  welcher  ftsa  ist,  hat  man 

Zusatz,  Alle  Parallelogramme,  welche  von  den  lidden  Asym- 
ptoten gebildet  werden  und  deren  vierte  Ecke  auf  der  Hyperbrf 
liegt,  sind  einander  gleich. 

Beweis.  In  der  gleichseitigen  Hjrparbel  ist  jedes  Parallele* 
gramm  dieser  Art,  wie  z.  B.  BKFL  (Fig. 84.),  ein  Rechteck,  der 
Beweis  folgt  aUo  unmittelbar  ans  der  Gleichung  tios)a*  odi^ 
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flürx  i?F  CS  ia*.  Dieaer  Bewiei*  fplt  sogleich  GSr  die  n^gMok» 
eeitige  Hyperbel  wegeir  ihrer  AfBoität  mit  der  gleicheettlgee^  Ver- 
gleiche  $.  111. 


Anhang. 

Ute  %iuidri^tnr  der  Hyperbel  betreifeiid. 

{.  141.  Erklärung.  Ich  verstehe  unter  Sector  einer  Hyper- 
bel eine  Figur»  die  entsteht,  wenn  man  (Fig.  85.)  die  Endpunkte 
eines  Uyperbelbogens  A'B'  mit  dem  Mittelpunl(te  O  verbindet. 
Ein  asymptotisches  Segment  ist  ein  FlächenstOcIc  (CFGD\  Fig.  87.), 
welcbee  von  einer  der  Asymptoten,  einem  Bogen  der  Hyperbel 
(Ciiy)  und  zwei  parallelen  Linien  (CF  und  l^G)  begrenzt  wifd. 
Laufen  die  beiden  parallelen  Seiten  eines  as^hiptotischen  'Seg- 
ments (CCD' D)  der  zweiten  Asymptote  OM  parallel,  so  wollen 
wir  dasselbe  ein  Normalsegment  nennen.  Diejenigen  StQcke  der 
daran  liegenden  Asymptote  ON,  welche  zwischen  dem  Mittel* 
punkt  und  den  beiden  parallelen  Seiten  des  Normds^mento^' lie- 
gen (also  OC  und  OD)f   beissen  die  Grenzabscissen  desselben. 

§.  142.  Lehrsatz.  Zwei  asymptotische  Segmente  zwischen 
denselben  Parallelen  sind  gleich.    (Fig.  86.) 

Beweis.  Wir  denken  uns  die  beiden  Bogen  AC  und  AO^ 
welche  durch  die  beiden  Parallelen  BB'  und  DD'  abgeschnitten 
werden,  so  klein,  dass  sie  als  gerade  Linien  angesehen  üverden 
können.  Da  nun  nach  §.  128.  AB  —  A'B'  und  cb=^CD'  ist,  ^o 
sind  die  beiden  Paralleltrapeze  ABDC  und  A'BD'C  einander 
gleich.  Demnach  werden  auch  zwei  beliebige  asymptotische  Seg- 
mente ABFE  und  A'B'PE' ,  die  zwischen  denselben  Parallelen 
liegen,  einander  gleich  sein,  da  man  sie  durch  Parallellinien  in 
unendlich  viele  Paralleltrapeze  zerlegen  kann,  die  paarweise  ein- 
ander gleich  sind. 

§.  143.  Lehrsatz.  Jeder  Sector  einer  Hyperbel  hat  gleichen 
Flächeninhalt  mit  deinjenigen  Normalsegmept,  welches  mit  ihm 
auf  demselben  Bogen  steht    (Fig.  85.) 

Betveis.  Um  zu  beweisen,  dass  der  Sector  OA'B'  gleich 
dem  Normalsegment  AABB  ist,  ziehe  man  A'F  und  B^G  paral- 
lel der  Asymptoten  O^.    Dann  ist 

Parallelogramm  Oili4'F=  Parallelogramm  OBB'C, 

mitbin  auch 
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Urtteek  OAA'  «e  Dreieck  OBB'. 
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zieht  man  voD   beiden  Dreiecken   das  gemeiDaame  Stflek   QAM 
ab»   8o  bleibt 

Dreieck  Oi^^'  =  Viereck  ABB'K. 

Legt  man  au  beiden  daa  FlSchenstttck  A'B'K  binzn,  ao  kenmt: 

Sector  Oi4'^fi=  Segment  AA'BB. 

{.  144.  Lehrt  all.  Zwei  Normalaegmente  haben  gleichen 
Flächeninbalt,  wenn  die  Grenzabscisaen  des  einen  aicb  eben  an 
za  einander  verbalten  wie  die  dea  andern.    |[Fig.  87.) 

Voraussetzung.    Es  verhält  sich      •  * 

OA:OB=:OC:OD, 
also  auch,  wegen  der  Gleichungen 

OAxAA'  =  OBxBB'  =  OCxCC'=z  ODxDD'i 

AA'.BB  =zCC':DD'. 

Behauptung.    Segment  AB B'A'  =  Segment  CDI^C. 

Beweis.  Man  trage  die  Grenzabaciasen  OA  und  OB  aaf 
die  andere  Asymptote  OM  ab,  wo  sie  bis  a  und  b  reichen  mögeo^ 
und  construire  Ober  ab  das  Normalsegroent  abb^a';  sodann  vei^ 
binde  man  af  mit  C  und  b'  mit  D*,  und  verlängere  die  Verbindong»» 
Knien»  bis  sie  die  Asymptoten  bezüglich  in  F  und  f,  sowie  >ili 
G  und  ff  durchschneiden. 

Für*s  Erste  ist,   wie  leicht  einzusehen, 

Segment  AA'B'B  ^  Segment  aa'b'b , 
(fir's  Zweite  ist:  m*.  ) 

d^iyDG^^gbb', 

da  W.  C'  =  /,    W.  F=:  W.  a   und  C'F=^  a'f  u.  a.  w.    Mithin  Ist: 

CF=zaa'=:AA',  ^ 

DF=bb'=BB. 
Nun  verhält  aich 

AAxBB*-CC'\Diy^CFxDG\  /' 

r«lglieb  ■iBd  di«  Dreieck«  CC'F  nod  DS^G  Jlulieh  tfnd  ■!••  OW 
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parallel  I^G.  DeniiAeh  «fad  die  beiden  aayoqytotiacben  Segmente 
iP^FGEt  und  a'fgb'  einander  gleich«  und  ea  werden  daher  auch 
dlb  neiden  Normalsegmente  CC'D'D  nnd  aafb'b  gleich  sein,  da 
aie  durch  Addition  und  Subtraction  paarweise  gleicher  Dreiecke 
ao8  jenen  entateben. 

:  itt.Jlusatz.  Ist  (Fig.,87.)  daa  Normalaegment  AA'C'C  das  Dop* 
pelte  dea  Segments  AA'B'B,   so  verhält  sich 

OA:OB=OB:OC, 

4.  iy^.ea  M  jOiB.die  mittlere  Proportionale  zwischen  OA  ond  OC» 

Hieraoa  ergiebt  sich«  wie  ein  gegebenes  Normalaegment  zu 
halbiren  sei. 

{.  145.  Folgerung.  Von  einem  Normalsegment,  dessen 
eine  Ordinate  AA'  (Fig.  88.)  durch  den  Scheitel  A'  der  Hyperbel 
geht,   sagen  wir»   es  beginne  mit  dem  Scheitel. 

Es  sei  die  gegebene  Hyperbel  gleichseitig«  ihre  halbe  Axe 
=  V2«  mitbin  ihre  Potenz  =1.  Dann  wird  anch  0A=:AA'=1 
aein«  sowie  auch  der  FiScbeninhalt  des  Quadrats  OAA*K  =1  isl. 

Es  ist  einleuchtend«  dass  es  eine  Ordinate  geben  muss«  die 
mit  AA*  ein  Normalsegment  bildet«  welches  dem  Quadrat  OAA'K 
ffeieh  iat  Es  sei  £B'  diese  Ordinate  itml  es  werde  die  bisher 
unbekannte  Abscisse  OB  durch  e  bezeichnet  Wäre  nun  e  gege-» 
ben,  so  wGrde  es  leicht  sein«  diejenigen  Ordinaten  CC«  DD\ 
EB\  n.  S..W.  zu  construiren,  durch  welche  Normalsegmente  vom 
Flächeninhalt  2«  3«  4«  u.s.Xv.  abgeschnitten  würden.    Man  hättet 

OAiOB^OBxOC, 

OC=OS^  =  e\ 

Femer 

OA:OB=OC:OD, 
OAiOB=OD:OE, 

a  u.  s.  w. 

Denken  wir  uns  also  ein  Logaritbmensystem  mit  der  Zahl  e  als 
Basis  nnd  nennen  die  demselben  angehurigen  Logarithmen  hyper» 
bolische  Logarithmen«  so  ist  durch  das  Voranstehende  bewiesen« 
dass  jeder  Logarithmus«  welcher  eine  ganze  Zahl  ist,  den  Flächen- 
khkll'Ae^  Nowahmgnteiila  anadrficki«  deaaen  ^reBzabaeiaatt  d«^ 


aDgUlinffem'aUil  «idMi«  kl.  •  BeitekhiMt.iiuuk  4boii  dit  fitemh 
Bbttdame  *du9ch  m,  das  darcb  dieselbe«  beetemte^  mit  4ctai  6f  hdh 
tel  beginnende  Segment  dorch  i,  bo  hat  man,.'80'oft  j,  «ki^LgMMb 
Zahl  ist,  nach  dem  Bisherigen : 

«  =  log .  hyp.  ti. 


0 
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Diese  Wahrheit  lässt  sich  sogleich  dn^ch.  felgesde  Betribchtiiif 
erweitern. 

I 

Es  sei  OM  die  mittlere  Proportionale  zwbciien  OC  und  OD. 

Abiaano  ist 

■  '  '.  .-.11 

fl  f^AsMä^MM^       Segm.  AACC  +  Segm.  AA'D'D 

_  log,  hyp.  OOf  log,  hyp.  OD 
.""  2 

Nun  .aber,  ist 

Es  gilt  also  die  Gleichung 

f  s=  log.  hyp.  ti 

aoch  f&r  alle  Werthe  von  $^  welche  sich  durch  EiasebAltiiDg' 
arithmetischen  Mittels  aus  der  natCrIichen  Zahlenreihe  erzeugen 
lassen,  ja  för  alle  Werthe,;  die  durch  unendlich  oft  wiederholte 
Einschaltung  aus  derselben  hervorgehen.  Jetzt  wird  es  leicht 
sein,  die  allgemeine  Gültigkeit  der  obigen  Formel  darzuthun.''"  ** 

{.  146.    Lehrsatu    Für  jeden  Werth  Von  $  und  u  gilt  die 
Gleichung 

«;=iog.byp.ti.  '" 

Beweis.    Ich  behaupte,   das  Segment  i  kann  nicht  griisiraf 
sein,  als  der  log.  hyp. ti.    Denn  hStte  man 

<slog.hyp.tf-f  9,  w 

so  Hesse  sich  durch  hinreichend  oft  wiederholte  Einschaltung  des 
arithmetischen  Mittels  ein  solcher  Werth  «^  findenV  der  grSsltüt 
als  log.hvp.tfx  aber  kleiner  als  log.hyp.«-|- jr  wäre.    Wäre  nun 

f'=log.hyp.tf',  '   ,„  * 

so  würde  i'  der  Inhalt  desjänigCM  Bonqalsögments  sein,  welches 
durch  den  Absclstoebwarth  t^  b^stNumt'  fnArde.    ^un  aber  ist  ^ 


U«iMr  «to  «>  abo  mflMte  aacb  die  hkmidmm  «'  Uakior  Mb  ab«. 
•  Vm  bt  mber  «'  im  Gegeotheil  grOcser  ab  «;   denn  maa  hat  der 
Voraoaseteang  nach 

log.hyp.tt'  >  log.hyp.tc 

Folglich  kann  <  nicht  grOsaer  aein  ab  log.hyp.ic    Ebeoao  bewebt 
Bian»  daaa  <  anch  nicht  kleiner  aein  kann. 

{.  147«    Aufgabe.'  Die  Zahl  e  zo  berechnen. 

Aofl5sang.    Man  ziehe  die  Ordinate  Nif  sehr  nahe  derje- 
nigen Ordinate  AA*  (Fig.  88.) >   welche  durch  den  Scheitel  A'  der 

H3rperbel  geht«  und  ea  aei  AN^^^  —  ,  mithin  02V s=l -f.—.  btnon 

—  aehr  klein  oder,   was  daaaelbe  aagt,  m  sehr  groaa»  ao  Uaat 
älch  das  Segment  AA'N'N  aehr  nahe  ab  eio  Rechteck  anaehen 

mit  der  Grundlinie  ANss-  und  der  HOhe  AA'^h    Der  Inhalt 

fii 

diesen  Rechtecke  ist  abo  =  — .    Andererseib  Ist  derselbe  gleich 

log.  hyp.  ON  =  log.  hyp.  (!  +  -)• 
Demnach  l^t  man: 

i  =  Iog.hyp.(l+l) 

oder 

i  1  1 

«•  =  1+-,    e  =  (l  +  -)«, 

und  diese  Gleichung  wird  sich  um  so  mehr  der  Richtigkeit  nfthem, 
je  grösser  man  m  annimmt.  Nach  dem  binomischen  Lehrsatze 
hat  man: 

/i  .  Ix-     1  «  "*    ^  .  ^^K^—l)     ^    .  m(m— l)(m— 2)     1 
('  +  ^   =^+Tm+      1.2      -^5+  rXS  ;^ 

wofSr  man  achreiben  kaon: 

a+i)-=i+i+(i-i).o4(i-i)(i-|).ro 

+(i-i)a-|)(i-|).i:^.... 


^AnUfMMI^  'mflf '  r AnMMNMMWl^  M*  m»  m9ß9i9tKtmlm  4IMMMMB*  wwm 

Je'grOMer  non'  m  wM^:  «m  «o^  iM^br  werdhn*  rfdi  A»  GtOmm 

—  f    —  >   — »  ö.  8.  w.  der  Null  nähern ;  denkt  man  sich  ako  m  unendlich 
1^88,  80  kommt  ^ 


Wird  hiernach  der  Werth  von  e  berechnet ,  8o  erhUt  man: 

e=:  2,7182818. .•. 

{.  148.  Folgerung.  Uer  Sector  OA'»  (Fig.  85.)  ist  gleich 
dem  Normalsegment  AA'B'B,  Fflr  jenen  Sector  aber  ist  es  be- 
quemer, wenn  man  von  B'  aus  ein  Loth  aof  die  Aze  OA'  ftllt» 
um  den  Inhalt  desselben  mittelst  der  Abscisse  OD  und  der  Ordi- 
nate DB  auszudrücken. 


»  .. .  .     • 


Es  sei  C  der  Punkt,  in  welchem  sich  die  Ordhiate  DB^  ood 
die  Asyoqitote  ON  durchschneiden.    Alsdann  Ist 


DC^OD^x,    OC^^Om^DÜ^^'lx^. 

also 

OC=:V2.ar; 
femer  ist 

Also  kommt: 

X 


U=:OBz=:  OC--  CBss  -y-» 

woraus  hervorgeht: 


«slog.hyp.^-jJ^ 


Ist  nun  eine  beliebige  gleichseitige  Hyperbel  gegeben  mit  der 
Aze  2a,  so  ist  diese  der  gegebenen  ähnlich,  und  bezeichnet  man 
die  den  Grl^ssen  x,  gt  *  entsprechenden  GrSssea  durch  xf,  j\  t', 
so  hat  man: 

1)  «:ar'  =  V2:a, 

2)  y:ye:V2:a, 

3)  f:f'=(V2)«:a«. 
Beraus  folgt: 


.'  =  ^l«g.byp.(^±?^. 


■0  M§Mmt\'V§maM§  ätr  neitem  ^mtHif§yfm§et.Wt^9gemem: 


f 


i:  1 


Jede  wiglcidMeiMlg»  Hyperbel  iet  4er  glefehteUigeo  Mm^i  B0* 
leielinet  man  non  die  den  GrOssen  x\  «',  g*  entsprechemleo  6r5s4 
«eh  dareh  iti ,  ^ ,  <| ,  eo  hat  man : 

3)    Ml',  t'  =zb:a, 

wo  6,    «vie  immer,   die  halbe  imaginäre  Aze  der  angleichseitigen 
Hyperbel, bezeichnet    Dies  giebt 


f. 

I.. 


..="^log.fcyp.(?+|). 


Will  man  aber  dasjenige  StQck  berechnen»  welches  von  einer 
Ordinate,  einem  mit  dem  Scheitel  beginnenden  Bogen  und  der 
Axe  begrenat  wird,  also  eine  dem  Flächeastflck  A'B'D  entspre- 
chende Fläche,  so  wird  man  von  dem  Dreieck,  welches  dem 
Dreieck  ODB'  entspricht,  äen  Sector  <i,  welcher  dem  Sector 
A'B'O  entspricht,  abzusieben  haben.    Man  erhält  also: 

F=4:r,,,~?|log.hyp.(5  +  ?f). 

§.  149.  Bemerkung.  Diejenigen  Sätze,  welche  früher  von 
harmonischen  Punkten  auf  der  Kreislinie  und  Ton  den  Polaren 
des  Kreises  bewiesen  wurden,  gelten  fast  unverändert  fdr  die 
Ellipse  und  Hyperbel: 

1)  Zieht  man  vom  Durchschnitt  eines  Tangentenpaars  eine 
Sekante  durch  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  >  so  hat  man  vier  har- 
monische Punkte  auf  diesen  Kurven,  d.h.  vier  Punkte  von  der 
Beschaffenheit,  dass,  wenn  sie  mit  irgend  einem  Punkte  der  Ellipse 
oder  Hyperbel  verbunden  werden ,  allemal  ein  harmonischer  Büschel 
entsteht 

Denn  in  affinen  und  conformen  Systemen  entspricht  einem 
harmonischen  Büschel  des  einen  Systems  allemal  ein  hamiofliseher 
Bflschel  in  dem  andern. 

2)  Gehen  mehrere  Sehnen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  durch 
denselben  Punkt,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  der  zu  die- 
sen Sehnen  gehörigen  Tangentenpaare  auf  einer  Geraden  der  Po- 
lare dieses  Punktes,  und  umgekehrt:  liegen  die  Durchschnitts- 
punkte mehrerer  Tangentenpaare  auf  einer  Geraden,  so  gehetf 
die  Berfibrungssehnen  aämmtlicher  Tangentenpaare  durch  einen 
vnd  denselben  Punkt,,  den  Pol  jener  Garaden.  « 


Die«  folst  MS  dem  CmetaiMie»  dimi  hi  aflfaieB  und  cciiiftimii^i# 
SjrstwmeD  ntrinerett  Paalde  dee  einen  Syeteroa,  die  auf  einer-  Cie^- 
radcD  liegen,  in  dem  andern  Syateroe  wieder  solche  PuniLte  ent- 
sprechen, die  auf  einer  Geraden  liegen,  und  dass,  wenn  mehrere 
Gerade  des  einen  Systems  durch  einen  Punlst  gehen,  auch  die  entr 
sprechenden  Geraden  des  andern  Systems  durch  denselben  Punkt 
gehen. 


¥on  der  Parabel. 

$•  ISO.  Erklärung.  Der  geometrische  Ort  aller  deijeaigen- 
Punkte,  welche  von  einer  festen  Geraden  AB  und  einem  festen 
Punkte  C  gleiche  Entfernung  haben,  heisst  eine  Parabel.  Die 
Linie  AB  wird  Leitlinie  und  der  Punkt  C  der  Brennpunkt  ge- 
nannt   (Fig.  80.) 

Efn  Ton  einem  beliebigen  Punkt  der  Parabel  D  auf  die  Leit- 
linie geßlltes  Loth  />£  heisst  ein  äusserer,  die  Linie  CD,  welchi^ 
den  Punkt  D  mit  dem  Brennpunkte  C  verbindet,  ein  innerer  Lelt- 
strahl.    Der  Definition  der  Parabel  gemäss  ist  also  CD  =  DK 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  E  der  Leitlinie  mit 
dem  Brennpunkte  C,  errichtet  sodann  in  E  ein  Loth  auf  der 
Leitlinie  AB  und  in  der  Mitte  von  CD  in  M  ein  Loth  auf  CD, 
so  gehCl-t  der  Durchschnittspunkt  D  der  beiden  Lothe  der  Pw»» 
bei  an.  In  der  Richtung  jeder  auf  der  Leitlinie  senkrechten  Lini» 
giebt  es  hiernach  einen,  aber  auch  nur  einen  Punkt,  welcher  der 
Parabel  angehört. 

Die  Parabel  liegt  ganz  auf  einer  Seite  der  Leitlinie. 

§•  15L  Erklärung.  Fällt  man  vom  Brennpunkt  C einer  Pa- 
rabel ein  Loth  CF  auf  die  Leitlinie,  so  ist  die  Mitte  G  dieses 
Lothes  ein  Punkt  der  Parabel  und  wird  der  Scheitel  derselben 
genannt    Die  Gerade  GC  heisst  die  Axe  der  Parabel. 

2ieht  man  durch  den  Brennpunkt  eine  auf  der  Aze  senkrechte 
Linie  und  trägt  die  Entfernung  zwischen  dem  Brennpunkte  micf 
der  Leitlinie  CF  nach  beiden  Seiten  hin  auf  dieses  Loth  ab,'wÄ 
sie  bis  H  und  J  reichen  mag,  so  geboren  die  Punkte  H  und  J 
de?  durch  die  Leitlinie  AB  und  den  Brennpunkt  C  beirtimmtbn 
Parabel  an;  denn  die  Lothe  JHK  und  JL  sind  beide  gleich  CF/ 
und  mithin  gleich  GH  und  CJ.  Die  Sehne  HJ  heisst  der  Haupt- 
paiameter,  jede  andere  durch  C  gehende  Sehne  ein  XVebenpara^ 
■P«*er.  ■■     ;  :,  ., 

Die  Batfamong  swiseheo  den  -Brennpirnktt'  tmd  def^li^tAifi^ 


m  E§$9m»  Vm^UMi0äir»euemS99mHfH,Hu$€$.Him€iemmik 

CF  ist  der  Hälftades  HiuptparaBtetem,  die  Strecke  &frUchen4lem 
and  dem  Brennpuukte  dem  Tierten  Tbeile  deeeelben  gleich.. 


Wird  vom  Punkte  D  einer  Parabel  ein  Loth  DN  auf  die 
Axe  geftllt,  80  heiast  dieaea  Loth  eine  der  Aze  augeordnete  Or^ 
dinate.  Die  Abaciaaen  pflegt  man  vom  Scheitel  der  Parabel  zu 
rechnen. 

Bemerkung.  Mechanisch  läaat  sich  die  Parabel  auf  fol- 
gende Weiae  conatruiren: 

Man  legt  an  die  Leitlinie  AB  ein  Lineal,  und  daran  legt  man 
ein  recbtwinkligea  Dreieck  £57!.  Ein  Faden  wird  nun  mit  aeinen 
beiden  Enden  in  S  und  C  befestigt  und  dieaer  mit  einem  Stift  in 
O  feat  an  die  Seite  RS  angelegt,  so  dasa  er  die  gebrochene 
Linie  CVS  bildet  Wird  nun  daa  Dreieck  RST  mit  der  Seite 
/2T  an  der  Leitlinie  AB  hingerOckt,  so  dasa  die  andere  Seite  RS 
beatändig  aich  aelbat  und  der  Aze  FC  parallel  bleibt,  uud  apannt 
man  mit  dem  Stifte  den  Faden  immer  straff  an,  ohne  daaa  sich 
der  Stift«  vom  Dreieck  entfernt,  so  wird  dieaer  die  Parabel  GU 
beachreiben,  wenn  nur  der  Faden  CÜS  gleich  der  Seite  RS  ge- 
macht wurde. 

Auf  ähnliche  Art  läast  sich  auch  die  Hyperbel  beschreibpn: 

In  B  (Fig.  00.)  ist  ein  Lineal  BC  mittelat  einea  Stiftes  he 
featigt,  ao  daaa  daaaelbe  um  dieaen  Stift  herumgedreht  werden 
kann.  In  A  und  C  ist  ein  Faden  befestigt,  der  in  V  mittelst 
eines  Stiftes  an  das  Lineal  gedrückt  wird.  Wird  nun  das  Lineal 
um  B  gedreht,  so  beschreibt  der  Punkt  ü  einen  Hyperbelbogen; 
doch  muss  der  Faden  AVC  kleiner  ala  die  Summe  i4Ä-|-£C  sein. 

§.  152.  Lehrsatz»  Die  Linie,  welche  den  von  einem  Innern 
und  dem  zugehörigen  äussern  Leitstrahl  einer  Parabel  gebildeten 
Winkel  halbirt,  hat  nur  einen  Punkt  mit  der  Parabel  gemein  und 
wird  eine  Tangente  der  Parabel  genannt.    (Fig.  89.) 

Beweia.  Verbindet  man  den  Fusapunkt  E  des  äussern  Leit- 
atrahla  ED  mit  dem  Brennpunkt  C,  so  steht  die  Halbirungslinie 
MD  des  Winkels  CDE  senkrecht  auf  der  Mitte  von  C£.  Gäbe 
ea»  nun  auaaer  D  in  der  Richtung  der  Linie  JUD  einen  zweiten 
der  Parabel  angehurigen  Punkt,  etwa  den  Punkt  X,  so  musste 
nach  der  Definition  der  Parabel  daa  Loth  XY=^ÄC  sein.  Nun 
aber  tat  XC=XE,  also  wäre  auch  XE^^XY,  waa  unmöglich  iat. 

Zusatz.  Die  Tangente  und  Normale  in  D  bilden  mit  den 
beiden  Leitatrahlen  DE  und  DC  einen  harmonischen  Büschel. 
Skid  daher  P  and  Q  die  Dnrchachnittapunkte  der  genannten  Linien 
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mit  der  Aze,  so  Ut  PCz=:CQ»  da  der  Strahl  DE  der  Aze  paral- 
lel läuft. 

Die  Tangente  GO,  welche  durch  den  Scheitel  der  Parabel 
geht»  steht  senkrecht  auf  der  Axe  und  ist  daher  der  Leitlinie 
parallel.  Fällt  man  also  vom  Brennpunkt  C  ein  Loth  auf  eine 
beliebige  Tangente  DP,  so  liegt  der  Fusspunkt  üf  dieses  Lothes 
allemal  auf  der  Scheitel tangente  GO. 

Denn  verlängert  man  CM  bis  zur  Durchschneidnng  mit  der 
Leitlinie  in  £,  so  ist  E  der  Fusspunkt  des  zu  D  gehurigen  äus- 
sern Leitstrahls  und  es  ist  EM^^Md  mithin  muss  GO  durch 
M  gehen. 

{.  153.  Erklärung.  Die  Strecke  PN  der  Aze»  welche 
xwischen  einer  Tangente  und  der  Ordinate  ihres  Berührungspunk- 
tes liegt,  nennt  man  Subtangente ;  die  Strecke  NQ  zwischen  Or- 
dinate und  Normale  heisst  Suhnormale. 

{•  154.  Lehrsatz,  In  der  Parabel  ist  die  Subtangente  das 
Doppelte  der  Abscisse. 

Die  Subnormale  ist  constant  und  dem  halben  Parameter  gleich. 
(Fig.  89.) 

Beweis.  Da  ilf  die  Mitte  von  EC  und  JUG  parallel  EF  ist, 
so  Ist  MG  der  Hälfte  von  EF  und  von  DN  gleich.  Nun  aber 
verhält  sich 

PG:PN=^GM:ND, 

mithin  Ist  PG  die  Hälfte  von  PN. 

Zieht  man  von  den  beiden  gleichen  Strecken  PG  und  GN 
die  gleichen  Strecken  FG  und  GCab,  so  bleibt 

PF=CN, 

Ffir's  Zweite  ist 

PC=  CQ. 

Zieht  man  wiederum  von  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  glei- 
chen Grossen  PF  und  CN  ab,  'so  bleibt 

FC==NQ. 

§,  155.  Lehrsatz.  In  der  Parabel  ist  das  Quadrat  jeder  auf 
der  Aze  senkrechten  Ordinate  gleich  dem  Rechteck  aus  dem  Para- 
meter und  der  zugehörigen  Abscisse.  • 

Beweis.    Man  bat  (Fig. 89.)  im  rechtwinkligen  Dreieck  PDQ: 
Theii  xxix:  11 


154   B»$en:  Vonekmie ätrneuem etemeMe.  tnUet. eint el«m*iit. 

ftlso 

piy=zy:s. 

§.  156.  Erklärung.  Einen  Kreis,  wekber  die  Parabel  im 
Scheitel  von  aussen  berOhrt«  d.  b.  mit  der  Parabel  die  Scheitel- 
tangente gemein  hat  und  nicht  mit  der  Parabel  auf  derselbeu 
Seite  dieser  Tangente  liegt,  dessen  Durchmesser  dem  Parameter 
gleich  ist,  nennen  wir  den  Scheitelkreis  der  Parabel.    (Fig.  91.) 

{,  157.  Lehrsatz.  Die  Parabel  ist  in  Conformitätslage  mit 
ihrem  Seheitelkreisey  insofern  man  die  Scheiteltangente  als  Con- 
fermltätsaxe  ansieht,  das  Projectionscentraro  aber  so  bestimmt, 
dass  der  Punkt  R,  in  welchem  die  Aze  den  Scheitelkreis  zum 
zweiten  Mal  durchschneidet,  in  der  Mitte  zwischen  dem  Scheitel 
der  Parabel  und  dem  Centrum  liegt 

Beweis.  Man  ßtlle  in  Fig.  91.  Ton  einem  beliebigen  Punkte 
D  der  Parabel  ein  Lotb.auf  die  Scheiteltangente,  verbinde  den 
Fusspunkt  E  desselben  mit  R,  und  D  mit  dem  Scheitel  der  Pa- 
rabel G. 

Es  ist  ED=sx,  EG=y,  RG=p;  alsq  ist  wegen  der  Pro- 
portion 

p:y=y:x 

das  Dreieck  RGE  (>o  DEG,  und  also  W.  EGD  =  W.  ERG.  Nun 
sei  D*  der  Punkt,  in  welchem  die  Linie  ER  die  Peripherie  des 
Scheitelkreises  durchschneidet.  Verbindet  man  D*  mit  6,  so  ist, 
wie  leicht  einzusehen, 

W.  D'GE  =  W.  EGR  =  W.  EGD, 

mithin  halbirt  GE  den  Winkel  DGD\  und  da  RG  senkrecht  auf 
GE  steht,  so  ist  G  das  Centrum  eines  harmonischen  Büschels. 
Macht  man  nun  RO  =  RG  und  verbindet  O  mit  £,  so  wird  auch 
£  das  Centrum  eines  harmonischen  Buscheis;  denn  es  ist  ED 
parallel  OG,   und  der  Strahl  ER  geht  durch  die  Mitte  von  OG. 

Die  beiden  harmonischen  Büschel  E  und  G  haben  den  Strahl 
EG  gemein  und  liegen  daher  axial.  Durchschneidet  aber  die 
Gerade  OD'D  die  Scheiteltangente  in  K,  so  wird  die  Strecke 
OK  in  D'  und  D  harmonisch  gethellt. 

Bemerkung*    Die  gemeinsame  Gegeoaze   beider   Systeme 


f 
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beriihrt  den  ScheitelkreiB  in  R\  der  Ponkt  R  kann  also  der  Ge- 
genpunkt des  Scheitelkreiaee  genannt  werden.  Da  es  flir  den 
Punkt  R  keinen  entsprechendeo  Punkt  in  der  Parabel  giebt,*  00 
ist  dieselbe  keine  geschlossene  Kur?e. 

§.  158.  Folgerungen.  1)  Jeder  Tom  Gegenpunkt  R  des 
Scbeltelkreises  auslaufenden  Sehne  desselben  RD*  (Fig.  92.)  ent- 
spricht in  der  Parabel  (Fig.  02.  a.)  eine  mit  der  Aze  parallele  Ge* 
lüde  £i>>  irelche  die  Parabel  nur  in  dem  Punkte  D  durchschnei- 
det Eine  Gerade  dieser  Art  heisst  ein  Durchmesser  der  Parabel 
uBd  der  Punkt  D  der  Scheitel  desselben. 

2)  Zieht  man  in  W  eine  Tangente  D^N*  an  den  Scheitelkrels, 
so  entspricht  ihr  wieder  eine  Tangente  der  Parabel  DN.  ' 

^  Es  sei  £  der  Punkt,  in  welchem  die  Tangente  Dt/t  die 
Gegenaze  durchschneidet  Ist  nun  eine  Kreissehne  P^Qf  gege- 
beo,  welche  verlängert  durch  h  gebt,  so  entspricht  derselben  in 
der  Parabel  eine  Sehne  PQ^  welche  der  Tangente  DM  parallel 
ist  Eine  solche  Sehne  heisst  dem  von  D  auslaufenden  Durch- 
messer zugeordnet 

4)  Die  S$tze  von  harmonischen  Punkten  einer  Kreislinie»  so- 
wie auch  von  den  Polaren,  lassen  sich  ohne  Mfihe  auf  die  Pars* 
bei  ausdehnen. 

(.  159.  Lehrsatz.  Jede  Sehne  einer  Parabel  wird  vom  an- 
geordneten Durchmesser  halbirt. 

Beweis.  Die  Sehne  P'Q'  des  Scheitelkreises  wird  vom 
Durchschnitt  des  Tangentenpaares  und  der  zugehörigen  Berührungs- 
sehne in  L'  und  S'  harmonisch  getheilt  Nun  aber  liegt  der  Punkt 
L  auf  der  Gegenaze;  folglich  ist  der  Punkt  S,  in  welchem  die 
Sehne  PQ  vom  zugeordneten  Durchmesser  geschnitten  wird,  die 
Mitte  von  PQ. 

§.  160.  Lehrsatz.  Die  Linie  ST,  welche  den  Durchschnitt 
zweier  Parabeltangenten  mit  der  Mitte  der  BerQhrungssehne  ver- 
bindet, füllt  in  die  Richtung  des  der  Berfihrungssehne  zugeord- 
neten Durchmessers  und  wird  vom  Scheitel  desselben  halbirt 

Beweis.  Zieht  man  in  P  und  Q*  Tangenten  an  den  Schei- 
telkreis, so  schneiden  sich  dieselben  in  der  Verlängerung  von 
BD;  folglich  schneiden  sich  die  Parabeltangenten  in  JP  und  Q  in 
der  Verlängerung  des  Durchmessers  DS,  welcher  der  Sehne  PQ 
zugeordnet  Ist. 
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Fdrs  Zweite  sind  die  Punkte  RS'D"P  vier  harmonbche 
Punkte.  Da  aber  R  auf  der  Gegenaxe  liegt,  so  liegt  D  in  der 
Mitte  zwischen  iS  und  T. 

§.  161.  Lehrt  atz.  Die  Polare  des  Brennpunkts  einer  Pa- 
rabel füllt  mit  der  Leitlinie  zusammen.    (Fig.  93.) 

Beweis.  Dem  Brennpunkte  der  Parabel  entspricht  im  Systeme 
des  Scheitelkreises  ein  Punkt»  welcher  auf  der  Verlängerung  der 
Parabelaxe  liegt.  Da  aber  diese  Axe  durch  den  Mittelpunkt  ^%b 
Kreises  geht,  so  sind  die  Polaren  aller  derjenigen  Punkte»  welche 
In  der  Richtung  derselben  liegen»  senkrecht  darauf  und  mithin  der 
Conformitätsaxe  parallel.  Demnach  sind  auch  alle  entsprechenden 
Polaren  Im  Systeme  der  Parabel  auf  der  Axe  derselben  senkrecht. 

Dasjenige  Tangentenpaar»  welches  den  Parameter  TV  zur 
Berflhriingssehne  hat»  hat  seinen  Durchschnitt  auf  der  Leitlinie. 
Denn  die  Subtangente  CV  ist  das  Doppelte  der  Abscisse  CZ» 
also  gleich  der  Hälfte  des  Parameters;  ebenso  gross  aber  ist  die 
Entfernung  des  Brennpunkts  C  von  der  Leitlinie  PQ, 

Da  nun  der  Punkt  F  ein  gemeinsamer  Punkt  der  Leitlinie 
und  der  zum  Brennpunkt  C  gehurigen  Polare  ist»  da  zweitens 
beide  auf  der  Parabelaxe  senkrecht  stehen»  so  folgt»  dass  beide 
in  einander  fallen. 

§.  162.  Lehrt  atz.  Jedes  Tangentenpaar  einer  Parabel»  des- 
sen Durchschnitt  auf  der  Leitlinie  liegt»  schliesst  einen  rechten 
Winkel  ein.     (Fig.  94.) 

Beweis.  Liegt  der  Tangentendurchschnitt  F  auf  der  Leit- 
linie» 80  geht  die  Beruhrungssehiie  DE  durch  den  Brennpunkt  C 
und  ist  also  ein  Parameter. 

Verbindet  man  nun  den  Punkt  V  mit  der  Mitte  G  des  Para- 
meters DE^  so  ist  FG  als  Durchmesser  der  Parabel  senkrecht 
auf  der  Leitlinie  AB,  Fällt  man  also  von  D  und  E  die  Lothe 
DH  und  EJ  auf  AB,  so  ist  FG  als  Mittellinie  des  Paralleltra- 
pezes HDEJ  gleich  der  halben  Summe  von  DH  und  EJ,  Nun 
aber  ist  nach  der  Deflnition  der  Parabel 

HD  =  DC.    JE=^EC, 
mithin 

HD^JE  =  DE. 

Demnach  ist  FG  gleich  der  Hälfte  von  DE,  d.  h.  =  GD  und 
=r  £r£.  Es  lässt  sich  also  vom  Punkte  G  aus  ein  Kreis  um  das 
Dreieck  DFE  beschreiben;    folglich  ist  der  Winkel  DFE=^R. 
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Zusatz  Der  Scheitel  A'  ist  die  Mitte  von  FG,  folglicb  ist 
KG  der  vierte  Tbeil  des  Parameters  DE.    Nan  aber  ist  KG=KF 

=^  AB  +  BL=a:' +  j »   wofero   man  unter  x*  die  zum  Scbeitel 

K  gehurige  Abscisse  AL  und   unter  p  den  Hauptparameter  ver- 
steht; rolglicb  ist 

DE—p  +  ia:'. 

§.  163.  Lehrt  atz.  Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  Z 
einer  Parabel  (Fig.  92.  a.)  mit  den  Endpunkten  einer  Sehne  und 
dem  Scheitel  des  zugeordneten  Durchmessers»  und  zieht  sodann 
von  Z  eine  Parallele  mit  dem  Durchmesser,  so  entsteht  in  Z  ein 
harmonischer  Büschel. 

Beweis.  Dem  Parabeldurchmesser  DS  entspricht  im  Schei- 
telkreise eine  Sehne  Riy,  «reiche  vom  Gegenpunkt  ü  ausläuft. 
Der  Sehne  PQy  welche  dem  Durchmesser  DS  zugeordnet  ist, 
entspricht  die  Kreissehne  P'Q',  welche  verlängert  durch  den  Pol 
von  RD\  durch  L  geht.  Nun  sind  die  Punkte  RP'D'Q'  vier  bar- 
roonische  Punkte  der  Kreislinie.  Verbindet  man  also  den  Punkt 
Z\  welcher  dem  Punkte  Z  entspricht,  mit  diesen  vier  Punkten,  so 
entsteht  ein  harmonischer  BQschel.  Es  entspricht  aber  der  Geraden 
Z'JR  eine  Gerade  ZfF,  welche  dem  Durchmesser />iS  parallel  läuft, 
folglich  ist  ZIF  die  vierte  Harmonikale  zu  ZA  ZP,  ZQ. 

$.  164.  Lehrsatz.  In  der  Parabel  ist  das^  Quadrat  jeder 
einem  Durchmesser  zugeordneten  Ordinate  gleich  dem  Rechteck 
aas  der  zugehörigen  Abscisse  und  dem  ihr  parallelen  Parameter, 
d.  h. 

Beweis.  Es  sei  (Fig.  95.)  LM  eine  dem  Durchmesser  KN 
sageordnete  Sehne,  N  der  Durchschnittspnnkt  beider,  also  LN 
eine  dem  Durchmesser  KN  zugeordnete  Ordinate,  und  die  Strecke 
KN  die  zugehurige  Abscisse. 

Man  verbinde  den  Endpunkt  D  des  mit  LN  parallelen  Para- 
meters DE  mit  L  und  ilf,  sowie  auch  mit  dem  Scheitel  /T,  and 
ziehe  sodann  DP  parallel  mit  KN.  Die  Gerade  DP  mOge  die 
Richtung  LM  in  P,  die  Gerade  DK  aber  m9ge  dieselbe  in  Q 
durchschneiden. 

Da  nach  dem  vorigen  Paragraphen  D  das  Centrum  eines  bar- 
moniscben  Bäschels  ist,  so  sind  LPMQ  vier  harmonische  Punkte, 
N  aber  ist  die  Mitte  von  LM\  folglich  hat  man 
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Non  aber  ist  NPz=:GD=ipi,  zweitens  verhält  sich 

NQ:KN=z  DGiGK. 
aber  DG=2.KG;  rolglich 

und  demnach 

§.  166.  Lehrsatz.  Das  von  einem  Tangeotenpaar  einer 
Parabel  und  der  zagehurigen  Berflhmngssehne  umschlossene  Drei- 
eck ist  doppelt  so  gross»  wie  das  über  der  BerOhrungssehoe  ste- 
hende Dreieck y  welches  den  Scheitel  des  zugeordneten  Durch- 
messers K  zur  Spitze  hat  (Fig.  96.). 

Beweis.  Das  Dreieck  DKG  Ist  die  Hälfte  des  Dreiecks 
DGF,  da  KG  die  Hälfte  von  FG  ist;  ebenso  ist  EKG  die  Hälfte 
von  EGF;  mithin  DKE  die  Hälfte  von  DFE. 

§.  166.  Lehrsatz.  Das  von  einem  Parabelbogen  und  der 
zugehörigen  >Sehne  umschlossene  Segment  ist  gleich  zwei  Dritteln 
desjenigen  Dreiecks,  welches  von  der  Sehne  und  dem  zugehörigen 
Tangentenpaar  amschlossen  wird. 

Beweis.  Zieht  man  im  Scheitel  K  des  der  Sehne  DE  zu- 
geordneten Durchmessers  eine  neue  Tangente  an  die  Parabel  RS, 
so  ist  das  Dreieck  RSF,  da  RS  parallel  mit  DE  Ist,  der  vierte 
Theil  des  Dreiecks  DFE,  also  die  Hälfte  von  DKE. 

Sucht  man  die  Scheitel  der  Durchmesser,  welche  den  Sehnen 
DAT  und  £  AT  entsprechen,  und  construirt  diejenigen  Dreiecke,  welche 
zuDKund  KEin  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Dreiecke  RSF 
und  DKE  zur  Sehne  DE,  so  werden  die  Tangentendreiecke  wie- 
derum die  Hälfte  der  Sehnendreiecke  sein.  Setzt  man  nun  die 
Construction  Ins  Unendliche  fort,  so  nähert  sich  die  Summe  der 
Sehnendreiecke  augenscheinlich  ohne  Ende  dem  Segment  EKD, 
die  Summe  der  Tangentendreiecke  demjenigen  FläcbenstQck,  wel- 
ches vom  Tangentenpaar  FD  und  FE  und  dem  Bogen  DE  um- 
schlossen wird.  Man  ist  daher  berechtigt,  zu  schliessen,  dass 
für  diese  beiden  Flächen  dasselbe  Veriiältniss  Statt  flnde,  welches 
zwischen  der  Summe  der  Tangentendreiecke  und  der  Summe  der 
zugehörigen  Sehnendreiecke  Statt  findet,  d.  h.  dass  das  äussere 
Stuck  die  Hälfte  des  Segmentes  sei. 
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Tischen  BoppelverliMtalMen. 

9.  167.  Erklärung,  Wir  bezeichneo  eine  von  den  Pankten 
n  und  6  begrenzte  Strecke  durch  ab^  wenn  sie  als  mit  a  anfan- 
gend und  mit  b  endigend  Yorgestellt  werden  soll,  dagegeo  mit 
6a/ wenn  sie  mit  b  beginnt  nnd  sich  bis  a  bin  erstreckt. 

Die  Maasszahl  der  durch  ab  bezeichneten  Strecke  yerseheo 
wir  entweder  mit  dem  Zeichen  4*  oder  — .  Nachdem  aber  Eins 
▼on  Beiden  festgesetzt  ist,  erhält  die  Maasszahl  derselben  Strecke, 
ab  mit  6  anfangend  gedacht»  das  entgegeogesetzte  Zeichen: 

06  £=  —  6a. 

Diejenige  Richtui^y  welcher  das  Vorzeichen  -f  zugespredieo 
Ist,  helsst  die  positive  (also  etwa  ab)^  die  andere  (6a)  die  ne- 
gative. 

Demgeroäss  werden  dann  auch  alle  übrigen  Streichen  auf  der- 
selben Geraden  mit  •{■  oder  —  versehen,  jenachdem  sie  bi  Ihrer 
Richtung  mit  a6  oder  mit  6a  übereinstimmen. 

{.  168.  Zusatz,  Sind  drei  beliebige  Punkte  auf  einer  Ge- 
raden gegeben:  a,  6  und  c»  so  Ist  allemal 

a€-{-iA^=  ab. 

Beweis.  Liegt  c  zwisciien  a  und  b,  so  ist  der  Satz  an 
sich  einleuchtend. 

Liegt  c  fiber  6  hinaus,  so  hat  man,  welches  auch  die  posi- 
tive Richtung  sein  mag: 

ac  —  bc  =:  abf 
also 

ac  —  (—  c6)  =  ab , 
4.  h. 

ac  +  c6  =  a6. 

Liegt  c  fiber  a  hinaus,  so  ist 

a6=:e6 — ca=icb — (•^ac)=ac  +  c6. 

$.  160.  Erjklärun§,  Derjenige  Ausdruek,  den  mav  erhalt» 
wenn  man  ia  die  Bezeäebnung 
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ac 
bi 

st^tt  der  Strecken  üb  und  6c  ihre  mit  dem  gehorigeo  Vorzeichen 
verseheoen  Maaaszahlen  einsetzt»  heisat  das  Bestimmungsverhält- 
niss  des  Punktes  c  in  Bezug  auf  ,die  Punkte  a  und  6 ,  und  «vird 
von  uns  durch 

(«6,  c) 

bezeichnet. 

Die  Strecke  ab  heisst  die  Fundamentalstrecke,  ac  und  bc 
sind  die  Abschnitte  derselben.  Die  festen  Punkte  a  und  b  sind 
die  Grenzpunkte  der  Fundamentalstrecke,  der  wilftGrnche  Punkt 
e  wird  ein  Theilpunkt  derselben  genannt,  und  zwar  ein  innerer, 
wenn  er  zwischen  a  und  6  liegt,  sonst  aber  ein  uneigentlicher 
oder  äusserer  Theilpunkt.  Ein  Theilpunkt  der  ersten  Art  bildet 
aufliegende  Abschnitte,  durch  einen  Theilpunkt  der  zweiten  Art 
entsteht  ein  anliegender  Abschnitt  bd  (Fig.  97.)  und  ein  über- 
greifender ac\ 

Das  Bestimmungsverhältniss  eines  inneren  Theilpunkts  ist 
negativ  und  zwar  gleich  — 1,  wenn  derselbe  in  der  Mitte  zwischen 
'den  beiden  Grenzpunkten  liegt. 

Das  BestimmungsverhSitniss  eines  äusseren  Theilpunkts  ist 
positiv. 

Da  nun  der  übergreifende  Abschnitt  niemals  dem  anliegen- 
den gleich  werden  kann,  so  kann  es  keinen  Theilpunkt  geben, 
dessen  Bestimmungsverhältniss  positiv  und  gleich  Eins  wäre. 
Man  hat  aber 

ac  +  c6  =  ab, 
oder 

(IC  =  a6  -f  6c , 
mithin 

ac a6 

bi-^^Fc' 

Je   grosser  nun   der   Nenner  bc  wird,    desto   mehr  nähert    sich 
der  Bruch  t-  der  Null,  um  so  mehr  nähert  sich  auch  die  Gleichung 

der  Wahrheit.  Man  sagt  daher,  ein  Bestimmungsverhältniss,  des- 
sen Werth  gleich  Eins  sei,  zeige  den  unendlich  entfernten  Punkt  an. 
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Liegen  die  Grenzpunkte  festj  so  ist  jeder  dritte  Punlct  durch 
«ein  ßestimniangsverhfiftniss  gegeben. 

§.170.    Aufgabe.    Eine   Strecke    ab   (Fig.  97.)   durch   den 

ac 
Punkt  c  so  zu  theilen,  dass  das  Verhältniss  t-  einen  Torgeechrie- 

beneu  Werth  gleich  m  erhält. 

Auflösung.  Man  ziehe  die  willkOrliche  Linie  aq,  trage  auf 
dieselbe  vom  Punkte  a  aus  die  Länge  m  auf  bis  y»  und  von  y  ans 
die  Länge  Eins,  entweder  nach  derselben  Seite  hin  bis  ß^  wenn 
m  negativ  ist,  andern  Falles  aber  nach  der  entgegengesetzten 
Seite  bis  ß\  Zieht  man  nun  die  Linie  ßb  oder  ß'b  und  durch  f 
eine  Parallele,  so  bestimmt  diese  den  gesuchten  Theiipunkt  e 
oder  &,  Ist  m  gleich  Eins,  so  föllt  ß'  mit  a»  ß'b  mit  ab  zusammen, 
dann  wird  yd  mit  ab  parallel,  und  der  Punkt  &  rückt  in  unend- 
liche Entfernung. 

Bemerkung.  Denjenigen  Grenzpunkt,  welcher  im  Zähler 
eines  gegebenen  BesrimniungsverhältuiHses  steht,  nennen  wir  den 
ersten. 

ac 
Das  Verhältniss  r-  ist   gleich  Null,  wenn  der  Theilponkf  e 

in    den   ersten   Grenzpunkt    a    föllt.      Um    es    positiv    wachsen 

zu    lassen,    muss   man    c   in    die   Verlängerung    von    ba    treten 

ac 
lassen.    Hier  bleibt  r-    beständig  ein  ächter  Bruch   und    nimmt 

erst  im  Unendlichen  den  Werth  Eins  an.  Denselben  Werth  be- 
hält es,  wenn  man  sich  c  unendlich  weit  nach  der  entgegenge- 
setzten Seite  in  die  Verlängerung  von  ab  entrückt  denkt.  Nähert 
sich  nun  aber  der  Punkt  c  von  dieser  entgegengesetzten  Seite 

her  dem  Punkte  6,  so  wird  das  Verhältniss  TT  =  ^  -^  r;       immer 

grosser,  da  bc  beständig  abnimmt.  Fällt  c  mit  dem  zweiten  Grenz- 
ponkt  6  zusammen,  so  hat  man 

ac      ab 

■ 

ac 
Soll  dagegeif  das  Verhältniss   r-  von  Noil  ans  negativ  waeh- 

sen,  so  wird  c  von  a  aus  in  der  Richtung  ab  fortrücken  müssen. 
Man  wird  zu  einer  richtigen  Vorstellung  gelangen,  wenn  man  sich 
die  Verlängerung  von  ba  gleichsam  als  einen  Kreisbogen  denkt, 
der  mit  seinem  unendlich  entfernten  Punkte  an  die  Verlängerung 
von  ab  anstösst. 
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Degsbalb  spricht  man  auqh  nicht  von  luei  unendlich  entfern- 
ten Punkten,  sondern  nur  von  einem*  Von  «einem  ausserhalb  einer 
gegebenen  Linie  liegenden  Punkte  eine  Gerade  nach  ihrem  un- 
endlich entfernten  Punkte  ziehen,  beisst  iihrlgens  nichts  Anderem 
als  eine  Parallele  zu  ihr  ziehen. 

{.  171.  Erklärungen.  Zwei  gleichartige  Theilpunkte  (in- 
nere oder  äussere) ,  von  denen  der  eine  so  weit  vom  ersten 
Grenzpunkt  entfernt  ist,  wie  der  andere  vom  zweiten,  wie  c  und 
&  (Fig.  98.),  heissen  symmetrische  Theilpunkte. 

Znsatx,  Die  auf  gleiche  Weise  angesetzten  Bestimmungs- 
verbättnisse  derselben  sind  reciproke  Werthe  von  einander  und 
orogekehrt:  sind  die  BestimmungsverbSltnlss^  zweier  Theilpunkte 
reciproke  Werthe  von  einander,  so  sind  sie  symmetrische  TheH- 
punkte. 

In  der  That  ist  ac=^b&,  so  ist  auch  ac'=:bc,  mithin  ist 

{.  172.  Erklärung.  Sind  drei  von  einem  Punkte  O  aon- 
laufende  Strahlen  OA,  OBf  OC  gegeben,  so  beisst  das  Ver- 
bältniss 

sin  ^QC       ,        sin^C 
sin^OC    '''**'     sinÄC 

das   BestimmungsverhSltniss  des  Strahls   OC  io  Bezug  aut  die 
Strahlen  OA  und  OA  (Fig.  98.  a.). 

Die  Winkel  AOC  und  BOC  werden  immer  al«  hohle  Winkel 
vorausgesetzt.  Die  Fundanientalstrahlen  OA  und  OB  denken  wir 
uns  von  O  aus  nach  einer  bestimmten  Seite  hin  gezogen;  dagegen 
bleibt  es  ftir  jeden  dritten  Strahl  ungewiss,  nach  welcher  Seite  er 
sieb  erstreckt.  Jeder  Strahl  OC  und  .seine  rOckwärts  gehende 
Verlängerung  OO  werden  als  ein  Strahl  gedacht. 

Wird  nun  festgesetzt,  dass  ein  Bestimroungsverhältniss  positiv 
oder  negativ  sein  soll,  jenachdem  der  dritte  Strahl  wie  OC  in 
Fig.99.ausserhalb  des  hohlen  Winkels  JO£,  oder  wie  OCinFig.99.a. 
innerhalb  desselben  liegt;  so  ist  jeder  dritte  Strahl  seiner  Lage 
nach  vollkommen  bestimmt.  Zieht  man  nämlich  zwischen  OA  und 
OB  noch  einen  StraU  OD  (Fig.  96.  a.),  so   wird  sich   sogleich 

zeigen,  dass  das  Verhältniss    .    pj^  von  dem  Verhiltniss    .  jk^ 
verschieden  sein  muss. 
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Man  faUe  vou  eioem  beliebigen  Punkte  m  in  der  Richtung 
OC  die  Lotbe  mk  nnd  nU  auf'ilie  Fundamentalatrahlea,  nnd  siehe 
eodann  mmf  parallel  mit  Od  bia  zum  Strahl  OD.  Von  m*  fiUle 
man  die  Lotbe  m'ltf  und  m'l'.    Alsdann  Ist: 

mAr  SS  Om .  «in  ^C 

ml  =  Gm .  sin  BCf 

mk sin  AC 

m/""»inÄC'  • 

Ebenso  ist 

m*k'  _  sin  AD 

m'V  ~  sin  BD ' 

Noa   aber   ist   m'W^ifnk;   dagegen    bann    m'f  nicht    gMeh    md 

•ein,  weil  sonst  mm'  anch  parallel  OB  wäre;  folgileh  wird  aaeh 

mk     .  m'k' 

—,   niemals  gleich   — ^r-  sein. 

ml  ^  m'V 

§.  173.  Erklärung.  Man  erhält  ein  perspectivisches  Dop- 
pelTerbSltnisa  zwischen  vier  Punkten  a^  b,  c,  d,  wenn  man  zwei 
derselben  als  Grenzpunkte,  die  beiden  andern  als  Theilpnnkte  an- 
sieht, und  das  Bestimroungsverhältniss  des  ersten  Tbeilpunkts 
darch  das  gleich  angesetzte  des  andern  dividirt,  also 

6c'  bd' 

Der  Ausdruck  »»gleich  angesetzt*'  soll  daran  erinnern,  dass  jeder 
der  beiden  GrenzpunVte  in  beiden  Verhältnissen  dieselbe  Stelle 
haben  muss. 

QC 

Das  vorstehende  Verhältniss  t-  heisst  das  obere,  das  fol- 
gende aber  das  untere^    Wir  beaeichnen  das  Doppelverhältniss 

ac  ^ad 
Fc'öd 

der  Kürze  wegen  durch  (ab,  cd)  und  sprechen  aus:  „Uoppelver.-- 
hältniss  abcd". 

In  gleicher  Weise  entsteht  ein  Doppelverhältniss  zwischen  vier 
Strahlen. 

Zum  ätze  1.'  Das  Doppelverhältniss  (a6,  cd)  ist  positiv»  V^mhl 
die  beiden  Theilpunkte  gleichartig  (zugleich  innere  oder  äussere) 
smd,  im  entgegengesetzten  FaUe  negativ.  Für  den  Werth  vWn 
(ab,  cd)  ist  es  also  auch  gleichgültig,  ob  man  ab  oder  ba  als  die 
positive  Richtung  ansieht. 
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2,  kt  (ab,  cd)=zm  f^egeben,  ao  ist  durch  drei  von  den  vier 
Pankten  a,  6,  e,  d  allemal  der  vierte  bestimmt.  Ebenso  ist  darch 
drei  Strahlen  und  ein  gegebenes  Doppelverhältniss  der  vierte 
Strahl  bestimmt. 

3.  FOr  den  Werth  des  DoppelverhSitnisses 

sinilC     hlaAD       .        .._    ^^^ 

— — sTn  •    ■    py>    oder    {AB,  CD) 
BinBC    sin  BD  ^       *       ' 

ist  es  gleichgfiltig«  ob  man  statt  eines  der  Fuodamentalstrahlen 
oder  der  beiden  Theilstrahlen  seine  fiber  das  Centrum  hinaus 
gebende  VerlSngemng  nimmt. 

Nur  die  erste  Behauptung  bedarf  eines  Nachweises.  Nimmt 
man  aber  s.  B.  statt  des  Strahls  OA  (Fig.  98.  a.)  seine  Verlange- 
rang  OA\  so  behalten  die  beiden  Verhältnisse 

sin  A*C  sin  AD 

8\n  BC    **"**     »inBD 

denselben  absoluten  Werth  wie  vorhin»  weil  Nebenwinkel  gleiche 
Sinus  haben.  Beide  Verhältnisse  nehmen  aber  zugleich  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  an;  folglich  bleibt  das  Doppelverhält- 
niss ungeändert. 

§.  174.  Hauptlehrsatz.  Wird  eine  Gerade  (Fig.  99.)  von 
vier  Strahlen  OA,  OB,  OC,  OD,  die  von  /einem  Punkt  O  aus- 
laufen, in  den  Punkten  a,  b,  c,  d  durchschnitten ,  so  ist  ein  be- 
liebiges Doppelverhältniss  zwischen  den  vier  Durchschnittspunkten 
allemal  gleich  dem  entsprechend  angesetzten  Doppelverhältniss 
der  vier  Strahlen: 

ae  ^  ad  _^  sin^lC.  sin  AD 
bi'bd'^  siTÄC' SSäS* 

Beweis.  Man  (alle  von  den  beiden  Theilpunkten  c  und  d 
Lothe  auf  die  riindamentalstrahlen :  ck,  cl,  dk'  und  dl'.  Alsdano 
verhält  sich 


1) 

ac:adz:zck:dk', 

2) 

bcihd  :=:  ck: dl'. 

Hieraus  folgt: 

3) 

ac    ad       ck   dk 
bc'  bd       el  '  dt  ' 

Nnn  aber  ist: 
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ek  =  Oc.BinAC,      dl=  Oe  .sAnBC, 
dW^Od.BiuAD,    de=Od.BinBD; 


folglich : 


ac  ^ad bIüAC  ,  Bin  AD 

Fe  'bd  "•  BinBC'  ^üBD' 


Die  Uebereinstinimung  der  Vorzeichen  iet  ao  sich  einlenchteod. 

Zum  atz.  Um  den  Satz  auch  bequem  auf  deo  Fall  auadehneo 
zu  können,  wenn  die  Transversale  einem  der  gegebenen  Strahlen 
etwa  OZ>  parallel  sein  sollte  (Fig.  99.  a.)»  dazu  dient  die  l<iction 
eines  unendlich  entfernten  Durch/ichnittspunktes  d,  denr  eben  die 
Eigenschaft  beigelegt  wird,  dass  er  von  allen  im  endlichen  Räume 
gelegenen  Punkten  gleich  weit  entfernt  sei.  Dadurch  bleibt  die 
oben  gewonnene  Gleichung 

ac  ^ad sin  AC  .  sin  AD 

bc  '  bd  "^  BÜTßC' ^i^D 

auch  fOr  diesen  Fall  richtig. 

Denn    angenommen ,    die   aufgestellte  Gleichung   wäre   nicht 

ad 
richtig,    wenn  man  dem  Ausdruck  t^   den  Werth    Eins    beilegt, 

ßd 

sondern  man  mfisste,  um  ihr  zu  genügen,  r3=r''>  nehmen,  so  dass 

man  nun  hätte: 

t  •  r  • 

nc      ^BiüAC^BinAD  ♦ 

so  Hesse  sich  auf  der  Geraden  ab  ein  bestimmter  Punkt  d'  in 
endlicher  Entfernung  finden,  fSr  welchen  r^,^=^fn  wäre.  Alsdann 
hätte  man  also  zuerst: 

ac  .  ad' sinAC ,  sin  AD 

bc'M'^BihBC'SirBI)' 

und  auch,  wofern  man  durch  d'  den  Strahl  OD*  zöge,  wie- vor* 
hin  bewiesen: 


ac^adf^ sinJC,siniliy 

bc '  bd'  ""  AinSt '  sin  BD' 


Also  wäre 
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BVnAD      %mAD' 

was  UDOiöglich  ist. 

Folgerungen.  1)  Wenu  ztrei  Punktreihen  a6c<2  und  afb'c'd' 
(Fig.  99.)  perspectiviseb  liegen,  so  ist 

BtnAC  aluAD     ,  .      ^      ...,.« 
also 

Ist  übe  parallel  OZ>  (Fig.  09.a.)  so  ist 

ay  ^ai ac 

2)  Wenn  zwei  Strahlenbiischel  O,  ABCD  und  O',  A'B'Oiy 
(Fig.  100.)  axial  liegen,  so  hat  man,  wofern  a^  b^  c  und  d  die 
Pankte  sind.  In  denen  sich  die  entsprechenden  Strahlen  schneiden  : 

oc .  od  _  sin  ^  C ,  sin  AD  __  sin  A'C  ,  sin  A'D 
bc'bd^aUkBCBmBD-^mb'C'mWB^' 

Umgekehrt: 

1)  Zwei  Pnnktreihen  von  je  vier  Punkten  mit  gleichen  auf 
gleiche  Weise  angesetzten  Doppelverhältnissen  liegen  perspecti- 
visch,  sobald  sie  einen  gemeinsamen  Punkt  haben  oder  auch, 
wenn  sie  mit  drei  Paaren  entsprechender  Punkte  perspectiv isch 
liegen. 

2)  Zwei  Strahienbüschel  von  je  vier  Strahlen  mit  gleichen 
Doppelverhältnissen  liegen  axial,  wenn  sie  einen  gemeinschaftli- 
chen Strahl  haben,  oder  wenn  sie  mit  drei  Strahlenpaaren  axial 
liegen. 

Zum  atz.  Zwei  Punktreihen  mit  gleichen  Doppelverhältnisseii 
sind  also   entweder    conform    oder   proportional   oder  congruent. 

Proportional  sind  sie,  wenn  ausser  der  Gleichung 

oc^ad flV ,  m'd* 

rc'bd'^W&'Fd* 

noch  die  Gleichheit  der  einzelnen  Verhältnisse  vorhanden  ist: 

ac a'&      ad  _  a'd' 

6c"~6^'     bd'^Vd'' 
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Congraent  sind  eie»  wenn  Qberdie»  ZfLbler  mit  Zähler,  Nenner 
mit  Nenner  äbereinstimmt? 

Nennt  man  conform  zwei  StrahlenbOschel,  die  zu  einander  in 
axiale  Lage  gebracht  werden  können«  so  wird  die  Congraenz  hier 
ein  besonderer  F^U  der  Conformität,  wie  sie  bei  Panktreihen  ein 
besonderer  Fall  der  Proportionalität  ist.  Strahlenbfischel  mit  glei- 
chen Doppelverhältnissen  sind  überhaupt  eonform.  Sie  sind  con- 
form und  dabei  zugleich  congruent»  wenn  die  Einzelverhältnisse 
paarweise  übereinstimmen. 

§.  175.  Lehrsätze.  1)  Ein  Doppelverhältniss  («/},  j^d)  bleibt 
ungeändert,  wenn  man  die  Grenzponkte  mit  den  Thellpunkteh 
vertauscht: 

(«/J,  yd)  =  ö*,  aß). 

Denn  es  ist 

ßY'ßd-^iS'ßö-^da'fß' 

2)  Ein  Doppelverhältniss  geht  in  seinen  reciproken  Werth 
aber,  wenn  man  die  Grenzpunkte  oder  die  Theilpunkte  unter  sich 
umstellt: 

,  .    ^  I 1 

^""^'^^(ßi^^iiißj^y 

Denn  es  ist 

ay .  ad  1      __ 


ßy'ßi       ftjfjgd       «d.cgf* 
€ty'  ad      ßo'  ßy 

Zusatz.    Folglich  bleibt   ein   Doppelverhältniss   ungeändert, 
wenn  man  die  Grenzpunkte  und  die  Theilpunkte  zugleich  umsteHt: 

(aß,  yd)  =  (/Ja,  öf). 

'  3)  Ein  Doppelverhältniss  geht  in  seine  Ergänzung  zur  Einheit 
aber,  wenn  man  einen  Grenzpunkt  mit  dem  nngleiehstelligeo 
Thellpunkt  vertauscht: 

(«ft  yS)i-(a^,ßS)=Ll. 

(«ft  y«)  +  («ftya)  =  l. 

Es  sei  (Fig.  99.  a.)  die  Transversale  abc  dem  Strahl  OD  pa- 
rallel.   Dann  ist 
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ac     ca 


(«/J.ya)=:^-=^, 


also 


Ffirs  Zweite  hat  man 

2)  («/J,  yS)  +  (d/J,  y«)  =  iy»,  aß)  +  (ya,  dß); 

der  zar  Rechten  dieser  Gleichaog  stehende  Ausdruck   ist   aber 
nach  1)  gleich  Eins. 

4)    Vertauscht  man  aber  einen  Grenzpunkt  mit  dem  gleich - 
stell  igen  Theilpunkt,  so  ergänzen  sich  der  reciproke  \Verth  des  - 
gegebenen  und  derjenige  des  neu  gebildeten  Doppelverhfiltnisses 
sur  Einheit: 


(aß,  yS)  ^  (irf/yß 


=  1. 


Denn  es  ist 


=  («ft  *y) . 


{aß,  yS) 


1  *" 

Anmerkung,  Im  Ganzen  sind  24  verschieden  angesetzte 
Doppelverhältnisse  zwischen  vier  Punkten  möglich.  Nach  den 
voranstehenden  Sätzen  lassen  sich  aus  einem  derselben  die  übrigen 
ableiten. 

§.  176.  Erklärung.  Ein  Doppelverhältniss  heisst  harmo- 
nisch, wenn  es  gleich  —  1  ist«  sonst  aber  anharmonisch. 

Zusätze.  1)  Bei  vier  harmonischen  Punkten  abcd  (Fig.  99.) 
ist  das  Rechteck  aus  ;dem  grössten  Abschnitt  ad  und  dem  mitt- 
lem bc  gleich  dem  Rechteck  aus  den  beiden  äussern  Abschnitten 
ab  und  cd. 


Aus 


ab  ,ad - 

c6  *  crf  ~" 
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folgt  unmittelbar : 

ab,  cd  ^=  ad.  bc. 

2)  Das  Rechteck  aus  den  beiden  übergreifenden  Abschnitten 
ae  lind  bd  ist  doppelt  so  gross,  wie  das  Kechteck  ans  den  beiden 
ftusseren  Abschnitten. 

Man  hat 

(ac,  bd)  -f  (obt  cd)  =  1 » 

mithin,  wenn  {ac^  6(i)=:  — l  ist, 

>  .       »v       .         ac   ad      ^     '  * 

(ab,  cd)    oder     g3  =  g3=2- 

Hieraus  folgt: 

ac*M=s2.<u{kC6=:2.iifr.cf2. 

J:  177.  Lehrsatz.  Zwei  Ponktreihert  von' je  Vier*  Punkten 
acbd  und  ac'b'd*  mit  dem  gemeinsamen  Punkt  a  (Fig.  103.'a.)  shid 
allemal  harmonisch»  wenn  sie  in  Bezug  auf  zwei  Projectionscentra 
m  und  n  perspectivisch  liegen. 

Beweis.    Man  hat  wegen  des  Centrums  m\ 

1)  (aby  cd)i=z(ab\  tfd'), 
und  wegen  des  Centrums  n: 

2)  (ab,  cd)  ==  (oft',  d'cO ; 
nun  ist 

folgKeh  kefamt, 'indem  man  die  Gleichungen  1)  und  2)  multipliclrt : 

(a6,  cd)«  =  l. 
Hieraus  folgt 

(a6,  cd)  =  J:  1. 

Da  aber  das. Zeichen  -f  nicht  Statt  haben  kann>  so  hat  man 

(oÄ,  cd)  = —  1. 

Bemerkung,  Ein  Viereck  cdd'c*  (Fig.  102.  a.)  wird  venro|i- 
ständigt»  indem  man  seine  Gegenseiten  bis  zur  Durchschneidung 
iii  a  und  m  verlängert;  die  Gerade  am  ist  die  äussere  Diagonale. 
Man  sieht  sogleich,  dass  Jede  der  drei  Diagonalen  wie  ecP  dureb 
die  beiden  andern  harmonisch  getheilt  wird.  -      •< 

Um  zu  i,  b  und  d  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  Gnden, 
kann  man   cm  und  dm  wtllkfiHich   ziehen  und  sodann  den  Punkt 

TheilXXlX.  12   ' 


170  Xw$en:  ¥antiuU  dn  neuem  Geometrie,  Hohes ^  ein^  eiemekL 

n  beliebig  auf  mb  wählen.    Die  Geraden  cn  und  dn  bestuniDton 
die  Punkte  d'  und  c',  und  die  Gerade  ^'d'  den  gesuchten  Punkt  a. 

$.  178.  EtAl9rung.  Ip,  swei  ^uforro  llegeoden  PiM^treiheu 
iirJiXU.inaii  di# Gegeppuaktß«  wena  xßiiLU  swel  mit  den  Hichtm^u^ 
dieser  Reiben  parallele  Projectionsstrahlen  Ou  und  Cb  zieht* 
(Fig.  101.) 

Die  Gegenpunkte  sind  also  diejenigen  Punkte«  denen  In  der 
andern  Reihe  der  unendlich  entfernte  Punkt  entspricht 

§,  179.  Lehrsatz.  In  zwei  conform  liegenden  Punktreihen 
geben  die  Entfernungen  der  Gegenpunkte  von  je  zwei  entspre- 
chenden Punkten  ein  constantes  Product  (Fig.  101.) 

Beweis.  Man  hat,  indem  man  durch  od  und  od'  die  unendlich 
•ntfoniten  Punkte  beider  Reiben,  durch  a  ihren  geni^insiMnen 
Pmkt  bweichnet : 


also,  wegen 


üu   aoo 

• 

bu'  bcD 

aocf 
■~6'oo' 

av 
b'v' 

Jod  ~" 

• 

ood' 
b'oü'  ~ 

1: 

au 

b*v 

6ti.6'i 

per  au. 

av. 

woraus  hervorgeht: 


DiMi  folgt  auch  leicht  tftis  der  Betrachtung  der  äbnlicbeii  Dreiecke 
Oub  und  Ovb',  in  denen  sich  verhält 

6tt:Oi?  =  Ou:b*v. 

§.  180.  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Sind  zwei  Punktreihen  a6ctf 
und  äV&v  mit  dem  gemeinsamen  Punkt  a  gegeben  und  ist 

au.av  =  bu,b'v'=cu.c'v   u.  s.  w., 

so  liegen  die  beiden  Reihen  abc,.,.  und  ab'&....  perspecti?isch. 

Beweis.  Construirt  man  das  Parallelogramm  Oiiov,  so  wer- 
den 6  und  b\  c  und  e'  in  gerader  Linie  mit  O  liegen.  Denn  an- 
genommen, der  Strahl  Ob  schnitte  die 'Gerade  ab'  statt  im  Punkte 
b'  im  Punkte  ßf  so  wäre  nach  dem  vorigen  Paragraphen 

au.av  =  6ti./to; 
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aber  Dach  der  Voraussetzung  auch 

au,av  =-  bu> b*v ; 


also 


b'v  =  ßv. 


§.  181.     Zusatz,     Werden    zwei   Punktreiheo  Ton    je 
Punkten  ahc  und  afb*&  als  conform  aufeinander  bezogen,  so  sind 
die  Gegenpunkte  beider  Reihen  vollkommen  bestimmt 

Beweis.  Man  denke  sich  die  beiden  Reihen  abc  und  a'b'cf 
in  eine  solche  Lage  gebracht,  dass  a'  mit  a  zusammenfällt  (Fig^ 
101.).  Wird  nun  vom  Durchschnitt  O  der  Geraden  bb'  und  e& 
zuerst  Ou  parallel  mit  ab*  und  sodann  Ov  parallel  mit  ab  gezogen, 
so  ist 

au .  ar = 6tf .  6'o  =  cti .  c'v. 

Gäbe  es  nun  in  der  Reihe  ab*e'  noch  einen  Punkt  e'  von  der 
Beschaffenheit,  dass  man  ebenfalls  hätte: 

au,av'  =  bu.b'v':=icu.c'v', 

so  mflssten  die  beiden  Reihen  abc  und  ab'c'  noch  in  Bezug  auf 
ein  zweites  Centrum  O'  perspectivisch  liegen,  welches  durch  die 
aus  V*  mit  ab  gezogene  Parallele  v'O'  bestimmt  sein  wurde.  Dies 
ist  aber  nicht  möglich,  da  die  Geraden  bb'  und  cc'  nur  einen 
Durschnitt  haben  können.  Ebenso  wenig  lassen  sich  u  und  e 
ungleich  mit  zwei  andern  Punkte.o  u'  und  o'  der  zugehörigen  HeU 
heu  vertauschen,  so  dass  für  dieselben  die  Gleichungen 

4 

au' .  av' = bu\  b'v* = cu' .  cV 
existiren  könnten. 

Anmerkung.  Der  Beweis  des  voranstehenden  Satzes  zeigt 
zugleich«  wie  man  zu  verfahren  habe,  um  die  Gegenpunkte  der 
beiden  auf  einander  bezogenen  Reihen  abc  und  a'b'c'  zu  finden. 
Die  Aufgabe  wird  unmöglich,  wenn  abc  und  a'6V  proportionale 
Reihen  sind.  Denn  alsdann  wird,  wenn  a'  mit  a  zusammenßUlt» 
bb'  mit  c&  parallel. 

ist  einer  der  Gegenpunkte,  etwa  u,  gegeben,  so  äürflen  in 
jeder  der  beiden  als  conform  auf  einander  zu  beziehenden  Reihen 
mn  neob  zwei  Punkte  willkürlich  genommen  werden,  etwa  a  imd 
a\  b  und  b'.  Dann  legt  man  wieder  zwei  als  entsprechend  ge- 
setzte Punkte  (a  mit  a*)  zusammen,  zieht  von  u  aus  eine  Paral- 
lele mit  ab'  und  sucht  deren  Durchschnitt  mit  der  Geraden  bb'> 
Die  durch  diesen  Durchschnitt  O  mit  ab  gezogene  Parallele  Ov 
bestimmt  den  Gegenpunkt  r  auf  ab', 

12' 
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Siod  beide  Gegeopunkte  u  und  v  bestimmt,  so  ist  nur  ein 
Paar  von  Punkten»  a  und  a\  willkürlich  zu  bestimmen. 

§.  182.  Aufgabe.  Zu  drei  gegebenen  Punkten  (Fig.  102.) 
einen  vierten  zu  bestimmen,  so  dass  ein  auf  vorgeschriebene  Weise 
angesetztes  Doppelverbältniss  einen  gegebenen  Werth  gleich  k 
erhält 

Auflösung.  Es  sei  ausser  den  beiden  Grenzpunkten  a  und 
ö  noch  der  erste  Theilpunkt  c  gegeben,  und  der  zweite  Theift* 
punkt  d  nach  der  Gleichung 


ac   ad 


SU  bestimmen. 


Man  ziehe   aus  b  die  willkürliche  Linie  ba;  bestimne    den 
Punkt  y  auf  6a  gemäss  der  Gleichung 


d.  h. 


by'  boo  * 


und  suche  sodann  den  Durchschnitt  O  der  Geraden  an  und  ey. 
Von  diesem  ziehe  man  nun  die  Gerade  Od  parallel  mit  ay;  dann 
Ist  ihr  Durchnitt  d  mit  der  Geraden  ab  der  gesuchte  Punkt         ^ 

Wäre 

bc"^' 

so  wOrden  aa  und  cy  parallel  werden.  Dann  wird  die  Auflösung 
unmöglich  9  oder«  mit  andern  Worten,  der  gesuchte  Punkt  ist  der 
unendlich  entfernte. 

Ist  d  gegeben  und  c  gesucht«  so  verbindet  man  den  willkOhr- 
lieh  ausserhalb  der  Richtung  ab  genommenen  Punkt  O  mit  a,  b 
und  d,  zieht  zwischen  Oa  und  Ob  die  Linie  ba\\  Od^  und  bestimmt 
den  Punkt  y  gemäss  der  Gleichung 

Die  Gerade  Oy  trifft  den  gesuchten  Punkt  r. 
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Jetzt  wflrde  die  Aufgabe  unmöglich  werden,  sobald  man  hätte ; 

ad_l 
bd^k' 

Anmerkung,  Man  kann  sich  aach  vorstellen,  dasa  einer 
der  Grenzpunkte,  etwa  6,  in  unendlicher  Entfernung  Hege.  Alsdann 
ist  die  Glelcbung 

well  nun  bc=^öd  ist,  gleichbedeutend  mit 

ac  :  ad  =  k. 
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$.  183.  Lehr  Matz.  Man  erhält  (Fig.  103.)  xu  einer  gegebe- 
nen Figur  abcd,...  eine  mit  ihr  conform  liegende  Figur,  wenn  man 
nach  willkQrlicher  Wahl  eines  Centrums  O  und  einer  Axe  XT 
XU  einem  jeden  Punkt  a  der  gegebenen  Figur  den  entsprechenden. 
Punkt  a'  so  bestimmt,  dass  die  Strecke  des  durch  a  und  a'  ge» 
benden  Projectionsstrahls ,  welche  zwischen  Centrum  und  Axe 
liegt,  von  den  beiden  Punkten  nach  einem  Doppelverhältniss  von 
constantem  Wertbe  getheilt  wird. 

Der  Beweis  wurde  schon  früher  fOr  den  besondem  Fall  des 
harmonischen  Verhältnisses  geführt  und  ist  leicht  zu  verall- 
gemeinern. 

Anmerkung  1.  Man  kann  hierbei  folgendermaassen  verfahren : 
Nachdem  man  ausser  der  Axe  und  dem  Centrum  auch  noch  den 
Punkt  a'  auf  dem  Projectionsstrahl  Oa  willkürlich  angenommen 
bat  (Fig.  103.),  verbindet  man  o  mit  einem  andern  Punkt  des  ge* 
gebenen  Systems  6,  der  aber  nicht  auf  dem  Projectionsstrahl  Oa 
liegen  darf.  Verlängert  man  nun  ab  bis  zur  Durchschneidung  mit 
der  Axe  XV  in  m,  und  verbindet  m  mit  a';  so  bestimmt  die  Ge- 
rade ma'  auf  dem  Projectionsstrahl  Ob  den  Punkt  6^  Durch  die 
beiden  Punkte  b  und  b'  kann  man  nun  auch  auf  dem  Strahl  Oa 
beliebig  viele  Paare  von  entsprechenden  Punkten  in  derselben 
Welse  bestimmen. 

Anmerkung  2.  Ist  das  constante  Doppelverhältniss  das 
harmonische,  so  erhält  man  wiederum  zwei  Systeme  in  Confor« 
mititslage,  wenn  man  eins  der  vorhandenen  mit  einem  congruen- 
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tefi  System  ▼«rtanscbt,  das  mit  ihm  in  Bezug  auf  die  vorhandene 
Conformitätsaze  affin  liegt ,  oder,  was  dasselbe  sagt,  wenn  man 
das  eine  System  so  weit  um  die  Conformitätsaxe  herumdreht, 
bis  es  wieder  in  dieselbe  Ebene  föllt.  Alsdann  tritt  der  beson- 
dere Fall  ein,  dass  das  Conformitätscentram  in  die  Axe  fallt;  und 
x«rar  ^häit  man  da«  neue  Centrum  P»  indem  man  tod  dem  alten 
Centrnm  O  (Fig.  103.  a.)  ein  hoih  auf  die  Axe  XY  föllt. 

Es  sei 

{Om,  oo')=— 1, 

indem  m  den  Durchschnitt  dee  Strahls  Oa  mit  der  Axe  XY 
bezeichnet. 

Fällt  man  nun  von  a'  das  Loth  a'p  auf  XY  und  macht  die 
Verlängerung  dieses  Lothes  pa=:pa',  so  ist 


yj.aPpz=:W.a'Pp. 


*  I 


Da  aber  P  das  Centrum  eines  harmonischen  Büschels  ist  mit 
den  Strahlen  PO,  Pa,  Pp  und  Pa\  in  welchem  zwei  zugeordnete 
Strahlen  PO  und  Pp  auf  einander  senkrecht  stehen ;  so  halbirt  Pp 
auch  den  Winkel  aPa!,  und  somit  muss  Pa  mit  Pa  zusammenfallen. 
Das  neue  System  aß.,.,  liegt  folglich  mit  dem  System  <i6*...  per- 
spectiviach  in  Rflcksicht  auf  das  Centrum  P^  indem  wir  uns  vor- 
stellen, dass  jeder  fernere  Punkt  ß  in  derselben  Beziehung  zu  b' 
stehe,  wie  a  zu  a'. 

Nun  aber  werden  sich  die  Geraden  ab  und  a'b'  in  einem 
Punkte  71t  der  Axe  XY  begegnen;  ebenso  müssen  sich  a'b'  und 
aß  auf  XY  begegnen,  da  diese  Gerade  Aftinitätsaxe  für  die  bei- 
den betreffenden  Systeme  ist;  folglich  geht  aß  ebenfalls  durch 
den  Puukt  m.  Es  liegt  also  das  System  ab....  auch  axial  mit  dem 
System  aß,...  in  Bezug  auf  die  Axe  XY, 

|.  184.  Lehrsatz.  Umgekehrt:  Bei  je  zwei  conform  liegen- 
den Figuren  wird  die  Strecke  jedes  Projectionsstrahls ,  welche 
zwischen  Centrum  und  Axe  liegt,  von  zwei  entsprechenden  Punkten 
allemal  so  getheilt,  dass  das  aus  dieser  Theilung  hervorgehende 
Doppelverhältniss  einen  unveränderlichen  Werth  behält  Wir 
nennen  dieses  Doppelverhältniss  das  Conformitätsverhältniss  der 
beiden  Figuren.  Natürlich  muss  beim  Ansatz  desselben  darauf 
geachtet  werden,  dass  die  zu  einem  System  gehörigen  Punkte 
immer  dieselbe  Stelle  erhalten,  zu  welchem  Ende  wir  ein  für  alle- 
mal eins  der  beiden  gegebenen  Systeme  als  das  erste,  das  andere 
als  das  zweite  festzustellen  haben. 
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Die  Wabrdeit  der  aafgestellten  Behauptung  zeigt  sogleich  die 
Figur  103.  Hier  ist,  wenn  q  und  r  die  Durchschnittspunkte  der 
Strahlen  Oa  und  Ob  mit  XY  bezeichnen » 

(Oy,aaO  =  (Or,W), 

Anmerkung,  Liegt  das  Centrnin  auf  der  Axe,  so  wird  das 
Conformitätsrerhältniss  harmonisch,  sobald  man  eins  der  gegebe- 
nen Systeme  nach  der  entgegengesetzten  Seite  der  Axe  verlegt 

.  Denkt  man  sich  in  Fig.  103.  a.  die  beiden  SyMeme  oft..«,  und  «i^.«* 
als  die  gegebenen,  das  System  a'6'....  congrneot  mit  aß....  und  In 
Affinititslage  mit  demselben  In  Bezug  auf  die  Axe  JfF»  so  niitM 
qSBobar  auch  a'b' ....  mit  «6..^  axial  Hegen«  Nun  seien  <i,  y^4t 
die  Punkte,  in  denen  ein  im  vorausgesetzten  Conformit&lscentruBi 
P  auf  XY  errichtetes  Loth  die  Geraden  a6»  aß^  a'b'  durchschnei- 
det; dann  Ist  wegen  des  Centnmis  P: 

(a6,  cm)  =  (ctß^  ym)  tir  («'6^,  e'm) ;  ' 

folglich  sind  auch  die  Reiben  abcm  und  a'6Vm  in  perspectivischer 
Lage.  Weil  man  nun  aber  statt  des  Punktes  6  jeden  andern 
nehmen  kann,  so  folgt,  dass  das  System  ab  ...  mit  afb'  perspeo- 
tivteeh  liege. 

Was  nun  das  Conforroitätsverhältniss  anbelangt,  so  ist  klar, 
dass  die  vier  Strahlen  PO,  Pa,  Pp^  Pa'  harmonisch  sind,  da  der 
WinkeLOfV  «>"  Rechter  ist,  und  der  Winkel  aPi^  durch  Pp 
balMrt  wird. 


•  I'  1 


{.  185.     Folgerungen.     1)  Ist  das  obwaltende   Verhältniss 

lOmy  aa')z=z  k, 

so  wird  der  dem  Punkt  a  entsprechende  Punkt  af  in  unendliche 
fintfetnung  rficken,  sobald  man  hat  (Fig.  104.): 

—  =  A. 
ma 

Die  sftnmtlichen  Gegenpunkte  deü  ersten  Systems  werden  alsso 
9ß/  einer  Geraden  liegen  RS,  welche  der  Conformitätsaxe  paralM 
l«t  Wifd  von  O  das  Loth  Or  auf  die  Axe  geOUt,  und  Ist  p 
der  Durchschnitt  dieses  Lothes  mit  der  Gegenaze  RS,  se  bat 
auch 


rp 


Andererseits  räckt  der  Punkt  a  des  ersten  Systems  in  unendlichj» 
Entfernung,  sobald  die  Lage  des  Punktes  o^  der  Gleichung 


.\ 
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.  ma'       k 

gem&ss  ist    Durchschneidet  also  .das  Loth  Or  die  GegenaKe  des 
zweiten  Systems   UV  in  9,  so  ist  auch 

«j)      .  ^=\. 

••  *  rq        k 

Aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  folgt  nun»  dass  die  beiden 
Gegenaxen  iZiS  und  ÜV  in  Bezug  auf  das  Centrum  O  üiid  die 
Conformitätsaxe  JCF  symmetrisch  liegen,  d.  h.  däss  sie  entweder 
beide  zwischen  Aze  und  Centrum  oder  ausserhalb  liegen  >  und 
dass  die  leine  so  weit  vom  Centrum  entfernt  ist,  wie  die  andere 
t^  der  Axe.  ' 


Liegt  das  Centrum  auf  der  Conformitätsaxe»  so  befinden  sich 
die  Gegenaxen  zu  beiden  Seiten  in  gleicher  Entfernung  von  der- 
selben, da  beim  Umlegen  des  einen  Systems  um  die  Axe  das 
Conforinitätsverhältniss  harmonisch  wird  und  also  die  Gegenaxen 
zusammenfallen. 

•  ■  i 

^2)  Jede  Gerade  des  einen  Systems  ist  dem  Projectionsstrahl 
parallel,  welcher  durch  den  Gegenpunkt  der  andern  geht. 

I  3)  iSs  seien  (Fig.  104.)  a  und  a'  zwei  entsprechende  Punkte, 
am  und  a'm  zwei  entsprechende  Gerade,  die  sich  im  Punkte  m 
der  Conformitätsaxe  begegnen,  5  und  t  endlich  seien  die  Gegen- 
puokte  dieser  beiden  Geraden,  also 

O«  II  a'm,     0^11  am. 

Der  Punkt  a* ,  den  wir  jetzt  als  einen  Punkt  des  zweiten 
Systems  ansehen,  lässt  sich  auch  auf  das  erste  System  beziehen. 
Dann  ist  der  Gegenpunkt  der  Geraden  a'm  nicht  mehr  der  Punkt 
i,  sondern  der  Punkt  «' ,  in  welchem  sie  von  der  Gegenaxe 
des  ersten  Systems  RS  ge^a^nitten  wird.  Die  entsprechende 
Gerade  des  zweiten  Systems  nia  geht  alsdann  von  m  aus  parallel 
Bit  O«'.  So  lange  nun  die  beiden  Punkte  s'  und  i  nicht  zusam- 
meofallen,  wird  auch  ma  nicht  mit  ma  und  a  nicht  mit  n' zusam- 
menfallen. Folglich  werden  zwei  in  Conformitätslage  befindliche 
Figuren  nur  dann  involutorisch  liegen,  wenn  ihre  beiden  Gegen- 
axen zusammenfallen,  d.  h.  wenn  das  Conformitätsverhältniss  har- 
monisch ist. 

4)  Wenn  den  vier  Punkten  aöcd  auf  einer  Geraden  die  vier 
Punkte  a'b'c'd'  entsprechen,  so  ist  allemal 
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(««,  cd)  a  (o**'.  c'*). 

Dasselbe  gilt  natfirlicb  aach  von  affinen  Systemen.  In  conformen 
Systemen  werden  sich  aber  im  Aligemeinen  conförme  Panktreihen 
entsprechen,  und  nur  In  dem  Falle  proportionale,  dass  beide  bei 
perspectivisch- axialer  Lage  beider  Systeme  der  Conformitütsas^ 
paraUei  sind. 

Ebenso  entsprechen  sich  in  conformen,  sowie  auch  in  affinen 
Sy^emen  "conförme  Strahlenbfiscbei.  In  ähnlichen  ond  congmes« 
ten  Systemen  sind  entsprechende  Büschel  allemal  congruent 

.  5)  Hat  man  swei.  entsprechende  Gerade  am  und  a'm,  die  sich 
io  »  auf  der  Conformitiitsaxe.  begegnen»  und  sind  m  un4  t  die 
Gegenpunkte  dieser  Geraden»  so  ist  das  Product  as.a't  ponstanl 
ffir  jedes  Paar  entsprechender  Punkte  auf  den  Geradeii 
«I  und  oft,  und  zwar  gleich  am.a/m. 

Denn  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  Omq  und  Otät  ▼«• 
hftit  sich 

asiÖM—  Otia't. 

Fällt  man  von  zwei  entsprechenden  Punkten  die  Lothe  ak  und 
a'i  auf  die  betrettenden  Gegenazen ,  so  ist  das  Product 

ak.a'i 

constant  und  hat  denselben  Werth  fflr  alle  Punkte  der  gege- 
benen Systeme. 

Denn  es  verhält  sich  offenbar 

1)  iuims^=  akirpf 

2)  a'timt=^a'l:rg; 
also  erhält  man,  indem  man  zusammensetzt: 

ai,a*t:m$.mt=  ak.a'lirp.rq. 
Nun  aber  ist 

a8.a'i:::zms,mti 
folglich  auch 
•  ■      '       '  ok.afi^ssrp.fg, 

§.  186.  Lehrsatz.  Zwei  Dreiecke  in  Centralperspective 
sind  allemal  in  Conformitätslage,  wenn  sie  nicht  in  Aehnlichkeits- 
lage  sind. 

Beweis.  Es  sei  (Fig.  103.)  m  der  Durchschnitt  der  Geraden 
aü  und  a'b',  n  derjenige  von  ac  mit  a'c',  endlich  9,  r  und  «  die 
Punkte,  in  denen  die  Gerade  mn  von  den  ProjectionsstraUen  aa\ 


•• 
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bbC,  cc'  getroffen  wird.  Dt  dto  Ueihe  Oaqa'  mit  Obrb'  in  Bezug 
auf  da«  Centrum  m»  mit  Oc9c'  in  Bezuj^  auf  das  Centram  n  per- 
spectiviach  li^»  ao  iat 

(O^,  am')  =  (Or,  66')  ==  (Of,  cc'). 

IMe  bddbto  Reilien  06r6'  und  Ocs&  haben  alab  glelclie  Döppel- 
▼erhältnisse,  und  da  sie  den  Punkt  O  gemein  haben.,  so  liegen 
sie  ebenfalls  perspcctivisch.  Es  werden  sich  also  6c  und  Vc'  in 
emsm  Ponhte  p  der  Geraden  mn  treffen,  oder  l>elde  -mit mn  paral- 
lel seUr. 

AHmiBYkting.  Der  Satz  gilt  auch,  wenn  die  Gerade  mit 
dorch  das  Centmtn  O  geh«n  sollte  (Flg.  WS.).  Denn  angenommen^ 
Set  Durchschnitt  der  Geraden  6c  und  6'c',  welcher  p  heisseii  mag, 
11^  nicht  au^  Om^  no  wdrde  aus  dem  torigtfn  Beweise  bevor* 
gehen,  dass  n  auf  mp  läge.  Also  kGnnte  mit  dann  ebenPalls  nicht 
dttrch  Q^  gehen. 

§.  187.  Lehrsatz,  Umgekehrt:  Zwei  axial  liegende  Drei- 
ecke liegen  auch  allemal  perspcctivisch. 

'Beweis.  Denn  insofern  man  den  Durchschnitt  m  der  Gera- 
den ab  und  a'b'  (Flg.  103.)  als  Projectionscentrum  ansieht,  bat 
man  zwei  perspcctivisch  liegende  Dreiecke  j966'  und  itaa'.  Dem- 
nach müssen  die  Dnrcbscbnittspunkte  der  entsprechenden  Seiten- 
paare, d.  h.  O,  c  und  c',  in  gerader  Linie  liegen. 

Dasselbe  wurde  Statt  finden,  wenn  6c  und  6'c'  der  Geraden 
mn  parallel  wären,  wo  man  dann  zwei  Dreiecke  in  Parallelper- 
spective  haben  wurde,  m66'  und  itoc'. 

§.  188.  Lehrsati.  Zwei  beliebige  Vierecke,  die  nicht  tffin 
(also  auch  nicht  ähnlich  oder  congruent)  sind,  können  immer  als 
conforme  Fi^curen  angesehen  werden. 

Beweis.  Es  seien  abcd  und  a'b'c'd*  (Fig.  106.  und  106.  a.) 
die  beiden  gegebenen  Vierecke,  f  der  Durchschnitt  der  Gefaden 
ab  und  ci2,  f  derjenige  von  a'6'  mit  c*d*. 

Man  bestimme  die  Gegenpunkte  der  beiden  Reihen  afb  und 
a'fb'^  und  ebenso  diejenigen  von  cfd  und  dfd\  Sind  dieselben 
der  Reihe  nach  m,  p,  it  und  q\  so  hat  man  also: 

1)  fm.fp-=-Qm.a*pr:^bm*b*p^ 

4)  fn.fq^=cn  .  c'q^zdn.d'g. 

Die  Geraden  mn  und  pg  sind,  wie  sich  später  zeigen  wird, 
die  Ciegcnaxen  beider  Systeme« 
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Man  coDstraire  üb«r  mn  das  ^mnOc^^piff  VLnA  über  p^ 
^pgC^cx^^rnnf^  so  du»  Om/k»  und  fpO'q  ähnliobe  SystottM 
werdeo« 

Jetzt  ziehe  man  p'q'  parallel  fim,  so  iasBp'q*  deoselben  Ab- 
stand von  O  hat,  wie  pg  von  O,  nehme  den  Punkt  O  zum  C6n- 
fornittätscentram  und  die  Axe  XY  so,  dass  mn  und  p'q*  zu  Ge- 
genaxen  werden  können ,  zu  welchem  Ende  erforderlich  ist,  dass 
mn  und  p'q'  symmetrisch  gegen  O  und  ^Fliegen.  Construirt  nidn 
hiernach  ein  mit  abcdf  conform  Uegendes  System  aßydq> ,  ao  be- 
haupte ich,  dass  dieses  dem  gegebenen  System  afö'&d'/*  con- 
gruent  werden  wird. 

Es  seien  p'  und  q'  die  Gegenpunkte  von  ag>  und  yq>.    Dann  ist 

afllOp',    cfWOq'; 
mithin 

^Op'q'co^fmno^^O'pq. 

Nun  aber  haben  die  beiden  ähnlichen  Dreiecke  Op'q'  und  (ypq 
der  Construction  gemäss  gleiche  Höhe,  folglich  sind  sie  congm- 
ent  und 

pq  -  p'q'. 

Ebenso  zeigt  sich 

^^p'q'oo  ^  Omn  cv)  ^f'pq ; 

mithin  ist  wegen  der  Gleichheit*  der  Seiten  pq  und  p'q' 

^tpp'q'^^tpq. 

Jetzt  bleibt  nur  noch  zu  zeigen  übrig,  dass  beim  Aufeinanderlegen 
der  Dreiecke  pf*q  und  p'(pq'  auch  a'  mit  a,  b'  mit  ß  u.  s.  w.  zu- 
sammenfallen muss.    Man  hat  aber  der  Construction  gemäss 

1)  '  am.a'p^sifm.fp 

und  nach  der  Eigenthumlichkeit  conformer  Systeme  auch 

2)  am.ap'=fm,ipp'; 

folglich  ist  auch 

a'p  —  ap' 

u.     s.     w. 

Anmerkung.  Sollten  in  den  beiden  gegebenen  Vierecken 
(Fig.  107.  u.  Fig.  107.  a.)  zwei  auf  einander  als  entsprechend  b^o- 
gMW  Punktreibent  etwa  cfd  und  c'fd'»  proportional  seln^  so  findet 
man  die  Gegenaxen  auf  folgende  Weise: 
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Man  bestimmt  die  GegenpuDkte  der  Reiheo  afb  und  a'f'b'f  sie 
seien  m  and  p.  Darauf  xieht  man  durch  m  und  p  Parailellinien 
mit  cd  und  e'd',  und  verlängert  ac  und  a'&,  bis  sie  diese  Paral- 
lelen in  n  und  q  treffen.    Alsdann  verbält  sich: 

1)  a'q:c'g=a'pifpf 

2)  an  :  C7I  =  am  :  fin ; 
folglich  auch 

a*q,an:&q,en:=ia'p.amifp.fm. 
Nun  ist  der  Construction  gemäss 

« 

a'p.am'=^fp,fniy 

also  auch 

a'9.'crn  =  c'9.cfi. 

Verführt  man  nun  wie  vorhin,  so  wird  man  ein  mit  acfb  conform 
lleg^endes  System  erhalten  a/9>^y  welches  dem  System  a'&fb* 
cohgruent  ist  Weil  nun  aber  ytp  parallel  mit  cf  wird  und,  wofern 
d  dem  Punkt  d  entspricht,  die  Reihe  y^p^  proportional  mit  cfd 
wird,  so  sieht  man,  dass  beim  Aufeinanderlegen  der  Systeme 
ü/cffb'  und  cLy(pß  auch  d'  mit  i  zusammenfällt. 

Sollten  endlich  (Fig.  108.  u.  Fig.  108.  a.)  zwei  Vierecke  abcd 
und  a'b'c'd*  gegeben  sein ,  in  denen  die  beiden  sich  in  f  schnei- 
denden Geraden  ah  und  cd  den-  beiden  Parallelen  a'b'  und  c'd* 
entsprechen  sollen ;  so  ist  f  als  Gegenpunkt  der  Geraden  ab  und 
cd  anzusehen.  Danach  lassen  sich  die  Gegenpunkte  p  und  q 
der  Geraden  a*b'  und  c'd*  bestimmen.  Schneidet  nun  die  Gerade 
vld'  (oder,  wenn  diese  nicht,  eine  andere  Gerade  desselben  Sy- 
stems) die  Gerade  pq  in  r,  so  wird  r  als  Gegenpunkt  von  a'd'  zu  be- 
trachten sein,  und  man  kann  nun  auch  den  Gegenpunkt  m  von  ad 
finden.  Das  Centrum  O  bestimmt  sich  dann ,  indem  man  {iber  fm 
ein  dem  Dreieck  qd*r  ähnliches  Dreieck  errichtet. 

Verföhrt  man  nun  wie  frOher,  so  wird  sich  zeigen,  dass,  sowie 
y  in  c'  ,  a  in  a'  fällt,  auch  aß  in  a'6'  fallen  mnss.  Denn  da  sich 
ab  und  cd  auf  der  Gegenaxe  schneiden,  so  werden  aß  und  y^ 
parallel  sein,  wie  a*b*  und  c'd*  parallel  sind  u.  s.  f. 

Mit  den  drei  betrachteten  Fällen  sind  aber  alle  möglichen 
Fälle  erschupft,  da  der  Voraussetzung  gemäss  die  beiden  gege- 
benen Vierecke  nicht  affin  sein  sollen. 

Man  sieht  übrigens,  dass  es  nicht  mOglich  ist,  zwei  affine 
Vierecke  in  Conformitätslage  zu  bringen.    Demnach  sind  Confor- 
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mitfit  nnd  Affinität  absolute  CregeDsäts^  während  die  Affinität  als 
besondere  Fälle  auch  die  Aehnlichkeit  und  Congrnens  in  sich  fiisst. 

§.189.  Bemerkung.  Verbindet  man. in  einem  FOnfeek 
abcde  (Fig.  109.)  zwei  Punkte  a  und  6  unter  sich  und  mit  den 
übrigen  Punkten ,  so  werden  a  und  b  die  Mittelpunkte  zweier 
Strahlenbüschel  von  je  vier  Strahlen.  Durch  diese  beiden  Büschel 
aber  ist,  wofern»  vier  Punkte  abcd  gegeben  sind,  allemal  der  fiBnfke 
Punkt  e  bestimmt.  Denn  sind  die  Strahlenwinkel  eab  und  ste 
bekannt»  so  ist  auch  das  üreieck  abe  bestimmt 

Zwei  Fünfecke  abcde  und  a'b'&d'e'  (Fig.  109.  u.  Fig.  109.  a.) 
sind  offenbar  congruent,  ähnlich  oder  blos  affin,  wenn  die  Vier- 
ecke abcd  und  a'b'cfd*  coogruent,  ähnlich  oder  affin  sind  und  der 
flBnfte  Punkt  e  des  einen  durch  zwei  Strahlenbüschel  bestimmt 
ist,  welche  den  entsprechenden  Büscheln  des  andern  System  be- 
ziehungsweise conform  sind. 

Zuerst  lässt  sich  nämlich  ein  dem  Viereck  a'b'c'dP  coogru- 
entes  System  aß'fi  construiren,  und  dieses  sodann  zu  einem  dem 
Fünfeck  abcde  affinen  (ähnlichen  oder  congruenten)  System  aPyit 
ergänzen.  Verbindet  man  sodann  auch  er  und  ß  unter  sich  und 
mit  den  übrigen  Punkten  desselben  Systems,  so  sind  e  und  t 
durch  paarweise  conforme  Strahlenbüscbel  bestimmt,  mithin  auch 
e*  und  c.  Legt  man  nun  die  beiden  Fünfecke  a'b'c'd'e*  und  ußyde 
mo  zusammen,  dass  die  vier  Punkte  aßyi  in  a'Vc'd*  fallen»  so  wird 
auch  e  in  e  fallen»  da  durch  drei  Strahlen  und.  ein  gegebenes 
Doppelverhältniss  allemal  der  vierte  Strahl  bestimmt  ist. 

§.  190.  Lehrsatz.  Zwei  Fünfecke  abcde  und  a'b'&d'e'  sind 
conform,  wofern  unter  der  Voraussetzung,  ddss  nicht  vier  Punkte 
des  einen  ein  Viereck  bilden,  welches  dem  entsprechenden  Viereck 
des  andern  Systems  affin  ist,  die  fQnften  Punkte  beider  Systeme 
durch  paarweise  conforme  Strahlenbüschel  bestimmt  sind. 

Beweis.  Zuerst  lässt  sich  ein  dem  Viereck  a'b'c'd'  con-r 
gruentes  Viereck  aßyö  construiren,  welches  in  Conformitätslaga 
Jst  mit  dem  Viereck  abcd.  Zu  dem  Punkte  e  lässt  sich  sodann 
ein  entsprechender  Punkt  e  finden,  und  es  ist  leicht  einzusehen» 
dass  das  Fünfeck  aßyde  dem  Fünfeck  afb'c'd'e'  congruent  wer- 
den wird; 

Hat  man  zweimal  fünf  Gerade ,  von  denen  niemals  drei  su- 
samroengehurige  durch  einen  Punkt  gehen  oder  einander  parallel 
sindi  so  entsteht  auf  jeder  Geraden  eines  dieser  Systeme  durch 
die  Durchschneidung  mit  den  andern  eine  Punktreihe.  Es  ist 
nicht  schwer  einzusehen ,  dass  die  beiden  Systeme  conform  sein 
werden,  sobald  sich  in  denselben  zwei  Paare  conformer  Pnnht- 
reihen  entsprechen. 


183  Sp9€%:  YonekuleäerneuemGeomeMe.imbes.üne  tiemmiL 

Anmerkung.  Fflnf  PuokCt  übede  (Fig.  110.)>  von  deaen  vier 
ein  Viereek  (Acd  bilden ,  der  fiSofte  e  aber  mit  sweien  andern  a 
and  b  in  gerader  Linie  liegt,  kaui  man  ein  abgeetumpfteiB  Fünf- 
eck nennen. 

Ein  abgestampftea  Fünfeck  iat  einem  andern  confonn,  wenn 
den  drei  Punkten,  die  In  gerader  Linie  liegen,  wieder  drei  Punkte 
auf  <einer  Geraden  enti(prechen  und  überdies  zwei  conforme  Bü- 
echel  entstehen,  sobald  man  swei  als  entsprechend  gesetzte 
Punkte  von  den  übrigen,  etwa  b  und  6',  mit  den  Punkten  ihres 
Systems  verbindet 

Ebenso  ist  ein  System  von  filnf  Geraden,  von  deAen  aber 
drei  durch  denselben  Punkt  gehen,  einem  auf  dieselbe  Weise  zu- 
sammengesetzten System  cooforro,  wenn  auf  zweien  entsprechen- 
den von  den  übrigen  Geraden  sich  conforme  Punktreihen  befinden. 

. .  g.  190.  a«  Lehrsatz.  Zwei  beliebige  Figuren  sind  copform, 
wenn  der  flinfte,  sechste  und  jeder  folgende  Punkt  des  einen 
Systems  in  Bezug  auf  die  vier  ersten  ein  Viereck  bildendeu 
Ponkte  durch  ein  Fünfeck  bestimmt  ist,  welches  dem  entsprechen- 
den Fünfeck  des  andern  Systems  conform  ist. 


SafftemiiieiifaMaiiff  der  ConformttM  and  AffiniMi  luiter 
den  alli^melneren  Besriir  der  homoiri**phtsehen 

Terwandtschaft. 

§.  191.  Erklärung.  Man  kann  die  Conformität  und  dflfini- 
tit  (Aehnlichkeit  und  Congruenz)  unter  den  gemeinsamen  Begriff 
der  bomographlscheo  Verwandtschaft  zusammen  fassen. 

Hiernach  sind  also  zwei  Punktreihen  oder  Strahlenbüschel 
homographisch,  wenn  in  beiden  der  vierte,  filnfte  und  jeder  fol- 
gende Punkt  oder  Strahl  durch  ein  Doppelverhältniss  von  dem- 
selben Werthe  bestimmt  ist.  4 

Ob  zwei  Strahlenbüschel  von  je  vier  Strahlen  homographisch 
seien,  wird  man  am  bequemsten  ausmachen,  indem  mau  zu  zweien 
als  entsprechend  gesetzten  Strahlen  Parallelen  zieht  und  sodann 
prüft,  ob  auf  beiden  Transversalen  durch  die  übrigen  Strahlen 
proportionale  Punktreihen  gebildet  werden.  Denn  sind  d  und  d' 
die  unendlich  entfernten  Durchschnittspunkte  mit  den  vierten 
Strahlen,  so  ist  *) 


*)  Die  Fignr  wird  tich  Jeder  leicht  seibat  entwerfen.  G. 
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Zwei  honiogmphische  Ponktreiben  odfir  Strableobfiscbel  fallen 
ganz  ziiaammen,  sobald  sie  drei  Puplcte  eotspreoheud  gemein  bab^p^ 

Zwei  FOnfeeIce  sind  boiiiogni|ibiseh,  wenn  sie  dnreh  paartveMM» 
bomograpbiscbe  BQscbel  bestimint  sind  n.  «.  f.. '  n 

Zwei  horoographiscbe  Figuien  fallen  in  allen  ihren  Panicten 
zusammen^  sobald  sie  vier  Punkte»  die  ein  Viereck  bilden,  ent- 
sprechend gemein  haben.  '  i 

Zusatz^  Sind  zwei  Systeme  ein^m  dritten  homographiscb» 
so  sind  sie  es  unter  sich. 

g«  192.  Lekrsätte.  l)  Zwei  bomographische  System«  lie- 
gen axial,  so  bald  sie  perspectiviscb  liegen.    (Fig.  l03.)  '    ' 

Beweis.    Betrachtet  man   zwei   beliebige   einanider  entspre^ 
chende  Dreiecke  abc  und  a'6  V»  so  zeigt  sich»  dass  sie  axial  liegen 
0  .müssen,  weil  sie  in  perspectivischer   Lage  sind.     Da  sich,  nun 
aber  je  drei  Paare  entsprechender  Riebtungen  auf  derselben  Ge- 
raden begegnen,  so  folgt,  dass  sich  alle  auf  derselben  Axe  treffen. 

2)  Zwei  bomograpbiscbe  Systeme  liegen  perspectivlicb ,  so- 
bald sie  axial  liegen. 

Beweis.  Die  drei  Geraden  aa',  M^  ee'  treffen  sieh  wegen 
axialer  Lage  der  Dreiecke  abc  und  afb'&  in  einem  Punkt  O.  Da 
dies  buh  bei  je  drei  Linien  der  Fall  sein  wird,  weldie  entspra* 
chende  Punkte  verbinden,  so  folgt,  dass  alle  diese  Linie«  duneh 

einen  und  denselben  Punkt  gehen. 

# 

§•  193.  Zusätze.  1)  Zwei  homographische  Systeme  liegen 
perspectiviscb«  wenn  sie  drei  Gerade  entsprechend  gemein  haben, 
die. ii^  einen  und  denselben  Punkt  zusammenlaufen.    (Fig*  103.) 

Beweis.  Es  seien  aa',  bb\  ec'  drei  Gerade,  die.  sich  im 
Pkinht  O  begegnen*  Sollen  nun  aber  Oa,  Ob,  Oe  der  Reihe 
nach  den  Geraden  Oa',  Ob'%  Oc'  entsprechen,  so  kann  dies  nur 
dann  der  Fall  sein,  wenn  O  ein  sich  selbst  entsprechender  Punkt 
beider  Systeme  ist  Verbindet  map  also  O  etwa  mit  d  un^  d\ 
Bo  sind  Od  vnd  Odf  entsprechende  Gerade;  folglich 
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O.abcd    und    O.a'b'&d' 

Bwei  entsprechende  und  somit  homographische  Büschel.  Weil 
nun  aber  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  beider  BGschel  zu- 
sammenfallen, so  folgt,  dass  auch  die  vierten  Strahlen  Od  und 
Od^  zusammenfallen. 

2)  Zwei  homographische  Systeme  liegen  axial,  sobald  sie  drei 
Punkte  auf  einer  Geraden  entsprechend  gemein  haben.  (Fig.  103.) 

Beweis.  Es  seien  r,'e  und  q  drei  sich  selbst  entsprechende 
Punkte  in  beiden  Systemen.  Dem  Punkte  m,  in  dem  sich  die 
Cleraden  re  und  ab  begegnen,  entspricht  offenbar  ein  Punkt  m', 
in  welchem  sich  rs  und  a'b'  treffen.    Da  nun  aber 

rsqm    und    rsqm' 

homographische  Punistreihen  werden,  welche  drei  Paare  von  Punkten 
entsprechend  gemein  haben,  so  wird  auch  m'  mit  m  zusammenfallen, 
und  es  werden  sich  ab  und  a'b'  auf  der  Cleraden  rs  begegnen. 

3)  Ausser  dem  Centrum  und  der  Axe  können  zwei  homogra- 
phische Systeme  in  perspectivisch-axialer  Lage  keinen  Punkt  als 
sich  selbst  entsprechend  gemein  haben.  Denn  alsdann  hätten  sie  ein 
Viereck  entsprechend  gemein  und  mflssten  daher  ganzzusammenfallen. 

Anmerkung.  Man  könnte  die  Axe,  auf  welcher  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  homographischer  Figuren  bei  gehuriger' 
Lage  derselben  convergiren,  passend  die  Convergenzaxe  derselben 
nennen  y  welcher  Name  dann  ganz  dem  Ausdruck  „Projections- 
centrum'*  correspondiren  würde.  Debrigens  mag  bemerkt  sein, 
dass  sich  in  deutschen  Schriften  statt  der  Bezeichnung  „homo- 
graphische VerwaudtscbaD"  gewöhnlich  die  Benennung  „Collinea- 
tion"  findet  Für  die  in  dieser  Schrift  durchgeführte  Grundansicht 
scheint  aber  dieser  Name  nicht  so  passend  zu  sein  wie  der  obige, 
den  Ghasles  in  seiner  Geometrie  sup^rieure  anwendet. 
Das  Wort  „ conform **  ist  zuerst  von  P a u  1  u s  in  seinen  Grundlinien 
der  neuern  Geometrie  gebraucht,  aber  hier  nur  von  Punktreihen. 
Was  hier  ConformitStslage  genannt  wird,  heisst  bei  diesem  per- 
spectivische  Collineation.  Endlich  benennt  derselbe  dasjenige, 
was  hier  durch  „conform*'  schlechthin  bezeichnet  wird,  (mit  dem 
Ausdruck  „perspectivisch  collinear."  Mir  scheint  aber,  als  ob 
die  Ausdrücke  „conform"  und  „conform  liegend"  in  aller  Schärfe 
diesen  Unterschied  hervor  beben.  Conform  heissen  zwei  Figuren, 
die  vermöge  der  Uebereinstimmnng  ihres  innem  Baues  zu  einan- 
der in  perspectivisch  -  axiale  Lage  gebracht  werden  können,  abge- 
sehen davon,  in  welcher  Lage  sie  sich  wirklich  befinden.     Con- 
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f^rm  liegend  heiMeo  dlMtlbe»  aber,  wenn  sie  elcli  wifklicb  in 
der  beselcbneten  Lage  befinden.  Nocb  dentlieber  Henne  sieb  illes 
hervorbeben,  wenn  man  unterscbiede:  o^^nform  der  Straetoir  nAeb** 
und  ,,conform  der  Lage  nach/' 


Anhang. 

I)    T«ii   der  penp^ettTlsehen  ILaye   ebener  Vl||nBrep 

.Im  Bmame* 

'■■■•■■  .     '  I  ■.  - 

{.  194.    Erklärung.    Man  sagt»  zwei  verwandte  ei^eiie^- 

gnren  seien  in  räumlich  perspectiTischer  Lage»  wenn  sSmmtliche 
Linien,,  die  entsprechende  Punkte  verbinden,  entw.eder.  alle  ein- 
ander parallel  sind  oder  sich  in  einem  nnd  demselben  Ponhls 
schneiden,  ohne  dass  beide  Figuren  in  einer  Ebene,  liegfin.-  Dai 
Projectionscentrum  pflegt  hier  auch  der  Augenpunkt  genannt  an 
werden. 

(..  195.  Erkfärunff.  Durchschneidet  man  ein  Prisma  dnrf;|| 
swei  einander  parallele  £benen,  die  von  den  Seitenkanten  defi 
Prismas  einerseits  in  n,  6,  c,  d. ...,  andererseits  ia  a^  b% &,  rf'Atft 
geschnitten  werden,  so  hat  man  zwei  Systeme  a6c<2.««..  iin4 
a'b'&df**.»  in  räumlich  parallelogrammatischer  Lage.  Es  ist  he*' 
ftännt,  dass  zwei  auf  diese  Art  erhaltene  Biguren  immer  con* 
gruent  sind. 

{.  196.  Erklärung,  Durchschneidet  man  eine  Pyramide 
durch  zwei  einander  parallele  Ebenen,  so  hat  man  zwei  Figuren 
ia  rSumlicher  Aehnliohkeitslage.  Dieselben  sind  bekanatlicb  Im* 
mer  einander  ähnlich. 

9.197.  Erklärung.  Wird  ein  Prisma  durch  zwei  nicht 
parallele  Ebenen  durchschnitten,  so  entstehen  zwei  Figuren  In 
räumlicher  Affinitätslage.  Die  Linie  JfF,  in  der  sich  die  beiden 
Ebenen  durchschneiden,  helsst  die  Affinitätsaxe. 

§.  19S.  Erklärung,  Wird  eine  Pyramide  dprcb  sifiei  ei»: 
ander  nicht  parallele  Ebenen  durchschnitten,  so  erhält  man  swei 
Figuren  in  räumlicher  Conformitätsläge.  Die  Gerade  XT,  In  d^r 
steh  die  beiden  Durchschnittsebenen  durchschneiden,  nentat  üitä 
dle'Conformitätsaze.  Die  Gegenaxe  einer  jed^n  von  den'b^idcln 
Dtirchschnittsebenen  wird  erhalten  (Fig.  112.),  indem  man  duMh' 
die  Spitze  O  der  Pyramide  eine  Ebene  OUV  legt,  welche  tfdr 
andern  Durchsdinittsebene  AfJV  parallel  ist,' und  sodadn' die  DorcAi- 
scbnittslinie  dieser  Parallelebena  mit  der  erstte'  Ebitob  üüchÜ 


I  (••  > 
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{•  190. '  hehteain.  In  swei  Flgvreiiy  di«  «ich  in  rtatnüch«! 
Aflbiitauii^e  ofler  im  riataliober  Conformitätolage  befinden»  «cboeide» 
•ich  je  swei  eetepreehende  Gerade  aof  der  ▲(imUtteaze,  beiiiigiicb 
der  Conformitätsaxe.  (Fig.  111.) 

Beweis.  Da  die  Linien  aa'  and  bb*  einander  parallel  sind, 
oder  sich  einander  schneiden;  bo  iässt  sich  durch  dieselben  eine 
Ebene  legen. 

Da  Don  ferner  die  Darchschnittslinien^dreier  Ebenen  entweder 
9iirch  eiden  und  denselben  Punkt  gehen^  oder  sämmtllch  einander 
parallel  sind;  so  werden  sich  die  Geraden  ab  und  a*b'  entweder 
auf  der  Durcbschnittslinie  der  beiden  Ebenen  MN  und  PQ  auf 
XT  begegnen,  oder  ihr  beide  parallel  sein. 

$.  800.  Lehrsatt.  Zwei  Dreiecke  in  verschiedenen  Ebenen» 
welehe  in  Bezug  auf  die  Durchscbnittsllnie  beider  Ebenen  axial 
Hegen  9  liegen  auch  allemal  perepeetivisch. 

Beweis.  Da  sich  die  beiden  Geraden  a6und  ii'6' (Fig.  111.) 
im  Punkte  m  der  Durchschnittslinie  XY  begegnen»  so  Iässt  sich 
ddfeb  dieselben  eine  Ebene  legen.  Ebenso  ISsst  sich  durch  ac 
tmd  dfe^  und  drittens  auch  durch  bc  und  b'ef  eine  Ebene  legen. 
Die  Durchschnittslinien  dieser  drei  Ebenen  werden  die  Linien  an'» 
M^  und  c&  sein. 

Nun  aber  sind  die  Dnrchschnittslinien  dreier  Ebenen  entweder 
alle  einander  parallel,  oder  sie  laufen  in  denselben  Punkt  zusam- 
men; folglich  liegen  die  beiden  Dreiecke  abc  und  a'b'c'  per- 
specttvlsch. 

•  {•  %!•  Lehr  satt.  Sind  zwei  ebene  Figuren  in  räumlicher 
Gonformitätslage  gegeben,  so  ist  jede  Gerade  in  einer  dieser  Fi- 
guren dem  Projectionsstrabl  parallel,  der  durch  den  Gegenpunkt 
der  entsprechenden  Geraden  geht. 

Beweis.  Es  sei  O  (Fig.  112.)  das  Projectionscentrum,  XY 
die  Gerade»  in  der  sich  die  Ebenen  JUN  und  PQ  der  beiden  ge- 
gebenen Figuren  einander  schneiden;  ÜV  sei  die  Gegenaxe  von 
FQ,  also  die  Ebene  OÜV  parallel  der  Ebene  MN. 

Werden  die  beiden  entsprechenden  Punkte  a  und  o*  mit 
tmem  Punkt  m  der  Conformitätsaxe  XY  verbunden,  so  sind  am 
und  a'm  entsprechende  Gerade»  und  wenn  a'm  die  Gerade  üV 
in  r  durchiMshneidet»  so  ist  r  der  Gegenpunkt  von  a'm.  Legt  man 
DOP  dvch  die  ifinf  Punkte  Oaa'mr  eine  Ebene»  so  zeigt  sich, 
daM  Or  QDd  a'm  parallel  sind*  als  DurchsehnittsUnieu  ven.  zwei 
pandlftlen  Eb^n  mit  einer  dritten. 
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>  |;  903.  Lehnaiz.  Zweir  PigurcB»  die  hi  dti  Ebene  afüii 
Heppee»  konmen  rio  rfiomliehe  AiBoitäftlage»  aobald  man  ei»e  de#«- 
•elbeB  nm  die  ACBoitltMüie  benun  dreht 

Beweis.  Es  seieo  (Fig.  111.)  ab  und  a'6' zwei  entsprechende 
Ctamde^  m  ihr  DsrcbscbDitt  auf  der  AffinitStsaxe. 

Da  die  Reihen  mab  und  ma'b'  proportional  sind,  so  bleiben 
dieselben  in  Parallelperspec tive>  so  lange  sie  den  Punkt  m  ge« 
meinschaftlicb  haben. 

Sind  die  beiden  Geraden  ab  und  a'b'  aber  der  gegebenea 
AfBnItätsaxe  parallel,  so  werden  sie  es  auch  bleiben,  wenn  eine 
der  beiden  Figuren  um  dieselbe  herumgedreht  wird;  also  wird 
dann,  da  ab:=a'b'  ist,  die  Figur  aa'b'b  beständig  ein  Parallelo- 
gramm bleiben.  Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  gegebenen  Figuren 
in  Parallelperspective  bleiben. 

Da  sie  nun  auch  bei  der  Drehung  nach  wie  ver  h  axialer 
Lage  bleiben,  so  folgt,  dass  sie  durch  dieselbe  in  rSumliche  AUfi- 
nitltslage  kommen. 

$.203.  Lehrsatt.  Umgekehrt:  Sind  zwei  Figuren  io  rfunv^ 
liehet  Affinitätslage  gegeben,  so  kommen  dieselben  in  Aflliiltäts« 
läge  in  der  Ebene,  wenn  man  eine  der  gegebenen  Figuren  um  dl* 
Affinitätsaze  herumdreht,  bis  sie  in  die  Ebene  der  andern  flllH. 


{.  201.*  Lehr  satt.  Zwei  in  der  Ebene  oonfom»  liegende 
Figuren  kommen  in  räumliche  Gonformitätslage,  wenn  maa  einn- 
von  ihnen  um  die  Conformitätsaxe  dreht,  und  umgekehrt  u.  s.  w. 

Beweis.  Betrachtet  man  die  beiden  entsprechenden  Punkt- 
reiben  abe  und  «i'ftV  (Flg.  103.) »  deren  Richtungen  sich  auf  der 
Conformitätsaxe  in  m  begegnen,  so  hat  man 

(itia,  be)  =  (ma',  6'e0> 

So  lange  nun  die  beiden  Reihen  den  Punkt  m  gemelnschaft- 
lieli  liehalten,  missen  sich  die  Geraden  aa',  bbf^  ee^  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneiden^  Dasselbe  wird  der  Fall  sein^  weni^ 
dir  beiden  Reihen  übe  und  a'b'e'  der  Gonformitätsaxe  pamlM 
•ein  sollten.  Alsdann  sind  nämlioh  diese  beiden  Reihe»  prepot- 
Unnal  und  bleiben  bei  der  Drehung  beetfindig  eteander  pamlleL 

Nimmt  man  ferner  zwei  entsprechende  Dreiecke  a6e  und 
irtV,  se  bleiben  dieselben  bei  der  Drefciiifg  beständig  In  aaialer 
Lage,  itut  werde»  daher  andi  nicht  anfbärsn,  perspeetlvisioii  si» 
BefeHi     '- 

IS* 


188    Stten:  fcnekmie aerneuem ßeameirte , im^$. eine eiemmtL 

Da  sich  non  die  Verbindongalinien  von  je  drei  Paareo  entupre* 
chender  Panlcte  in  einem  Puolcte  schneiden ,  so  folgt,  dass  aile 
Linien,  welche  entsprechende  Punkte  verbinden,  durch  denselben 
Punict  gehen. 

Anmerkung.  Um  bei  zwei  Figuren  in  räumlicher  Confor- 
roitätslage  vorher  auszumittein,  in  welche  Punkte  beider  Ebenen 
das  Projectionscentnim  fallen  werde,  wenn  dieselben  zusammen- 
gelegt werden,  kann  man  sich  folgender  Construction  bedienen: 

Man  halbirt  die  von  den  Ebenen  der  beiden  Figuren  gebildeten 
Flächenwinkel  und  fallt  vom  Augenpunkt  Lothe  auf  die  beiden 
Ualbirungsebenen.  Jedes  Loth  bestimmt  in  den  beiden  Ebenen 
entsprechende  Punkte.  Es  ist  nun  klar,  dass  jedesmal  zwei  die* 
ser  entsprechenden  Punkte  zusammenfallen,  je  nachdem  man  jene 
beiden  Ebenen  in  der  einen  oder  der  anderen  Weise  zusammen* 
fallen  läset,  und  eine  kurze  Ueberiegung  wird  hinreichen,  umi  ein- 
rasehen,  dass  diese  beiden  Punkte  in  das  Projectionscentrum  fallen. 

§.  205.  Erklärung,  Von  zwei  Figuren,  die  sich  in  per- 
spectivischer  Lage  im  Räume  befinden,  heisst  jede  die  Protection 
der  andern  und  zwar  entweder  die  Centralprojection  oder  die  Pa- 
r^llelprojection.  Die  Centralprojection  einer  Figur  wird  auch  die 
Perspective  derselben  genannt.  Die  Parallelprojection  wird  Nor- 
malprojection  genannt,  wenn  die  Projectioosstrahlen  auf  der  Pro- 
jection  senkrecht  stehen.  Wenn  von  der  Projection  einer  Figur 
Schlechthin  die  Rede  ist,  so  ist,  wofern  der  Zusammenhang  nicht 
ein  Anderes  ergiebt,  die  Normalprojection  darunter  zu  verstehen. 


II)  ITevc  Felipe  von  Anwcndiui|r^ii. 

§.  206.  Anmerkung.  Zwei  Peripheriewinkel  in  einem 
Kreise,  die  fiber  derselben  Sehne  stehen,  sind  bekanntlich  ent- 
weder gleich  oder  Supplemente  von  einander. 

$.  207.  Lehrsatz.  Verbindet  man  zwei  Punkte  auf  der  Pe- 
ripherie eines  Kreises  A  und  B  (Fig.  113.)  unter  sich  und  mit  be- 
liebig vielen  anderen  Punkten  C,  D,  £....,  und  zieht  noch  durch 
A  und  B  die  Tangenten  AX  und  BX;  so  hat  man  allemal  zwei 
eongruente  Strahlenbfischel  in  nicht  perspectivischer  Lage,  deren 
Centra  die  Punkte  A  und  B  sind. 

Denn  die  einzelnen  Winkel,  deren  Schenkel  durch  dieselben 
Punkte  der  Peripherie  gehen,  sind  entweder,,  wie  die  beiden  Win- 
kel DAE  und  DBE,  einander  gleich,  oder,  wie  DAC  und  DBC, 


Sapplemeote  fon  einander.  Da  ferner  der  Winkel  XlC.glM^ 
ABC  und  der  Winkel  XBC  gleich  AilC  ist,  so  sieht  man,  dass 
die  Sehne  zwischen  A  nnd  B  jedesmal  einer  Tangente  entspricht, 
und  twar  der  Tangente  AX,  wenn  sie  ab  Strahl  BA  gedacht 
wird,  dagegen  der  Tangente  BX,  sobald  man  sie  als  Strahl  AB 
vorstellt. 

Zusatx.  Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  £  einer  Kreis- 
linie mit  vier  festen  Pankten  J,  B,  Q  D,  so  hat  ein  auf  bestimmte 
Weise  angesetztes  Doppelverhältniss  der  vier  gezogenen  Strahlen 
einen  constanten  Werth,  und  zwar  .hat  man: 

Sehne  AB:=:2r .  sin  AB, 
Sehne  AD=%r.8\n  AD, 
Sehne  CB=2r.sln  CB, 
Sehne  CD =2r. sin  CD; 


sin  AB  sinCB     AB^AD 
muCB'B\nCD''CB' CD' 

wo  rechts  unter  AB,  CB,  u.  s.  w.  Sehnen  zu  verstehen  sind« 

Dasselbe  Verhältniss  kommt  den  vier  Strahlen  zu,  die  man 
erhUt,  wenn  man  an  einen  der  vier  festen  Punkte,  an  A,  eine  Tan« 
gente  AX  zieht  und  denselben  Punkt  mit'  den  fibrigen  drei  festen 
Punkten  verbindet. 

$.  208.  Lehrsatz.  Werden  zwei  feste  Tangenten  eines 
Kreises  EX  und  FX  (Fig.  114.)  von  einer  dritten  Tangente  aa' 
durchschnitten,  so  soll  diese  letztere  eine  Transversaltangente 
heissen. 

Jeder  Ober  einer  Transversaltangente  stehende  Centriwinkel, 
wie  er  Oa',  ist  entweder  gleich  der  Hälfte  desjenigen  Centriwinkels, 
welcher  über  der  Berührungssehne  des  festen  Tangentenpaars  steht, 
oder  er  ist  das  Supplement  dieser  Hälfte. 

Beweis.  Liegen  die  beiden  Dnrchschnittspunkte  der  Trans* 
Versaltangente  a  und  a'  auf  der  Convergenzseite  der  beiden  fes- 
ten Tangenten,  so  hat  man,  wofern  A  der  Berflhrungspunkt  tou 
aaf  ist: 

W.aOA-i^W.EOA, 

.   Vf.a^.OA^l\9.FOA; 


■i:. 


MglUh»  hAem  man  addirti 

lAegt  die  Tangente  bV  so,  dass  sie  die  eine  der  beiden  festen 
Tangenten  EX  in  6  anf  der  Conrergenzeeite«  die  andere  auf  der 
Divergensseite  durchschneidet»  so  hat  man : 

yj.hOB^lVi.BOE\ 

folglich,  indem  man  snbtiahirt: 

W.606'=4W.£OF. 

Bei  der  Tangente  t&  endlich,  deren  beide  Durchschnittspnnkte 
aof  der  Divergenzseite  liegen,  hat  man : 

W.cOC=4W.EOC, 

W.c'OC=iW.FOa 

{.  209.  ^Lehrsatz.  Werden  zwei  feste  Tangenten  eines 
Kreises  EX  und  FX  von  beliebig  vielen  Transversaltangenten 
A,B,C,D  durchschnitten,  so  entstehen  allemal  zwei  conforme 
Pnnktreihen* 

Beweis.    Zeerst  ist 

W.a'Oa=W.£;OJr.. 
mithin 

W.X0a'  =  Vf.E0a. 

Weiter  ist  dann 

\V.FOX:=:Vf.XOE, 

W.F0b'  =  W.X0b. 

Endlich  hat  man,  wofern  OO  die  Verlängerung  von  Oc  ist: 

W.  COc'  =:W.JE;02r=W.F0J!r, 
mithin 

yf.Eoc=^yf.xo& 

u.  s.  f. 
Es  bilden  sonach  die  Strahlen 

0£,  Oa,  OX,  Ob,  Oe.... 
einen  Bflschel,  weicher  congraent  ist  dem  von  den  Strahlen 


gebildeten  Bilschel. 

Mw  eiehl  hiefftoe,  daM  dito  beiden  PonktrelbeA 

EaXbc .... 
irtid 


1      ■  >  t  ■ 


*  • . 


homographiscb  sind,  und  daee  der  Dorchediftitt  det  beide»  feetes: 
TaDgenten  JT,  mag  mao  Ihn  der  einen  oder  der  andern  Boreebnen, 

jedeamal  dem  Berflhningspahkte  d6r  andern  TahgeuM '^fepricht 

•  .      .       . 

ZuMmiis  Werden  Tier  feste  Tangenten  eines  Kreises  il^iB^C  iE 
von  irgend  einer  AlnAeB  Tangente  F  darchsebnitjtea»  sn  bat  ^in. 
anf  bestinuBte  WeUie  aogesetstes  DoppelverhSltniss  der-  fiel:- 
IKircbscbnittspnnkte  etnen  eonstanten  Wertb. 

In  der  That  man  bat: 

2r  •  sin  a'Oft' s  Sehneilfi, 

9r.stn  a'OA^SebneuiJS; 
.  a«s«f»» 
mitbin  <'..', 

sin  a'Ob'  sin  a'OX_  AB  ,  ÄE 
sin  c'OA'  sin  dOX'^  CB  *  SB' 

FiOit  der  Punkt  F  mit  B  zusammen,  so  (Uit  aueb  6'  Is  0:  *' 

%.  210.    Lehrt  atz.    Verbindet  man  die  Punkte  a^.bi  a\  b'^^ 
in  denen  ein  Tangentenpaar  eines  Kreises  von  zwei  beliebigen 
andern  Tangenten  A  und  B  (Fig.  116.)  gesebnitten  wird,  utfter  ein« 
ander,  so  schneiden  sieb  die  Verbindungslinien  oA'  und  '«'fr  aUe-^' 
mal  auf  der  Berfibrungssebne  JEF.  ■    " 

Baireis«    Denn  da  die  beiden  Punktreiben 

PübE  ) 

und 

Fafb'P 

■ 

bomographiscb  sind,  so  hat  man 

{PE.ab)^iFP,afV).  \      ' 

Nun  abei  ist    • 

(FP,a'6')«(PF.6'iO, 


•  i 


;.' 


(PF,  t^af)  t*  (PE, «»).  .  '.> 


Man  hat  aUo  zwei  JiooMgrajiUMtafleibaa:'*  ■  ^ 

PF6V    Qod    PEab, 

die  den  Punkt  P  ab  ontspreobend  gemein  lyditn«  und  dafcel»  per- 

•peetivlBcb  liegen  miLsaen. 

. « 

(.211.  Lehrsatz.  Liegt  der  DurcliechDitt  eines  Tangen- 
tenpaares Q  (Fig.  1150  Auf  ^^^  BerOhrnngeaeline  EF  eines  andern 
Paaresy  so  sind  die  Berfifirüngspunkte  der  vier  vorliandenen  Tan- 
gMteil  karmonlsehe  Pimkte  der- Kreislinie. 

.fie.weis.  Die  Geraden  ca'  und  &a  schneiden  sich  in  efnem 
Punkte  D  der  BerQhrungssehne  EF*  Da  man  nun  em  vollständi- 
ges Viereck  bat,  dessen  äussere  Diagonale  FQ  ist,  so  sind  e,  E, 
d(  Pvler  harmonische  Punkte.  Das  Doppetrerhäitniss  dieser  vier 
Pmrfrte '  stimmt  aber  mit !  dem  Verhältniss  der  Sehnen  siviscben 
den  Punkten  Ay  C;£,Fdem  absointta  Werthe  naoh  aberein;  also  ist 

EC  EA_ 
FC'FA'^^' 

Man  wird  sogleich  folgern,  dass  auch  P  auf  der  Beröhrungs- 
sehne  AC  liegen  muss.  Uebri'gens  helssen  vier  Tangenten  wie 
die  jetat  betrachteten  harmonische  Tangenten. 

9*  212.    Lehrsatz.     Verbindet  man  die   Durchschnitte   voi 
zwei  barmooiscben  Tangentenpaaren  D  und  E  (Fig.  116.)  mit  einem 
derjenigen  Punkte,  ffir  welche  die  Verbiodungslinii^  dieser  iDifrch- 
«chnittspunkte  Potenzeniinie  ist,  so  scbliessen  die  beiden  gezoge- 
nen Linien  allemal  einen  rechten  Winkel  ein. 

« 

i 
Beweis«    Wird  um  den  Tangentendurchschnitt  D  ein  Kreis 

beschrieben«  der  durch  die  Endpunkte  der  zugehörigen  Berfihrunga- 
sehne  FG  geht,  so  theilt  dessen  Peripherie,  da  sie  auf  der  ge- 
gebenen Kreislinie  senkrecht  steht,  jeden  Durchmesser  dieser 
letztern  wie  KL  in  A  und  B  harmonisch.  Ist  aber  KL  derjenige 
Durchmesser,  der  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  Be- 
rflhrungssehnen  FG  und  IIJ,  d.h.  durch  den  Pol  P  von  DE  geht; 
so  steht  DE  auf  demselben  senkrecht,  und  der  Durchschnitt  dieser 
beiden  Geraden  M  ist  die  Mitte  von  AB,  Hieraus  folgt,  dass 
DE  die  Potenzenlinie  für  die  Punkte  A  und  B  ist,  und  dass  also 
die  Tangenten  EH  und  EJ  gleich  EA  sind.  Es  wird  also  auch  ein 
um  E  mit  EH  beschriebener  Kreis  durch  A  und  B  gehen. 

Nun  seien  Q  und  R  die  Punkte,  in  denen  die  Gerade  JH 
von  der  Kreislinie  um  D  geschnitten  %rlrd.  Da  der  Durchmesset 
QR  von  jeder  senkrechten  Kreislinie  hanwonisch  getheilt  wird,  so 


ItkJQHR  eint  liaffnioabcb«  R«ili#,  md  w«il  aach  dl«  Caikebniug: 
dM  elMD  angaivandten  SaUea  gilt,  «o  atthen  aach  die  Kreialiaii^ 
am  D  und  £  aaf  einander  aeakrecht. 

Demzufolge  wird  der  Radlua  DB  eine  Tangeote  dea  Kreiaea 

Qm  E  aein,  und  also  auf  EB  senkrecht  ateben. 

I 

Zutatj.  Umgekehrt:  Kommt  der  Geradeo  UV  lUe  Bigao- 
achaft  der  Potensenliole  fllr  einen  Punkt  ß  und  einen  gegebeoea 
Kreia  zu,  so  bestimmen  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels»  dea- 
aen  Scheitel  in  B  füllte  auf  der  Geraden  UV  zwei  Punkte  Z>und 
£  Ton  der  Beschaffenheit,  dass  die  von  ihnen  an  den  Kteia  ge- 
sogenen Tangenten  harmonisch  werden. 

{•  213.  Lehrsatz.  Zwei  excentrische  Kreise  aind  allenal  fai 
Conformitätslage.  Zum  Centrum  kann  man,  wofern  die  beiden 
Kreise  nicht  congruent  sind,  jeden  der  Aehnlichkeitspunkte  neh- 
men. Axe  ist  in  beiden  Fällen  die  Potenzenlinie  der  Kreise.  In 
dem  erwähnten  Ausnahmefalle  aber  rflckt  der  äussere  Aebnlich- 
keitspunkt  in  unendliche  Entfernung,  und  die  Conformitätslage  gellt 
io  Affinitätslage  über.  (Fig.  116.  a.) 

Beweis.  Es  sei  O  der  eine  Aehnllchkeltspnnkt  der  gege< 
benen  Kreise,  pq  und  p'q'  die  Polaren,  welche  dem  Punkt  O  In' 
Bezug  auf  beide  Kreise  zukommen. 

Der  Kreis  um  c  wird  durch  die  Polare  'pq  in  zwei  BogeB< 
getheilt,  die  sich  in  perapectiviseb-axialer  Lage  befinden  in  Besi^- 
anf  das  Centrum  O'und  die  Aze  pg.  Daaselbe  gilt  von  dar  P4h> 
larep^^'  in  Bezug  auf  den  Kreis  um  &•  Hiernach  wird  dem  Punk^ 
a  der  Punkt  A  und  dem  Punkte  tf  der  Punkt  6'  entsprechen,  in- 
dem a,  6,  affb'  die  Durchschnittspunkte  eines  AebnlicblteitsAfrablea' 
mit  den  beiden  Kreislinien  bezeichnen.  Nun  aber  iat  der  Bög^' 
poq  auch  mit  dem  Bogen  p'a'g'  in  perspectiviach-axialer  Lage  In 
Bezug  auf  das  Ceotrum  O  und  eine  unendlich  entfernte  Aze.  Da 
nun  zwei  Systeme  homographiach  sind,  wofern  sie  es  mit  einem' 
dritten  sind,  so  sind  auch  die  Bogen  pbg  und  p'a'g'  homogiaphisch 
und  zwar  ao,  dass  sich  jetzt  zwei  ioverse  Punkte  wie  6  und  af 
einander  entsprechen.  Die  beiden  Systeme  pbg  und  p'a'g'  liegen 
aber  perapectivisch,  folglich  auch  azUd. 

Bei  dieaer  neuen  Beziehung  sind  aber  Tangenten  an  inTeraa' 
Punkte  offenbitr  entsprechi»nde  Gerade  und  mdäaen  sich  auf  der* 
Convergenzaze  begegnen;  folglich  kt  dieae  Aza  keine  andere  alat 
die  Potenzenlinie  beider  Krelae.  «'i 

•^214.    Erklärung,     iede   einem   Krelae  confSonae  Figur 
arlfd  Kegelachaitt  genannt 


DuNlMobiMidef  «Mfi  nirallcb  einen  Kegel  mit  kielnfllrai^ser  Bft- 
«le  dnrefa  Irgend  eine  der  Basis  nicht  peralleie  Ebene»  nolMtniMi 
eine  Durcbscbnittsfigur,  welcbe  mit  dem  Kreise  In  riomlicber 
Confonnitätslage  ist  Oder  bt  eine  mit  einem  Kreise  in  der  Ebene 
conform  li^;ende  Figur  gegeben»  so  kann  man  die  beiden  Figuren 
aucb  in  räumlicbe  Conformitätslage  bringen,  und  alsdann  umschlies- 
sen.die  Projectionsstrablen  einen  Kegel  mit  kreisiurmiger  Basis. 
Bs  ergiebt  sieh  blerbel  aber  folgender  Unterschied« 

1)  Ein  geschlossener  Kegelschnitt  ist  vorhanden»  f^enn 
die  Gegenaxe  (üt  das  System  des  Kreises  gana  ausserhalb  des- 
selben liegt;  denn  da  alsdann  kein  Punkt  der  Kreislinie  auf  der 
Gegenaxe  liegt»  so  werden  alle  Punkte  der  entsprechenden  Kurve 
im  endliehen  Räume  liegen. 

Ein  solcher  Kegelschnitt  entsteht,  wenn  man  einen  gemeinen 
K^gel  so  durchschneidet»  dass  sich  swischen  dem  Kegelmantel 
ui\d  der  Durchschnittsebene  ein  vollständig  begrenzter  Raum  be- 
findet 

2)  Ein  Kegelschnitt  mit  vier  unendlieben  Zweigen 
wird  gegeben  sein»  wofern  die  Gegenaxe  ifir  das  System  des 
Kreises  dne  Sekante  dieses  Kreises  ist 


Um  einen  solchen  Schnitt  ans  einem  Kegel  zu  erzeugen»  muss 
man  die  Seiten  des  gegebenen  Kegels  Ober  die  Spitze  hinaus  ver- 
längern» und  die  Durchschnittsebene  so  legen»  dass  beide  Theile 
des  entstandenen  Doppelkegels  durchschnitten  werden. 

3)  Einen  Kegelschnitt  mit  zwei  unendlichen  Zwei- 
gen hat  man  in  dem  Falle»  dass  die  Gegenaxe  fOr  das  System 
des  Kreises  eine  Tangente  desselben  ist. 

Zieht  man  an  die  Basis  eines  gemeinen  Kegels  eine  Tangente 
und  legt  durch  diese  und  die  Spitze  des  Kegels  eine  Ebene,  so 
wird  jede  mit  dieser  Ebene  parallele  Durchschnittsebene  einen 
Kegelschnitt  dieser  dritten  Art  erzeugen»  die  Tangente  des  Grund* 
kreises  ist  alsdann  die  Gegenaxe  desselben. 

In  einem  Kegelschnitt  der  ersten  und  zweiten  Art  heisst  Mit- 
telpunkt derjenige  Punkt»  welcher  dem  Pol  der  Gegenaxe  des 
Kreises  entspricht  In  einem  Kegelschnitt  der  dritten  Art  soll 
jede  Gerade  ein  Durchmesser  beisseui  welche  einer  durch  den. 
Berührungspunkt  der  Gegenaxe  gehenden  Kreissehne  entspricht 

Die  Begriffe  von  zugeordneten  Durchmessern,  zugeordneten 
Sehnen  dbertragen  wir  von    der  Ellipse,  Hyperl>el   and  Parabel' 


Mf  die  JipgpIfeolMiltto  4lb«rhM|i^.  auch  obm  «eb^n.dip.iUpbtnpp« 
gong  gewonnen  za  babdn;<  da#8  "aar  ^iePPSjirveilaPtet  dM  UtH 
gebchnitten  anftreten  können.  So  verstehen  wir  jetst  aacb  unter 
Aayaiptpt««  dtPfeBigendecaden»  welche  iai  SyaleMe  elMdaKe- 
geiPÜinhte  det  »weUen  Art  den  durch  den  Pol  der  Gegehaso  ge« 
henden  Kreiatuugeiileii  eBtepreeheOb 

^  315.  Betrachtung  des  geecMoeeenen  Kegelachliitte. 
(Flg.  116),      ' 

Wir  wollen  eine  Gerade  FG  im  System  dee.  Kreia^  dia  #iner 
Geraden  FC  des  Kegelschnitte  entspricht,  die  Reprfipentaojtfi 
von  F'&  nennen.  ,     j...,,. 

1)  Zwei  Dnre)litoeS8er  eines  geschlossenen  Kegef  schbitts,  #Miito 
die  Berfihrangssehnen  FG  und  HJ  zweier  harmonischer  Tangen- 
ttfipaare  zu  ReprSsentanten  haben,  sind  zugeordnete  Dnrcbm'eäser. 

Die  beiden  Geraden  FG  und  HJ  schneiden  sich  üp  PoLtiK 
der  Gegenaxe  ü  V,  die  zugehörigen  TangenteDdurchschnitte  D  und 
JS  liegen>  also  auf  dieser  Gegenaxe.  Nun  aber  anhneldel:  FG 
ehenfidb  die  Tapgentenfir  nnd  jEJ  auf  der  Gegenaxe;  Ibigliek 
werden  die  entsprechenden  Geraden  einander  parallel  sein.  :<: 


^i 


Jeder  Durchmesser  des  geschlossenen  Kegelschnitts  wird  Im 
Mittelpunkt  halbirt»  da  FPGE  vier  harmoniecbe  Punkte  aindji  von 
denen  der  eine  E  auf  der  Gegenaxe  liegt 


■^•^ 


3)  Unter  den  zugeordneten  Dutchmessem  eines  geschlösJ^^ne|lj 
Kegelschnitts  giebt  es  immer  zwei  auf  einander  senkrechte,  j^üKdtte' 
die  Ayen  desselben  genannt  werden* 

Man  verbinde  das  Prcjectionscentmm  O  (Ftg.I16.)  mtt'icIhMl^ 
von  demjenigen  Punkten,  f&r  welche  die  GiBgenaie  des  KVeiseli' 
PotenaenRnie  ist  in  Beziehung  auf  den  Kreis,  etwa  mit  B:  V^J 
richtet  man  nun  hi  det  Mitte  N  von  OB  ein  Ijoth«  bis  dasselbtt' 
die  Gegenaxe  In  Z  durchschneidet,  beschreibt  aus  Z  einen  Kreis, 
der  durch  O  und  B  geht,  .und  verbindet  die  Punkte  D  und  £, 
in  denen  dieser  Kreis  die  Gegenaxe  schneidet,  mit  dem  Pol  der 
Gegenaxe  P^  so  hat  man  die  beiden  Geraden,  denen  die  Axeni 
des  gegebenen  Kegelschnittes  entsprechen.^  .    A 

Denn  da  der  Winkel  EOD  ein  rechter  ist,  so  (allen  /Ul^id 
FE  in  die  Richtungen  der  BerOhrungssebnen  von  xwel  barmopi*, 
sehen  Tangentenpaaren.  Da  nun  in  zwei  conform  liegenden  Sy- 
stemen jede  Gerade  dem  Prejeetionsstrahl  parallel  ist»  welcher 
durch  den  Gegenpunkt  der  ehtsprechehden  Geraden  geht,  so  ist 


M$90t$t  W§t$€Mnf  M9f  IMiMm  WffMMirffi  IlMMf«  MM  MMMNff» 


■■•• ^ 


vM  dm  durch  F6  und    IFJ  repritoeotiiten   IhvehaieMani   im 
•Im  mit  OD,  d«r  aiid«re  mit  0£  parallel. 

Fillt  O  mit  iff  zuMmmen,  so  stehen  je  swei  sugeordnete  Dureh- 
■Mseer  dee  gegebenen  KegeUchnIttn  auf  einander  senkrecht  Dann 
ist  derselbe,  wie  später  einleuchten  wird,  ein  Kreis. 

Will  man  diese  Construction  Im  Räume  ausftthreuy  so  hat  man 
durch  die  Mitte  von  OB  eine  senkrechte  Ebene  zu  legen. 

3)  Die  Kreissehoe  ab,  welche  verlängert  durch,  den  Pol  von  FG 
durch  D  geht,  repräsentirt  eine  Sehne  des  Kegelschnitts,  welche 
dem  durch  FG  repräseotirten  Durchmesser  zugeordnet  ist  Die- 
•e)be  wird  von  diesem  Durchmesser  offenbar  halbirt. 

Uebrigens  liegt  der  Pol  von  ab  auf  der  Richtung  von  FG- 
Man  pflegt  daher  die  Geraden  ab  und  FG,  von  denen  jede  durch 
den  Pol  der  andern  geht,  selber  sugeordnete  Richtungen  zu  nennen. 

Die  Punkte  FGab  sind  harmonische  Punkte  der  Kreblinie, 
abo  sind  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  und  einer  ihm  zu* 
geordneten  Sehne  allemal  harmonische  Punkte  des  gegebenen 
Kegelschnitts. 

4)  Jede  einem  Durchmesser  zugeordnete  Ordlndte  eities  g^ 
schlossenen  Kegelschnitts  verhfilt  sich  zur  mittlem  Proportionale 
aus  den  Abschnitten  dieses  Durchmessers,  wie  der  ihr  parallele 
Durchmesser  zum  zugeordneten.    (Fig.  118.) 

Man  verbinde  den  einen  Endpunkt  D  des  der  Sehne  FG  pa- 
rallelen Durchmessers  CD  mit  F  und  Cr,  sowie  mit  den  Scheiteln 
des  zugeordneten  Durchmessers  AB^  Alsdann  erhält  man  einen 
harmonischen  Bfischel,  durch  den  die  Sehne  FG  in  A'  und  B' 
harmonisch  getheilt  wird,    bt  B  die  Mitte  von  FG,  so  hat  man 


FB^=BA\HB'. 

Es  verhält  sich  aber,  wofern  £  der  Mittelpunkt  des  gegebenen 
Kegelschnitts  ist, 

l}m  AHiAE=HA'iED, 

woraus  hervorgeht: 

ED.  AH 
''^-      AE     • 


R«rntr  verhUl  ticb 

2)  HBiBE^HB*iED. 

also  . 

folglich  orUft  min: 


§.  216.  IieArtofz.    Jedw geschloMene  'Kegeläebnitt  Ist 
filUpae.    (Flg.  118.) 


•    / 


f  • 


Beweis.  Es  seieo  AB  und  CD  diejenigen  einander  sage- 
ordneten  Durchmesser  eines  solchen  Kegelschnitts«  welche  senk- 
recht auf  einander  stehen,  CD  der  kleinere  derselben.  BeschfelKt 
man  nun  aus  dem  Punkte  C  mit  der  Hälfte  von  AB  einen  Kreis, 
so  wird  dieser  die  Richtung  ilA  in  zwei  Punkten  K  und /durch- 
schneiden. Es  ist  aber  einleuchtend,  dass  eine  Ellipse,  welche 
AB  zur  grossen  Axe,  K  und  J  zu  Brennpunkten  hat,  ganz  mlt^ 
dem  gegebenen  Kegelschnitt  zusammenfallen  muss.  —  Die  Ellipse' 
Ist  ein  Kreis,  wenn  AB=CD  ist. 

S»  217.  Betrachtang  des  Kegelsehnitt«  mit  .Tier 
anendlichen  Zweigen.    (Fig.  US.)  . .  •/.\ 

1)  Der  Pol  der  Gegenaxe  des  Kreises  P  liegt  hier  aosserhalb 
desselben.  Der  Sehne  AC,  die  Terlingert  doreh  P  geht,  est- 
spricht  ein  Durchmesser,  welcher  zwei  Punkte  mit  dem  gegebenen 
Kegelschnitt  gemein  hat,  d.  h.  ein  reeller  Darehmess^r.  ^Ist  Q 
der .  Durchschnitt  des  Tangentenpaars ,  welches  AC  znr  Berdi* 
rangssehne  hat,  so  ist  derjenige  Durchmesser,  welcher  der  Gera» 
den  PQ  entspricht,  dem  erstem  angeordnet,  da  den  Geraden  AQ, 
CQy  PQ,  die  sich  auf  der  Gegenaxe  schneiden,  drei  Parallelen - 
mitsprechen. 

Da  Pf  A,  Z),  C  eine  harmonische  Panktreihe  ist,  und  der  Punkt 
D  auf  der  Cregenaxe  liegt,  so  wird  der  Mittelpunkt  des  gegebeneik^ 
Kegelschnitts  in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Punkten  liegen« 
wnlcbe  den  Punkten  A  and  C  entsprechen. 

Man^abenengt  sieh  leicht,  das«  dar  gegebene  Kc^jelscihditr 


fan  Rftome  Bweier  Scbeitelwiokel  Hegt,  die  von  ii6hi#ii  Atyaiptoteii 
gebildet  werden. 

■ 

In  einem  früliern  Falle,  wo  wir  die  gleichReitige  Hyperbel  auf 
ihren  Axenkreis  bezogen,  lag  der  Pol  der  Gegenaxe  In  unendlicber 
Entfernung. 

2)  Den  beiden  Strecken  aa'  und  66'»  welche  durch  die  im 
Pol  der  Gegenaxe  P  sich  schneidenden  Tangenten  ZTP  und  FP 
▼on  zwei  beliebigen  Tangenten  A  und  B  abgeschnitten  werden, 
entsprechen  im  gegebenen  Kegelschnitt  zwei  Strecken,  die  man 
Sobstituten  nennen  kann.  — -  Da  sich  die  Geraden  ab'  und  a*b  auf 
^er  Gegenaxe  schneiden,  so  folgt,  dass  die  entsprechenden  Gera- 
den parallel  sind  und  dass  also  ein  von  einer  Substitute  zwischea 
den  Asymptoten  abgeschnittenes  Dreieck  einen  constanten  Inhalt  hat. 

Verlängert  man  die  Gerade  aa'  bis  zur  Durchschneidong  mit 
der  Gegenaxe  in  Q,  so  ist  QaAa'  eine  harmonische  Reibe,  also 
wird  jede  Substitute  durch  ihren  Berfihrungspunkt  halbirt. 

^eraus  folgt,  dass  ein  Parallelogramm  von  constantem  Inhalt 

entsteht,  wenn  man  vom  Berührungspunkt  einer  Substitute  Paral- 

lellinien  mit  den    Asymptoten   zieht,    da  die«es    Parallelogramm 

offenbar  die  Hälfte  des  durch  die  Substitute  abgeschnittenen  Drei- 
ecks ist. 

(•  2I&  Lehnait.  Jeder' Kegelschnitt  mit  vier  onendKehen 
Zweigen  i^t  eine  Hyperbel.  (Fig.  119.) 

Beweis.  Ea  setbn  AM  und  AN  die  Asymptoten  des  gege- 
benen Kegelschnitts,  BC  derjenige  reelle  Durchmesser  desselben, 
welcher  den  Winkel  MAN  halbirt.  Trägt  man  nun  die  Entfernung 
AC  auf  AM  ab  bis  A  errichtet  in  D  ein  Lotb  DE  bis  zur  Durch- 
sdMieidung  mit  der  Richtung  AB,  und  construirt  eine  Hyperbel, 
welche  HC  zur  Axe,  den  Punkt  E  zu  einem  ihrer  Brennpunkte 
hat;  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Hyperbel  in  allen  Punkten 
mit  den  gegebenen  Kegelschnitt  zusammenfallen  wird. 

Denn  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Asymptoten  der 
uunsfmiirfrn  Hyperbel  in  AM  und  AN  fallen,  und  das  Weitere  folgt 
dum  am  der  letzten  Bemerkung  des  vorigen  Paragrapbeir. 


9.  219.  Betrachtung  des  Kegelschnitts  mit  swei  tie«- 
endlichen  Zweigen.  Hier  entspricht  einer  Kreissehne  PA, 
wekhe  .durch  den  Berübmngspsnkt  P  dei  GegeMB»  ÜF  geht 


(Fig.  Il7.)p  ein  DorohmefMwr«  ferDer  der  Sehne  CA»  welche)  .dii 
durch  A  gezogene  Tangente  auf  der  Gegenaze  in  B  durchecbnei* 
det«  eine  diesem  Durchmesser  sugeprdnete  Sehne.  Indem  man 
nun  ganz  den  Weg  verfolgt»  den  wir  hei  der  Betrachtung  der  Pa- 
rahel  angewendejt  habefi«  wird  man  sich  fiK^rzen^ep ,  dass  i^le^ 
mal  ein  harmonischer  Büschel  entsteht,  sobald,  man  irgeiid  ^ne^ 
Punkt  des  gegehenen  Kegelschnitts  roU  depi Scheite!  eines. |)urcli* 
messers  nna  den  Endpunkten  einer  ihm  zugeordneten  Sehne  ver- 
bindet, und  noch  von  demselben  Punkte  cfine  Parallele  mit  dem 
Durchmesser  zieht. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  B  so  bestimmt,  dass  zuerst  darf 
ProjectioqjMsentrum  O  mit  dem  BerGhrungspunkte  P  der  Gegen- 
a;Ke  veihunden  und  sodann  0£  senkrecht  auf  OP  errichtet  wurde^ 
ae  ist  ^er  Durchmesser,  welcher  der  Sehne  PA  entspricht,.,  p^-. 
rallel  dem  Projectionsstrahl  OP,  und  die  Tangente,  welche  der. 
Tangente  AB  entspricht,  parallel  dem  Projectionsstrahl  PB;  man 
kann  also  schliessen,  dass  es  in  jedem  Kegelschnitt  dieser  drit- 
ten Art  einen  Durchmesser  giebt,  welcher  senkrecht  auf  des  ihm 
zogeordneten  Sehnen  steht 

9.  220.  Lehrsatz.  Jeder  Kegelschnitt  mit  zwei  nnendlichei^ 
Zweigen  ist  eine  Parabel. 

Beweis.  Es  sei  (Fig.  120.)  AG  die  Richtung  eines  Durch- 
messers in  einem  solchen  Kegelschnitt,  welcher  auf  den  ihm  zu- 
gecjrdneten  Sebnen  BC  und  DE  senkrecht  steht  Verbindet  man 
£  mit  A,  B  und  C,  und  zieht  EH  parallel  AG»  so  erhält,  nui«! 
einen  harmonischen  BQscliel  und  durch  diesen  auf  der  Ricbtyng 
BC  vier  harmonische  Punkte  B»  H,  C,  J.  Der  Durchmesser 
AG  belbirt  die  Sehnen  BC  und  Z>£,  wie  leiebt  m  erweisen  ist, 
ip  F  und  Gl  also  hat  man  zunficbeti 

FB:FC=:FC:FJ, 

•edann: 

GE\GA  =  FJiFA. 

Setzt  man  zusammen,   so  kommt: 

FB.  GExFC.  GA  =  FCx  FA, 

hervergeht : 


,1 


FA  ~  VI' 


■  i     ■ 


Bestinmt  man  «Is»  die  Liage  p  gealss  der  Gleiebong 


cm 

_  I 

und  coDstniirl  eine  Parabel »  deren  Scheitel  in  A,  deren  Aze  in 
Äe  Richtung  AG  ftlit  und  deren  Parameter  gleich  p  ist,  so  wird 
diese  Parabel  in  allen  Punkten  mit  dem  gegel>enen  Kegelschnitte 
nsiunmenfallen. 

$•221.  Lehrtait.  Jede  einem  Kreise  (also  auch  jede  einer 
Pipse)  affine  Figur  Ist  eine  Ellipse. 

Beweis.  Der  Beweis  f&r  die  Eigenschaft  der  Ellipse,  nach 
Welcher  jede  Ordinate  zur  mittlem  Proportionale  aus  den  Abschnit- 
ten des  Eugeordneten  Durchmessers  In  einem  constanten  TerhfilL 
niss  steht,  stCltzte  sich  auf  ihre  AfGnitSt  mit  dem  Kreise  und  gilt 
olenbar  ffir  jede  dem  Kreise  affine  Figur. 

In  einer  solchen  werden  zugeordnete  Durchmesser  solche  sein, 
die  zweien  auf  einander  senkrechten  Kreisdurchmessern  cntspre« 
eben.  Lässt  sich  nun  beweisen,  dass  unter  den  zugeordneten 
Durchmessern  der  gegebenen  Figur  wenigstens  zwei  auf  einander 
senkrechte  existiren,  so  wird  dieselbe  nichts  Anderes  als  eine 
Ellipse  sein  können.    Dies  leistet  aber  der  folgende  Satz : 

In  zwei  affinen  Figuren  lassen  sich  immer  zwei 
Paare  entsprechender  Richtungen  so  bestimmen,  dass 
diejenigen,  welche  einem  und  deniselben  Systeme  an- 
gehören, auf  einander  senkrecht  stehen.    (Fig.  12L) 

Es  seien  A  und  A'  zwei  entsprechende  Punkte  in  affin  lie- 
genden Systemen,  XY  die  AffinitStsaxe.  Von  dem  Punkte  P,  In 
welchem  ein  in  der  Mitte  von  AA'  errichtetes  Loth  die  Axe  schnei* 
det,  beschreibe  man  einen  Kreis.  Triflfl  er  die  AffinitStsaxe  in 
M  und  2V,  so  stellen  die  Geraden  AM,  A'M^  AN  und  A'N  die 
Wahrheit  der  aufgestellten  Behauptung  vor  Augen.  Im  Fall,  dass 
das  errichtete  Loth  mit  XY  parallel  sein  sollte,  fallen  zwei  der 
in  Rede  stehenden  Richtungen  in  den  Affinitätsstrabi  AA\ 

Wird  ein  Cylinder  mit  kreisförmiger  Basis  durch  eine  der 
Basis  nicht  parallele  Ebene  durchschnitten,  so  ist  die  Durchschnitts- 
iigur  mit  dem  Grundkreise  in  räumlicher  Affinitätslage.  Dieselbe 
wird  also  eine  Ellipse  sein,  und  um  ihre  Axen  auszumitteln ,  kann 
man  sich  einer  der  vorhin  angegebenen  ähnlichen  Construction 
liedienen. 


DanteUunff  der  VerwaudtseAaft  tf.  d.  KegetsekniiU  eniAaiteiuL^Ol 

Bei  einem  sciiiefeD  Cyliuder  mit  Icreisförmiger  Basis  erli&it 
man  auch  nocli  in  einer  andern  Richtung  als  der  des  Grundkrei- 
ses als  Durchscbnittsßgur  einen  Kreis,  nämlich  wenn  eine  von  der 
Affinitfitsaxe  aus  senkrecht  durch  die  Axe  des  Cylinders  gelegte 
Ebene  den  Winkel  zwischen  der  Ehene  des  Grundkreises  und  der 
Uurchschnittsebene  halbirt. 

Zusnti.  Aas  dem  voranstehenden  Lehrsatae  folgt,  daas 
jede  der  Gleichungen' 


und 


6* 


allemal  eine  Ellipse  bestimmt,   mag  die  Riebtang  der  Qrdlnaten 
gegen  die  Abscissen  sein,  welche  sie  will. 

Denn  eine  so  bestimmte  Kurve  wird  dem  Kreise  affin  sein. 

Anmerkung,  Es  iSsst  sich  zeigen,  dass  auch  ein  schiefer 
Kegel  mit  kreisförmiger  Basis  noch  in  einer  andern  Richtung  als 
der  des  Grundkreises  als  Durchschnittsfigur  einen  Kreis  giebt 
Wir  lassen  uns  aber  aus  Mangel  an  Raum  nicht  anf  diese  Unter- 
suchung ein. 

{.  222.  Lehrsatz.  Jede  einer  Hyperbel  affine  Figur  ist  eine 
Hyperbel,  und  jede  einer  Parabel  affine  Figur  eine  Parabel. 

Beweis.  Eine  der  Hyperbel  affine  Figur  hat  vier  unend- 
liche Zweige  und  ist  mit  dem  Kreise  homographisch.  Die  einzige 
homographische  Beziehung,  die  aber  zwischen  ihr  und  dem  Kreise 
Statt  finden  kann,  ist  die  Conformitätf  folglich  ist  die  gegebene 
Figur  eine  Hyperbel ,  u.  s.  f. 

Jede  der  Gleichungen 

bestimmt  also  unter  allen  Umständen  eine  Hyperbel,  die  Gleichung 
Tbtil  HXIX.  14 


309  B$$9m:  fanekitie  der  neuem  Semnetrte,  Imbee.  eiß^  eiememi. 


y'=p« 


eine  Parabel. 


Anmerkung.  Die  Sätze  von  der  AebDiicbkeit  and  Coograenz 
der  Kegelschnitte  übergeben  wir. 

§.  223.  Lehrsatz.  Die  Ellipse  ist  mit  jedem  ihrer  Leitkreise 
in  Conrormltfitslage;  Centmm  ist  jedesmal  der  Mittelponkt  dieses 
Kreises,  Axe  aber  diejenige  Gerade,  welcher  die  Efgensdiaft  der 
Potenzenlinie  für  den  Leitpunkt  in  Rücksicht  auf  den  Leitkreis 
sukommt    (Fig.  122.) 

Beweis.  Erstens.  Eine  Tangente  der  Ellipse  und  eine  Tan* 
gente  des  Leitkreises,  deren  Berührungspunkte  auf  demselben 
Radius  liegen,  begegnen  sich  auf  der  Potenzenlinie  des  Leit- 
punkts A.' 

Denn  da  die  Tangente  B'F  der  Ellipse  senkrecht  durch  die 
Mitte  von  AB  geht,  so  ist  AF=zBF,  rolglicb  Fein  Punkt  der 
Potenzenlinie  des  Punktes  A.  . 

Um  dfe  Potenzenlinie  vollends  zu  bestimmen ,  wird  man  durch 
ein  zweites  Paar  von  Punkten,  C*  und  C,  die  in  derselben  Be« 
siehung  stehen  wie  B*  und  B,  Tangenten  ziehen  und  ihren  Durch- 
Schnittspunkt  G  nehmen. 

Zweitens.  Das  von  Kreistangenten  und  ihrer  Berührungssehne 
gebildete  Dreieck  BCHWegt  perspectivisch  mit  dem  Dreiecke  B'C*H', 
welches  zwei  Tangenten  der  Ellipse  zu  Seiten  hat.  (Fig.  122.) 
Die  Gerade  OH,  welche  den  Mittelpunkt  O  des  Leitkreises  mit 
dem  Tangentendurchschnitt  //  verbindet,  geht  senkrecht  durch  die 
Mitte  von  BC  Desgleichen  werden  die  Strecken  AB  und  AC 
durch  B'H'  und  C'H'  iotbrecht  halbirt;  folglich  wird  H'  auf  der 
Geraden  011  liegen,  da  die  drei  Geraden,  welche  senkrecht 
durch  die  Halbirungspunkte  der  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  geben, 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden  müssen.  Weil 
nun  aber  die  beiden  Dreiecke  BCH  und  B'C'H*  perspectivisch 
liegen,  so  liegen  sie  auch  axial;  folglich  treffen  sich  BC  und 
B'C  auf  der  Geraden  FG,  d.  h.  auf  der  Potenzenlinie  des  Punk- 
tes A. 

Zusatz.    Die  Gerade  FG  ist  die  Polare  des  Punktes  A  in 
Bezug  auf  die  Ellipse. 

Denn,  wie  leicht  einzusehen,  ist 

W.  Ä'i<F=W.  C'AF^R. 


■•      I 
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G#ht  also  die  BerÜbrangMehne  B*C*  durch  'Ä  oder»  wae  daseelbe 
sagt,  ftillen  AB'  imd  AC  in  eine  Gerade^  so  falies  A¥  uod 
AG  xusammen;  folglich  schneiden  sidi  dann  die  Tangenten  B*D 
und  OE  auf  der  Poteozenlinie  XY.- 

§.  224.  Lehr  satt*  Das  von  irgend  ein^m  Punicte  einer  Ellipse 
auf  die  Polare  XY  eines  Brennpunkts  gefällte  Loth  steht  zu  dem 
nach  demselben  Brennpunkte  gezogenen  Leitstrahi  in  eioem  con- 
stauten  Verhältniss.    (Fig.  122.  a.) 

Beweis.  Zieht  man  C*'A' parallel  OB,  aoisji&K^C'C—CA. 

Nun  verhält  sich 

C'KiB'B^JC'iJB' 

«xler 

indem  J  den  Durchschnitt  der  Geraden  BC  und  B*C*  beseMülM:' 
Fftllt  man  nun  von  B  und  C*  die  Lothe  B'L  unif  CM  auf 
so  hat  man  auch: 

C'M.B'L  =  JC':JB'; 

« 

M|$lieb  verhfilt  sich 

CM:B'L=^AC:AB\ 

oder  auch 

CMiAC-B'LiAB'. 

t  Anmerkung,  Man  sieht  sogleich,  dass  B*L  grösser  ist  als 
AB\  Denn  beschreibt  man  aus  B'  einen  Kreis  mit-  B'A,  ao 
berührt  dieser  den  Leitkreis  um  O  im  Punkte  B  von  innen ;  also 
wird  dieser  zweite  Kreis  um  B'  auch  das  Loth  B'L  innerhalb 
des  Kreises  um  O  durchschneiden. 

9.  225.  Lehrsatz,  Auch  die  H}qperbel  ist  mit  jedem  ihrer 
Ldlkreise  in  Confbrmitätslage.  Centram  und  Axe'  wie  bei  der 
EUipsei-i.  :i.    .''     .     ..' 

Beweis.  Es  bedarf  nur  einer  Betrachtung  von  Figur  123.  Der 
Leitpunkt  ,2^  liegt  hier  ausserhalb  des  Leitkreises  um  O.  Sind 
OJB  und  OC  zwei  Radien  des  Leitkreises ^  so  bestimmen  sich 
die  Punkte  Bi  und  Q  der  Hyperbel,  welche  auf  deren  Verlfinge- 
rung  liegen  y  indem  man  in  den  Halbirungspunkten  von  A^B  uii^, 
^"C.in  D  und  E  Lothe  errichtet  u.s.  f.     .   \ 

Fime^^  seien  (Fig.  122.  a.)  von  zwei  Punkten  einer  Hyperbel  B^ 
ond  Ci  die  Lothe  BiLi  und  C^ilfi  auf  diie  Polare  J[F*des  Lei!« 


:>     1' 
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ponkts  Ai  gefallt»  /  sei  der  Punkt,  in  wriditoi  BiCi  4er  .eot* 
sprechendeo  Geraden  begegnet»  CiKi  parallel  OB.  Alsdann  Jet 
tf  ieder  da»  Dreieck  CCiK  CO  ^  OBC^  alsogleicIiAeheiiklig,  and  es 
verh.'ilt  sich 

JCiiJBi-CiKizBiB, 
JCx  :JBi  =r  BiLt :  Q  JTi. 

Zum  atz.  Die  Ellipse  und  H3rperbel  sind  in  ConforroitÜtslage 
mit  jedem  Kreise,  der  einen  ihrer  Brennponkte  xam  Mittelpunkte  bat. 

Beweis.  Construirt  man  denjenigen  Leitkreis,  welcher  den- 
selben Brennpunkt  zum  Mittelpunkte  bat,  so  hat  man  drei  Systeme, 
von  denen  zwei  mit  dem  dritten  in  perspectivisch  axialer  Lage 
sind :  erstens  der  gegebene  Kreis  ist  mit  dem  Leitkreise  in  Aebn- 
lichkeitslage,  upd  zwar  ist  der  Aebnlicl|keitspunkt  der  geipein.; 
•woe  Mittelpunkt  beider  Kreise;  zweitens  4^^  gegebene  Kegel- 
schnitt ist  mit  dem  Leitkreise  in  Conformitätslage  in  Bezug  auf 
dasselbe  Centrum.  Demnach  bilden  auch  der  gegebene  Kreis  und 
der  gegebene  Kegelschnitt  zwei  homographiscbe  Systeme,  wenn 
man  diejenigen  Punkte  als  entsprechend  auf  einander  besieht,,  die 
einem  und  demselben  Punkte  des  Leitkreises  entsprechen.  Da 
nun  aber  diese  beiden  letztern  Systeme  ebenfalls  perspectivisch 
liegen,  so  liegen  sie  auch  axial,  und  sind  daher,  wie  eine  kurze 

Ueberlegung  zeigt,  in  Conformitätslage.  ^- 

>\ 

§.226.    Lehrsatz.     Die  Parabel    ist  mit  jedem    i^reise   in 

Conformitätslage,  der  ihren  Brennpunkt  zum  Mittelpunkt^^  hat« 

S^    ■ 

Beweis.  Wir  haben  nur  nuthig,  zu  beweisen,  dasdi  ^^^ 
Parabel  mit  irgend  einem  Kreise,  der  ihren  Brennpunkt  F  i^^^"^ 
Mittelpunkte  hat  (Fig.  117.),  in  Conformitätolage  sei.  |^ 

Es  sei  JK  die  Leitlinie  der  Parabel,    ÜV  die  durch  ihr^^ 
Scheitel  P  gehende  Tangente,  AT  ein  innerer,  A'M  ein  äusserdl^ 
Leitstrahl,  also  A'F=  A'M.    Wird  nun  der  erste  dieser  LeitstrahA 
ien  von  einem  Kreise,    der  die  Strecke  PF  zum  Radius  hat,    in 
A,  der  andere  von  der  Scheiteltangente  in  L  durchschnitten,    so 
ist  AA'^=A'L.    Zieht  man  sodann  in  A  eine  Tangente  an   den 
Kreis  bis  zur  Durchschneidung  mit  der  Scheiteltangente  in  B     ' 
80  ist  BA*  die  Halbirungslinie  des  Winkels  LBA,  BF  diejenige 
des  Winkels  PBA\    mithin  sind  BA,  BA\  BF,  BP  vier   har- 
monische Strahlen,    und,   wofern  N  den  Durchschnitt  der  Rich- 
tungen  W  und  AF  bezeichnet. 


Damettunti  der  ferwmMaektfi  u.  ä.  Mef^UtlmiM  iniJMMmä.iK 

{NA,  FÄf)z=i^l, 

(iVr,  AA')  +  {NA.  FA')^li 
also 

{NF,  AA'):=i% 

Die  Strecke  NF  wird  also  von  den  beiden  Punkten  A  und  A' 
nach  einem  DoppelverhSitniss  von  constantem  Werthe  =2  ge- 
theilt;  folglich  hat  man  zwei  Systeme  in  perspectivisch- axialer 
Laee»  f&r  welche  F  das  Centram  und  ÜV  die  Convergenzaze  ist 
Die  6egenäze  RS  f&r  das  System  des  Kreises  ist  diejenige  Tan- 
gente desselben,  deren  Berfihrungspunkt  Q  auf  der  Axe  der  Pa- 
rabel und  dem  Scheitel  P  gegenüber  liegt. 

§.227.  Bemerkungen^  Aus  der  Conformit&t  der  Kegel- 
schnitte mit  dem 'Kreise  folgt  unmittelbar,  dass  allemal  zwei  con* 
forme  Strahlenbfischel  entstehen,  sobald  man  zwei  Punkte  des 
Kegelschnitts  mit  beliebig  vielen  andern  verbindet.  Im  Allge- 
meinen werden  diese  Strahlenbilschel  nicht  congruent  sein.  In 
d^r-  gteichseitigcfn  Hyperbel  erhält  man  aber  zwei  congmeiite 
Strahlenbilschel,  sobald  man  die  Centra  derselben  in  die  beiden 
Endpunkte  eines  Durchmessers  verlebt.  Man  wird  sich  hiervon 
leicht  überzeugen,  wenn  man  sich  des  Satzes  erinnert,  dass  der 
von  einer  Sehne  und  einer  Tangente  gebildete  Winkel  dem  ent- 
gegengesetzten Peripberiewinkel  gleich  ist.  Die  beiden  congru- 
enten  Büschel  haben  aber  hier  eine  solche  Lage,  dass  die  ent- 
sprechenden Strahlen  nicht  wie  beim  Kreise  in  demselben ,  sondern 
in  entgegengesetztem  Sinne  auf  einander  folgen. 

Ebenso  gilt  fUr  jeden  Kegelschnitt  der  Satz,  dass  zveei. Tan- 
genten durch  Transversaltangenten  in  homographischen.  Pnektr 
reihen  geschnitten  werden.  Im  Allgemeinen  werden  diese  beiden 
Reihen  conform  sein  und  ihre  Gegeopunkte  werden  durch  die 
beiden  Transversaltangenteo  bestimmt,  welche  den  beiden  festen 
Tangenten  parallel  laufen.  Sind  die  beiden  festen  Tangenten  die 
Asymptoten  einer  Hyperbel,  so  fallen  die  beiden  Gegenpunkte  in 
den  Durchschnittspunkt  derselben,  d.h.  in  den  Mittelpunkt  der 
Hyperbel. 

PijB  Parabel  hat^  kj9ine  parallelen  Tangenten,  also  enstiren 
iHich  keine  Gegenpnnkte.  Die  beiden  homograpbischen  Reih(ii| 
können  daher  hier  nur  proportionale  (bezüglich  congruente)  Rei6ei| 
sein.  .  Dies  ergiebt  sich  noch  deutlicher  ans  folgendem  Sätze: 

{.226:  Lehttaix.  Werden  zwei  feste  Tangenten  ehi^^ 
PaYabel  von  einer  Tränsversaltangente  durchschnitten  {:'  so  erhiH 
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man  eine  richtige  Proportion,  weDn  mui  die  dem  Tangentendarch- 
schnitt  anliegenden  Abscboitte  zu  Süsseren,  die  den  Berührungs- 
punkten anliegenden  zii  Innern  Gliedern  macht. 

Beweis.  Es  seien  AD  and  BD  die  beiden  festen  Tangen- 
ten (Fig.  124.).  P  und  Q  die  Punkte/in  denen  sie  von  der  Trans- 
Tersaltangente  C  geschnitten  werden.  Zieht  man  durch  P^  C,  P 
und  Q  Durchmesser  der  Parabel:,  Pp,^  Cc,  Dd»  Qi/^,  so  Wird  die 
Berfihrungssebne  AB  durch  den  Durchmesser  Jb|^ »  AC  durch  ß^, 
i?C  durch  Qg  halbirt  Liegen  also  die  Punkte  p,  c,  d,  y  küS 
AUj  so  ist  auch  p  die  Mitte  von  Ad  q  diejenige  von  J?c.   AJsö  ist 

ff 

.        pdsss  qB* 
Hieraus  folgt: 

DP.PAzizBQiQD. 

Ist  Dd  die  Axe  der  Parabel,  so  steht  dieselbe  senkrecht  auf  AJSf, 
also  wird 

AD=DB, 

und  folglich  sind  die  Reihen 

DPA    und    BQD 

einander  congruent. 

§.  229.  Lehre  atz.  Sind  zwei  homographische  Büschel  in 
nicht  axialer  Lage  g^eben ,  so  bestimmen  die  Durchschnittspunkte 
entsprechender  Strahlen  einen  Kegelschnitt. 

Beweis.  Eis  seien  (Fig.  109.  und  Fig.  109. a.)  a*  und 6'  die  Cen- 
tra  von  zwei  homographischen  Büscheln 

aW,    a'6',    aV,    a'd\    aV, 
6'/i|',    6'mi',  6'c',    b'd\     6V 

in  nicht  axialer  Lage«  in  denen  b*ai  in  die  Verlängerung  von  a*b\ 
b'mi  in  die  Verlängerung  von  b'm'  ßllt.  Sind  nun  a  und  b  dlb 
Centra  von  zwei  congruenten  Büscheln,  die  den  beiden  Büscheln 
a'  und  b*  conform  sind;  so  folgt  zuerst  aus  der  Congruenz  der 
Büschel  a  und  6»  deren  Strahlen  wir  uns  in  demselben  Sinne 
auf  einander  folgend  denken»    dass  die  Durch^cboittspunkto.  ept*> 


spTOchender  Strahlen'«»  dt  %  «af  d«r  Peripherie  eioee  Kreises 
liegen»  welche  dnrcfa  a  und  6  geht  Nun  aher  sind  die  beiden 
Fünfecke  abede  und  &kf^d*tf  homogmphisch ;  folglich  liegen  die 
Ecken  des  letztern  auf  einer  dem  Kreise  homographischen  Figinr» 
d.  h.  auf  einem  Kegelschnitt. 

(.  230.  Zuiatz.  Auf  ähnliche  Art  würde  sich  beweisen  las- 
sen»  dass,  wenn  zwei  homographische  Punktreihen  in  nicht  per- 
stpectivischer  Lage  gegeben  sind  9  die  Linien »  welche  entsprechende 
Punkte  beider  Reihen  verbinden,  einen  bestimmten  Kegelschnitt 
berühren. 

Lehnatz,  Durch  filnf  Punkte,  von  denen  niemals  drei  in 
gerader  Linie  liegen,  ist  allemal  ein  Kegelschnitt  bestimmt. 

Beweis.  Nachdem  man  die  Paukte  af  und  6'  (Fig.  109.  und 
VO».  a.)  sul  4f,  d' und  e'  verbonden  hat.  Ifisst  sieh  der  Sti«U  b'mi' 
so  {leslimmen»  dass  die  beiden  Bischet 

.■  •    '     . 

«^6%    oV,    ö'rfS    aV 
b'mi\b\f,    b'd\    6V 

*  I 

h«imogr^»U«di  weiden,  fihenso  kann  man  den  Strahl  a^m'  so 
ziehen,  dass 

afm^    aV,    a'd',    a'e' 
b'a\    6V,    b'd\    6V 

homographisch  werden.  Man  hat  also  zwei  homographische  Strah- 
lenbüschel a'  und  b*  in  nicht  p^jcsipfiptiviscber  Lage»  woraus  her- 
vorgeht, dass  die  Punkte  a%  6',  c\  d\  c' auf  einem  Kegelschnitte 
liegen.  Schaltet  man  nun  aber  dem  Büschel  a*  noch  einen  belie- 
bigen sechsten  Strahl  ein,  so  ist  klar,  dass  der  entsprechende 
Strahl  des  Büschels  b'  vollkommen  bestimmt  ist ;  folglich  ist  auch 
jeder  sechste  Punkt  des  durch  a'b'&d'e'  gehenden  Kegelschnitts 
bestimmt.    ^ 

{.  231.  Lehrsatz.  Zwei  beliebige  Kegelschnitte  können  auf 
unendlich  viel  verschiedene  Arten  als  homographisch  auf  einan- 
der bezogen  werden,  und  zwar  kann  man  drei  Paare  von  Punkten 
in  denselben  nach  Willkühr  als  entsprechend  setzen.  Sodann  aber 
entspricht  jedem  vierten  Punkte  des  einen  Kegelschnitts  ein  be- 
stimmter Punkt  des  andern. 
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Be  we  i  0.  Es  seien  a,ö,c,  andererseits  af,  b',  &  (Fig.  109.  ond 
109.  a.)»  Punkte  zweier  Kegelschnitte.  Zieht  man  in  a  und  6»  sowie 
In  cf  und  b*  Tangenten  an  beide  Kegelschnitte:  am^  bm^  aW  und 
bW;    so  wird,  wofern  man  die  beiden  Büschel 

am,    abf    ac 

als  ronform  auf  einander  bezieht,  dem  willkürlich  gezogenen  viet- 
ten  Strahl  ad  ein  bestimmter  Strahl  a'd'  entsprechen.  Beide 
Strahlen  werden  auf  dem  gegebenen  Kegelschnitte  zwei  Punkte 
d  und  d'  bestimmen.  Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  ein  fünftes 
Paar  von  Punkten  e  und  e*  finden  u.  s.  f.  Nun  aber  sind  die  bei- 
den Fünfecke  abcdm  und  a'b'c'd'mf  homographisch.  Denn  zuerst 
sind  die  beiden  Büschel  a  und  6,  und  andererseits  af  und  b', 
homographisch  gemäss  der  Eigenthfimlichkeit  der  Kegelschnitte. 
Zweitens  ist  der  Construction  gemfiss  der  Büschel  a  dem  Büschel 
af  homographisch;  folglich  gilt  dasselbe  von  den  Büscheln  6  und 
b'*  Nachdem  also  die  beiden  Vierecke  abcm  und  afb'&tn'  als 
entsprechend  zu  Grunde  gelegt  sind,  lässt  sich  zu  jedem  weiteren 
Punkte  des  einen  Kegelschnitts  ein  bestimmter  Punkt  des  andern 
nachweisen,  so  dass  beide  durch  homographische  Fünfecke  be- 
stimmt sind.  Dies  aber  ist  das  Kennzeichen  homographischer  Figuren. 
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Herrn  Franz  Unferdingery 

L«bea«Ter«ieheningt  -  Calcnlator   der  k.  k.  p.  il«ieoda:\^Micoratrir«   x« 

Triett.  '     '•    o  *     ^ 


I  • 


I.    Die   Parabel. 

1.  Nehmen  wir  den  Scheitel  der  Parabel  zam  ÄnfangfiMlokt 
eines  rechtwinkligen  Cpordinatenaysteme  4er  ay  ood  den  Durch- 
mesaer  derselben  zur  positiveD  Halbaze  der  Ahscissen»  so  ist 

<»)         i  3P  =  ^a:  .  ., 

Ihre  Gleithu^i;.  Vi^iird  diese  Parabel  parallel  itilt'  def ' AbtfcIsiNinV 
axe  und  Im  Sinne  der^  positiven  :lr  i^erschoheo«  bi^  dM*  Scheitel 
um  den  Betrag  h  vom  Coordinatenursprungab8tefat;'''so'l#lf 'diese 

neue  Lage  der  Kurve  durch  die  Gleichung 

■»• 

et)  3f>  =  2p(a?-A) 

darge^ent,  und  Biese  zweite' Parabel  lle^idne^halb  der  W 
Ziehen  wir  durch  einen  Pupkt  91-.  dar  «weiten  ^arabel,  desaen 
Coordinaten  Xi»  ^i  sein  mögen,  so  dass  auch 

I  <3)  vyi»  =  ^H^^,A^  ,         ,    ., 

ist>  eine  fangente»  so  ist  die  Gleicbuug'd^erselben: 

(4)  y  =  -*+-(art-2*). 


•      •  •    • 


Lassen  wir  die  •GleidiaDgeD.(l)  ond  (4)  gleichssitig  bestehen,  so 
gibt  die  AuflSsong  derselben  in  Besug  anf  y  und  x  die  Coordi- 
naten  der  Durchschnittsponlite  der  Tangente  (4)  mit  der  Parabel 
(1).  Schreibt  man  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (4)  unter  der 
Form: 

•o  bat  man: 

y«=ay,y-S?p(a;,  -2A),    (»-yi)«=yi«-2p(a;,  -2A)  =  ^pk. 

Da  diese  Gleicbaog  in  Bezug  aof  y  vom  sweiten  Grade  ist,  «o 
■chieidet.  ^ie  Tangente  (4)  die  Paral)ei  (1)  im  Allgemeine^  io 
zwei  l^unkten  L  dnd  JV,  nnd  wenn  wir  die  Coordinäteb  derselben 
durcb  £y,  Lm  nnd  N^,  iV«  beseiclmeoi  so  ist 

(5)  L,  =  yi  +  V^,    Ny^yi^V^h 

L, = ^(y,  +  V»  -  (*i  -2Ä) = *,  +  5  Vi^ . 

P  P 

Da  aus  diesen  Werthen  fQr  die  Coordinaten  der  Punlcte  L  und 
IV  folgt: 

so  liegt  der  Berührungspunkt  M  stets  auf  der  Mitte  der  Sehne 
LN»  Legen  wir  nun  an  die  Süssere  Parabel  (1)  eine  Tangente, 
so  ist,  wenn  x'y'  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  sind, 
die  Gleichung  derselben:  >  . 

(8)  y  =  J-^+i3^s 

und  diese  letztere  wird  mit  der  Tangente  (4)  parallel  sfi^i,  wenn 

ifS)  i^^9i»   al«o  nach  (3)  ar'srari— A  '  ? 

ist,  woraus  hervorgeht,  dass  der  Bertihrungspunkf  (x'y^  auf  der 
durch  (xiyi)  parallel  zur  Abscissenaxe>  gezogenen  Geraden  liegt, 
wie  leicht  vorherzusehen  war.  Pas  parabolische  Segment,  wel- 
ches zwischen  diesen  beiden  Tangenten  (4)  und  (8)  enthalten  und 
im  Voraus  als  eine  Fufiction  der  Coordinaten  Xi ,  ^i  zu  betrach- 
ten ist,  soll  nun  bestimmt  werden. 


umd  dM  fiihftfHhfn  FmraMMiM.   <  811 

Zn  (VfWini.  Kode  denken  wb  om  ip  dem  ,^  4«r.po«i^i(m 
Bidbwe  Aßr  «  K^KähUao  Abstände  i,  /Wjelpher  kl^er  als  4  Mi 
eine  dritte  gUicbUegeode  Perabel  censtruirt,  gieren,  Parameter  S^ 
ieU    Ziebt.neii  an  diese  Parabel 


".  1  ■■  ^t' 


»•i     '  .' 


(1Q>  ^  =  2p(*— ^ 

io  dem  Punkte  (xijfi')  eine  Tangente^;  so  ist 

(11)  y=^-.a:+^.(iri'-2*) 

Ihre  .Gleichongk   Diese  Gerade  wird  nii  jeaec  ((^  jparaUet  mkk,  ifMs 


li    ■•  -^,«1  ;  I  f 


yi' =  y' ,  also  nach  (lO!)  a?!*  =äV  +  * 
Ist,  ofld  man  kann  In  diesem  fi^alle- statt  (II)  setsen: 

<U)  '      ys=^,»4ty    'T.P'  t  ....:        ,..,.. 

Die  Coordlnalen  /^r»  ^  and  ns,  <%  der  DnrdschnittiB  <«id  fi  die* 
ser  Tangepte  mit  der  Parabel  (1)  gehen  ans  den  Gleichungeo  (()) 
and  (6)  hervor,  wenn  man  XiU  yi',  k  an  die  Stelle  von^i,  yi,  A 
setzt    Es  ist  sonach: 


.1' 


Der    Abstand   P    des    Anfangspunktes!  Tsn^  ^Iner    Geraden 


y'=zA*x-{-B'  wird    bekanntlich   durch  die  6leic|iang^ 


■  .1  '  i'Mi.'ii 


btostfamrt^  wobei  das  obere  odet  untere  Zeüeheo'  gilt/  jeoasMbil 
B'  positiv  oder  negativ  ist.  Beseiehiien  daher  p: and' |if( die  Mb« 
stände  des  Aofangspanktes  von  den  parallelen  Tangenten  (8)  und 

(12),  so  wt  I. 

« ■ 

wobei  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  jpnachdeni  .y^  ^  Ü^p^lt 

ist«  Aus  diesen  beide».  EntferDoiigea  findet  inan  den  Ahsti^.^ff 
der  ^^ralebn  Tasgenten  (8)  wbA  (13^.  wtstti  :nias;  p'  vM  |».alieiehi 


• 

•iMMM'keide  Perpebdikel  auf  dersellMro  Seite  •  d«s'  Anfäni^unk- 
IM  tfiBgen/  oder  wistiii-  man  p  und  t^  addfrt;  eobäld'  dIe'lieideD 
Perpendikd  äof  eiy^egemgeisetzteD  Seiten  des  Atafmigepmikties  lie- 
gen. Um  hierüber  zu  entscheiden,  ist  folf^endeBetrachtdognoth- 
wendig.  Die  beiden  Tangenten  (8)  und  (12)  liegen  anf  derselben 
oder  auf  entgegengesetzter  Seite  des  Anfangspunktes,  jenacb- 
dem  die  letzten  Glieder  ihrer  Gleicfamigen 

gleidie«ilM«B(|;egeng«8etsto  ^Voneichen  babeiti  d.  b.,'#enR  beide 
.  GrOseen  mit  y  valtipiicirt  werden,  jenacbdem 

gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Hieraus  folgt, 
dass  die  beiden  Tangenten  (8)  und  (12),  mithin  aueh  die  Perpen- 
dikel>«id  |i%  anf  iderselben  oder  auf  entgegengesetster  Seite  des 

Anfangspunktes  liegen,  jenacbdem  yf^  ^  ^pk  ist  Im  orsten  Falles 
ist: 

im  zweiten  Falle  ist: 

pk 


YjZ^    und  ,.=p  +  p'=^ 


mitbin  ist  io  voller  Allgemeinbeit: 

pk 


(14)  9'  = 


V^p«+y'« 


HierMi»' indet  man  den  Abstand  q  der  parallelen  Tangeatea  (8) 
nnd  (13);'  wenn  man  h=h  «etzt: 

Betrachtet  man  jetzt  k  als  eine  veränderliche  GrGsse  und  lässt 
dieselbe  nach  und  nach  alle  Werthe  von  0  bis  h  annehmen,  so 
werden,  die  stetig  aufeinanderfolgeDden  Tangenten  (12),  welche 
den  verschiedenen  Parabeln  (10)  entsprechen,  das  parabolische 
Segment  In  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Streifen*  zerlegen  von 
dÄr  Breite  «ig'.    Der  Inhalt  eines  selchen  Streifens  ist -das-Diffe- 


^ma  d§^  Mtßüi^kfm  PmabaUUtß4,  ,  9|^ 


r«DiiaL,de*.iblii%|tea.de«f.S«gai(9i|t«p..  Uti^icIimQB  mut  d)epies<iets* 
XwTfi  mit  fli^  und  4i6  Lftnge'  der  Selioa  1»  mijt  Rp  «o  iajt.oS^n^i; 

und  wenn  man  swliseden  d^n  Gren^n'O^üno'^  Integrirt: 

Nun  iet  bekanntlich« 

oder,  weil  aue  den  Gleichungen  (13) 

folgt: 


'm!II> 


ferner  gibt  die  Gleichung  (14): 


I    ..;i 


Wjcrden  diese  Wertbe  von  R  und  dq'  in  das,  Irftegisal  (16)  .sub- 
alittiiirt  und. die  Integrationsgrenxea.O  und  g  in  jene  .0  und  h  v^*^ 
wandelt»  wie  es  die  Qleichuog  (15)  erfordert,  ap  flauet  man; ;  .,<< 


(4)  FzsiJ"^  V2pk.dk,    FsxgV^Aii 


■      k 


lim 


also   ist  der  Flächenranm  F  von  der  Lage   des  Punktes  (dP^) 
unabhängig,   woraus  sich  folgender  Lehrsatz  ergibt: 

■  •        ■     ■     ;  • I  -jjj  I 

1.    L  e  h  r  s  a  t  s,  .,    (.iW 

Ifaben  awei  Parabeln  denselben  Parameter'  itUclä^t 
derselben  Geraden  gleichliegende  Durchmesser.' s^ 
sehnetd^t  jede  an  die  Innere  Parabel  gezogene' Tlit'ti- 
geAte  V4>n  der  äusseren  Parabel  Segmente  vecn:gleichero 
Inhalt  ah.uod  der  Betührung^pu^kt  liegt  stets  Im  ]ilikli> 
telpunkte  derr  S.ebae^  ■...»;  .,i..i.;i,  -  .*•  •..  m-hh-mh 


tu  ünferdinf9r:    IMtr  dU  8H0liefUe  der  Parabel 

2;  tJm  den  Sdlrwerpunkt  tfiie«  «olehen  piimboliaehen  ff eg« 
inetaleii  so  bestimiiieii,  ertnnern  wlr'an  die  bos  der  M^hitflk  be^ 
kannten  Gleichungen: 

in  weichen  X^  F  die  Coordinaten  des  Schwerpunictee  des  Fi&chen- 
ranmes  F;  Xi  t  yi  jene  des  SchweqRinkte»  des  Differeaaals 
dF  bezeichnen.    In  dem  Torliegenden  Falle  ist  offenbar: 

i    ■ 

St'.dF=(s'-l-k).dF=a'.dF+k.iV^.dk=s',dF+2V^.k^.dk. 

yi'.dF  =  y'.dF; 

■  ■ 

also«  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  0  nnd  h  integrirt: 

F.r^y\F; 
mithin  ist: 

(17)  x=x'+th,   r=y. 

Da  nach  dem  Obigen  Xi=2a'  +  A,  .vi  =  9*  >^^>  ^^  '>6g^  der 
Schwerpunkt  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  (xiyi)  und  (xY)p 
nm  {A  von  dem  letzteren  entfernt. 

LSsst  man  den  Punkt  (Tiyi)  nach  und  i/kacfa  alte  Lagen  auf 
d^r  Parabel  (2)  einnebnieti\  so  beschreibt  der  cott^espondirende 
Punkt  (^^0  d^e  Parabel  (I),  und  der  zugehörige  Schwerpunkt 
(XY)  beschreibt  eine  Kurve,  deren  Gleichung  aus  (17)  und 
y^z=2px'  hervorgeht«  wenn  man  ^  und  jy^,  efiminirt.  Diese  Eli- 
mination ausgeführt,  erhält  man: 

(18)  r^  =  2p{X-lh), 

welche  Gleichung  eine  gleichliegende  Parabel  mit  demselben  Pa- 
rameter 2p  bezeichnet,  deren  Scheitel,  auf  der  positiven  Halbaxe 
der  X  liegend  y  um  ^h  vom  Anfangspunkte  absteht.  Diese  Kurve 
ist  demnjich  als  der  geometrische  Ort  der  Schwerpunkte  aller 
Segmente  zu  betrachten,  welche  durch  beliebige«  an  die  innere 
Parai^l  gezogene  Tangenten  von  der  äusseren  abgeschnitten  werden. 

$.  Das  Vorhergehende' gestattet  eine  sehr  einfache  AirflOsimg 
des  Preblems;  den  Fliefaeninhalt  nnd  Schwerpunkt  eines  Seg- 
mentes an  bestimmen,  welches  eine  beliebige  Gerade    -        ' 


..\ 


anMT  tm  §UißH9€äm  rm'mMMkr: 


■•(19J  "V      y^a^Ax^S  *>•*'  ;i-i'-.n:| 

▼OD  der  Parabel  (I)  abschneidet.  Denn  betrachtet  man  diese  Ge- 
rade als  Tangente  der  Parabel  ^*=  2p  (j;—A),  und  sind  «|^  Sfi 
die  Coordinaten  des  BerähnmgspUDktes»  so  dass  auch 

ist,  so  mqM, diese  Gerade  mit  jener  (4)  Identlscii  sfsin,  «nd.inimhali^ 

(21)  A=^.   B=£(«,-2A), 

SO  dass  aus  den  drei  Gleichoiigen  (20)  und  (21)  die  Unbekannten 
^%9  yi  vo^  A  immer  bestimmt  werden  küpne^.  In  der  Thai  Co|g|t 
aus  den  Gleiohungep  (81) : 


(5B)  ^'  =  f+2*/yi=5f 


■  I 


und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (20)  substituirt,  so 
gibt  diese  die  Unbekannte 

(83)  *  =  ^^ilT^5  '•    "• 

folglich  sind  auch  die  Coordinaten  Xi^  ^i   des  Berfihrungspunl^tes 
bekannt,  und  weil  jt'zszxi — h,  ^=^yi  ist»  so  findet  man  leiclit: 


-JL     .>— ^. 


•  I 


iin4  hiermit  nach  den  Gleicban|;en  (</)  upd  (j|7) :.  .  ,.,,• 


••(84>-  fa:  "^     -3^» ^    ^*^     '^ja — ^    '^    ^ 


-■;  I'.;  I     r 


■  I  .l.l)!  I 


»:  -.11 . 

•  •  .  ■  ...  ;•'•■'  ■     u.'» 

F=0,    J=§=:r',     F=2Ä=yf, 


Sasats.    Ist  A=0,  d.  h.'p==2ii£f,.Üo  Wfrd 


denn  in  diesem  Falle  bezeichnet  jf  =  Ax-{-B  die  durch  den  Punkt 
(x'g')  gehende  Tangente.  "  '  '  ' 


IL    Das   elliptische  Par^boloid. 


II      :     ■       •!« 


Nehmen  wir  deü  8ch<)ft»l  etnM  idllljptli^en^aralrdtMdel^  ^kdAi' 
itafimgipQiikta  iler  GoenftiAteny  dta'Bnrelndesaer  desMÜNMf 'Mi^ 


SIO  ünr€räim§9r: .  €Het  die  Sägmemte  Her  Parabel 

positiven  Halbaze  der  z,  und  die.Rlehtangen  der  Parameter  f  ond 
q  so  Ai;eii  der  x  and  tr,  so  ist  die  Gieichung  dieser  Fläche: 

Wird  dieses  elliptiffclie  Paraboloid  so  fortbewegt ,  dass  alle  Pmikte 
desselben  Parallelen  zur  Aze  der  t  beschreiben»  bis  sein  Ast  um 
Aie^Lllnge  h  Tom  Ahfangspankte  absteht,  ^  wird  dfebe  nene  Lage 
der  Fläche  durch  die  Gleichung 

(2)  2=^+^  +  A 

dktrgesMilit.  Das  eWi^tiscbe  Pbi^boloid  (2)  liegt  dann  in  seiner 
gansen  Aosdebnong  innerhalb  des  elliptischen  Paräböloids  (I). 

Es  seien  .T|  »  i^i  >  Z|  die  Coordinaten  eines  bestimmten  Punk- 
tes auf  dem  elliptischen  Paraboloid  (2i),  so  dass  auch 

(3)  't=y+^+* 

ist  und  die  durch  diesen  Pihikt  geführte  Berfihrungsebene  dwrch 
die  Gleichung 

••♦  2a?i  2««:  ^.-  •♦ 

r  y 

dargestellt  wird.  Wir  haben  die  Absicht,  im  Folgenden  das  "Vo- 
lumen desjenigen  Segmentes  zu  berechnen,  welches  die  Ebene  (4) 
von  dem  Süsseren  Paraboloid  (1)  abschneidet,  und  es  kommt  hier- 
bei zunächst  darauf  an ,  die  Gestalt  und  Dimensionen  der  Kurve 
zu  ermitteln ,  in  welcher  eben  die  Ebene  (4)  das  elliptische  Para- 
boloid (1)  schOeidet  Die  Gleichungen  dieser  Kurve  sind  offenbar 
jene  (1)  und  (4),  sobald  man  die  laufenden  Coordinaten  x^  y,  t 
auf  dieselben  Punkte  des  Raumes  bezieht.  Eliminirt  man  aus  ihnen 
die  Coordinate  2,  so  erhält  man: 

X*  .  y*      2xi  2yf  ,    ■    ^,, 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

als  Gkiehung  der  Projection  der  Durchschnittslinie  auf  die  Ebene 
der.^jf.     Diese  bezeichnet  eine  Ellipse,    deren  Hittelpunkt  die 

Cf^rdinaten  x^,   ^f  Jmt,  und  deren  Halbaxen  VpX,    V^^  sind. 


und  d€$  eiltpiUcAem  FiuraboMde$.  S17 

Hieraus  folgt,  dass  auch  die  DuKhachaittsiinie  im  Räume»  derea 
Gleichnngea  (1)  und  (4)  sind,  ei2e  Ellipse  ist,  welche  den  Berdh- 
rongsponkt  (^ijfiZi)  cum  Mittelpunkte  hat 

Legt  man  durch  einen  Punkt  (x'jf'tf)  des  äusseren  Paraboloi- 
des  (1),   Ar  welchen  also  die  Gleichung 

(9)  f'=  — +*? 

P       9 


jitf  eine  tangirende  Ebene,  so  ist  die  l>ekannte  Gleichung  derselben: 

(7)  x  =  — .ar  +  -^.Sf-t', 

ud  diese  wird  cur  tangirenden  El>ene  (4)  parallel  sein»  wenn 

(8)  a'zszxi,    y  =  yi,    i'  =  ii— A 

ist,  wodurch  also  der  Punkt  (jt^O  ^^  Hinsicht  auf  den  Punkt 
(xigiii)  ▼oilkommen  bestimmt  ist.  Das  zwischen  diesen  beiden 
Ebenen  enthaltene  paraboloidlsche  Segment  ist  dasjenige,  dessen 
Volumen  liestimmt  werden  soll. 

Wird  in  dem  Abstände  A  <  A  vom  Anfangspunkt  ein  drittes 
elliptisches  Parabel oid  beschrieben,  welches  mit  den  beiden  erste- 
ren  (1)  und  (2)  seinen  Durchmesser  auf  der  positiven  Halbaze  der 
s  und  dieselben  gleichliegenden  Parameter  p  und  g  hat,  so  ist 

die  GIdchnng  der  Fläche,  und  eine  durch  den  Punkt  (:r|'yi'X|0 
desselben  gelegte  Berührungsebene 

(10)  z=^.x  +  ^.y-  (,,'  -  2k) 

wird  mit  der  Ebene  (7)  parallel  sein,  wenn 

ist,  so  dass  man  in  diesem  Falle  statt  (10)  hat: 

(11)  *  =  y*+-J-.y-(»'-*)- 

Diese  Ebene  wird  das  elliptische  Paraboloid  (1)  in  einer  Ellipse 
schneiden,  welche  den  Berührungspunkt  (jt^'^i^ZiO  zum  Mittelpunkt 
und  deren  Projection  auf  die  Ebene  der  xy  die  Halbaxen  VpA, 
V^  hat    Der  Flächenraum  der  Projections  -  Ellipse  ist  ^pq.kw, 
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und  wenn  wir  den  Neigungswinkel  der  parallelen  Ebenen  (7)  und 

(11)  zur  Ebene  der  xy  mit  y  bezeichnen,    so  ist  — ^'        der 
Flächeninhalt  der  Durchschnitts -Ellipse. 

Fällen  wir  vom  Anfangspunkte  aus  auf  die  Berfihrungsebene 
(7)  ein  Perpendikel  und  bezeichnen  die  Länge  desselben  mit  p 
und  den  Winkel  mit  der  positiven  Halbaxe  der  z  mit  /,  ferner 
die  analogen  Stöcke  für  die  Berfihrungsebene  (11)  mit  p*  und  /^, 
so  ist  bekanntlich: 

-^,  =  — «'.    — -^=-(2'-A). 
cosy'  cos)r  ^  ' 

Aus  der  Gleichung  (7)  ist  ersichtiieh,^  dass  die  durch  diSiseUM 
dargestellte  Beruhrungsebene  stets  die  negative  Halbaxe  der  s 
schneidet»  mithin  ist  /^IHO^  —  y.  Die  BerGhrungsebene  (II) 
schneidet  die  negative  oder  positive  Halbaxe  der  z»  jenachdem 
—  (z'— iE:)  negativ  oder  positiv  ist,  d.h.  jenachdem  %'^k  oder 
i'^k.  Im  ersteren  Falle  ist  auch  y^=:I80o — y  und  die  Perpen* 
dikel  p  und  p'  liegen  beide  auf  derselben  Seite  des  Aniangspunk- 
tes.  Im  zweiten  Falle  ist  y"=^y  und  die  Perpendikel  p,  p'  liegen 
auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Anfangspunktes.  Bezeichnen 
wir  den  Abstand  der  parallelen  Ebenen  (7)  und  (II)  mit  q*,  so 
hat  man  nach  dem  Obigen,  wenn  z'>A;  ist: 


cosy      *  '     cosy 


mithin 


P'=— ^T-    P    und    ^r'rrp  — p'  =  -^; 


wenn    t'  <  Ä   ist : 


cosy  cosy 


mithin 


p'  =  ——.p   und  9'=p+p'=-^ 


Es  ist  also  in  voller  Allgemeinheit: 

(12)  9'  =  ?  • 

Hieraus  findet  man  den  Abstand  g  der  parallelen  Ebenen  (7)  und 
(11),  wenn  man  A  =  A  setzt: 


un4  dm  eU^Hlun  FmraboMäM^  %\% 

(13)  9  =  ?- 

Betrachten  wir  min  k  als  eine  Tariable  Grosse,  welche  snccessive 
alle  IVerthe  von  0  bis  h  annimmt»  so  werden  die  den  stetig  auf- 
einanderfolgenden Parabotoiden  (9)  entsprechenden  parallelen  Be- 
rflhrnngsebenen  (11)  das  zwischen  den  Ebenen  (4)  und  (7)  ent- 
haltene paraboloidische  Segment  in  eine  unbegrenzte  Anzahl  von 
Schichten  zerlegen  von  der  Dicke  d(f.  Der  Inhalt  dV  einer 
solchen  Schichte  ist  das  Differenzial  des  Inhaltes  F  des  Segmen- 
tes.   Es  Ist  sonach 

cosy        ^  cosy  J  ^/ 

o 

noA^  folgt  aus  der  Gleichung  (12):  *' 

und  wenn  man  diesen  Werth  von  dq'  substituirt  und  der  Gleichung 
(13)  entsprechend  in  Bezug  auf  k  zwischen  den  Grenzen  0  und  \ 
integrirt: 

oder  weil  =  2'  ist: 

cosy 

werans  ersichtlich  ist»  dass  das  Volumen  V  von  den  Coordinaten 
^»  tfi»  h.  ^^  Berührungspunktes  unabhängig,  mithin  (üv  alle 
Punkte  des  Paraboloides  (2)  constant  ist. 

Es  gilt  daher  folgender 


2.    Lehrsatz. 

Haben  zwei  gleichliegeode  elliptische  Paraboloide 
dieselben  Parameter,  so  schneidet  jede  an  das  innere 
Paraboloid  geführte  Berührungsebene  von  dem  tas* 
soffen  Paraboloid  Segmente  von  constantem  Inhalt  aib, 
on4  der  Berührungspunkt  liegt  stets  im  Mittelpunkte 
der  Üurcbscbnitts-Ellipse. 

2)  Bezeichnen  Ä,  F,  Z  die  Coordinateti  des  Schwerpünk- 
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tes  de«  Volameus  V  und  Xi^  y|^  ti'  jene  de«  Schwerpaiiktes 
des  üifferenzials  dV^  so  ist  allgemein: 

V.X^fx^'dV.     V.y=zfy^'dV,     V.Zsfti'dV; 

wobei  die  Integration  auf  das  ganse  Volumen  F  ausiodehDen  ist 
Weil  der  Schwerpunkt  der  Ellipse  in  ihrem  Mittelpunkte  (^i'yi%0 
liegt  und  nach  dem  Obigen  Xi^x',  yi'=:y,  X|'=:x'-f  A  ist,  so 
hat  man  für  den  besonderen  Fall  unseres  paraboloidischen  Seg- 
mentes : 

Xi'dr=nV^^ .  x'Mk,     yi'dV^n^^.^kdk, 

# 

z^'dV=nV^.{x'-\^k)kdk\ 

mithin,  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  0  und  h  integrirt,  die 
Resultate  beziehungsweise  gleich  V.X9  F.  F,  V.Z  setst»  wo- 
bei F  aus  der  Gleichung  (^)  zu  nehmen  ist»  und  dann  ablifinit, 
was  sich  abkürzen  iSsst: 

(]4)    JK=x'=;r,,     r=y'=yi,    Z=2'  + JÄ=ii -»*; 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  der  Schwerpunkt  ebenso  leicht  durdi 
Constniction,  wie  durch  Rechnung  gefunden  werden  kann. 


LSsst  man 
dem  Paraboloid 

den  Punkt  {Xif/t'i)  »ach  i 

und  nach 

alle 

Lagen 

auf 

(2) 

P         n 

annehmen,  so  beschreibt  der  entsprechende  Punkt  {x'y'i')  das 
elliptische  Paraboloid  (1);  der  Schwerpunkt  (AFZ),  welcher  nach 
dem  Obigen  in  der  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  liegt, 
beschreibt  eine  krumme  Fläche,  deren  Gleichung  erhalten  wird, 
wenn  man  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (14)  x' ,  y\  2?  eliroinirt. 
Die  Ausfuhrung  dieses  Geschäftes  gibt  die  Gleichung: 

A«      F* 

(16)  Z  =  y  +  y  +  lA, 

welche  ein  gleichliegendes  elliptisches  Paraboloid  bezeichnet,  mit 
denselben  Parametern  p  und  q  wie  die  gegebenen  Flächen  (1) 
und  (2),  dessen  Scheitel  auf  der  Aze  der  t  liegt  und  um  \h  vom 
Anfangspunkte  absteht.  Diese  Fläche  ist  sonach  der  geometri- 
sche Ort  der  Schwerpunkte  aller  Segmente,  welche  durch  l>e- 
liebige  Berflhrungsebenen  des  inneren  Paraboloides  (2)  von  dem 
Susseren  (1)  abgeschnitten  werden. 

3)  Wir  wollen    schliesslich   das  Obige  noch   anwenden,    um 
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Volumen  and  Schwerpunkt  eines  Segmentes  iq  bestimmen,  wel- 
ches irgend  eine  gegebene  Ebene 

(16)  2=Ja:  +  Äy+C 
▼OD  dem  elliptischen  Paraboloid 

(1)  f  =  — +  2L 

abschneidet. 

Betrachtet  man  die  gegebene  Ebene  als  BerOhrangsebene 
eines  elliptischen  Paraboioides,  wie 

(2)  '=^+^+*. 

wobei  k  eine  noch  su  bestimmende  GrOsse  ist»  und  sind  «i » y^ »  % 
die  Coordinaten  des  Berührungspunkte»»  so  dass  auch 

(17)  Zi=Aa:i  +  By^  +  C 

ist,  so  niuss  die  Ebene  (16)  mit  jener  (4)  identisch  sein,  woraus 
folgt  : 

P  9  ^ 

oder 

Xi^iAp,    yi=:iBq,    Xi=2Ä— C; 

welche  Werthe  von  Xj,  ^i,  %i  auch  der  Gleichung  (17)  genfigen 
mflssen.  Die  Substitution  gibt  alsdann  mit  Leichtigkeit  den 
Werth   von 

(18)  Ä=i(^«p+^9  +  ^C), 
mithin  ist  nach  (J),  (14): 

(19)  F=  i^nyfjk^^  + 1^9  +  4C)«. 

(90)     X=\Ap,     F=iÄy,    Z  =  A(i<V  +  Ä«9)  +  ;C, 

womit  also  der  beabsichtigte  Zweck  vollkommen  erreicht  ist 

Zusatz.  Ist  A  =  0,  d.h.  C=  — }(JV+^9)»  »<>  ^"f*  <*«« 
gegebene  Ebene  (16)  das  Paraboloid  (1)  berQ^ren,  und  man  hat 
Fa=0,  Xz=ia:'y  Fsj/,  Z=2',  indem  der  Punkt  {x'^if)  sein 
eigener  Schwerpunkt  ist. 


SS  Vnr^r dinier :^  ütber  dti  S€gmemi$  an  Paraäei 


ni.    Die  Ellipse   und  die  Parabel. 

In  der  Abhandlung:  »^lieber  die  Segmente  der  Ellipse  and 
Hyperbel»  des  Ellipsoides  and  des  zweitbeiligen  Hyperboloides'* 
(s.  Archiv.  Tbl.  XXVIII.  p.  62.)  habe  ich  gezeigt,  dass  die  Seg- 
mente der  durch  die  Gleichung 

dargestellten  Ellipse,  welche  durch  beliebige  an  die  Ellipse 

gezogen«  Tangenten  abgeschnitten  werden ,  einen  constanten  Fli- 
chenraum  haben,  dessen  GrOsse  F  durch  folgende  Gleichang  be- 
stimmt  wird: 

1      VA« 1 

(3)  F=a6.tArcCos;-     ^      t, 

und  wobei  nur  die  Bedingung  obwaltet,  dass  h  nicht  kleiner  als 
die  Einheit  sei.  Verlegt  man  den  Anfangspunkt  in  denjenigen 
Scheitel  der  Ellipse  (1),  dessen  Coordinaten  —a  und  0  sind,  und 
lässt  die  Coordinatenaxen  ihre  alten  Richtungen  beibehalten,  so 
werden  die  Ellipsen  (I)  und  (2),  auf  das  neue  System  bezogen, 
durch  die  Gleichungen 

(4) 
und 

(5) 


hat.    Setzt  man  nun 


a«        » 

6" 

=  l 

6«- 

1 

!  immerfort  die  C 

ileic 

h 
=  a  — 

-1 

6« 

a  ~ 

■  p. 

(6) 


(7) 

wobei  also  ki  der  A.bstand  der  gleichliegenden  Scheitel  der  zwei 
gegebenen  Ellipsen,  p  die  dritte  stetige  Proportionale  zwischen 
a   und   6   ist,  führt   in   den   Gleichungen   (4),*  (5)  und  (3)   statt 
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b  und  h  die  Constanten  p  und  A|  ein,  und  ISset  die  beiden  ersten 
Gleichungen  in  Bezug  auf  y*  auf,  so  ergibt  sich  nach  einer  leich- 
ten Rechnung  beziehungsweise: 


(8)  y^=^lpx^    ^   . 

(9)  y^  =  ^px^ph,  (2  -  ^)-^  * 

Are  Cos  ^*i  -  ^^  ^  l-(^* 

(10)  F= ^—i ^     °    "^  ' 

(a'p)""* 

Wenn  man  jetzt  bedenkt,  dass  die  Gleichungen  (I)»  (2)  und  (3), 
▼on  welchen  wir  ausgegangen  sind,  f&r  beliebige  Werthe  von  o,  ft 
und  h  ihre  Giltigkeit  haben,  wofern  nur  h  nicht  kleiner  als  die 
Einheit  ist,  so  kann  man  behaupten,  dass  auch  die  Gleichungen 
(8),  (9)  und  (10)  für  beliebige  Werthe  von  a,  p  und  A|  gelten» 
wenn  nur  A|,  der  Gleichung  (6)  entsprechend,  nicht  kleiner  als 
Null  ist.  Lc'isst  man  also  a  und  b  sich  dem  Unendlichen  und  h 
der  Einheit  dergestalt  nähern,  dass  A|  und  p  bestimmte  constante 
Grossen  bleiben ,  was  laut  der  Beziehungsgleichungen  (6)  und  (7) 
immer  möglich  ist,  so  erhält  man  als  Grenzen  statt  der  Ellipsen 
(8)  und  (9)  die  durch  die  Gleichungen 

(11)  y^^'lpx, 

(12)  3^  =  2p(j:-ÄO 

dargestellten  Parabeln,  und  F  bezeichnet  den  Fiächenraum,  wel- 
chen irgend  eine  Tangente  der  Parabel  (12)  von  jener  (11)  ab- 
sdineidet.     Dieser  Flächenraum  erscheint  aber  für  a  =  OD  unter 

der  nnbestimmten  Form  q,  und  muss  sein  bestimmter  Werth  erst 

nach  den  Vorschriften  der  Differenzialrechnung  ermittelt  werden. 
Setzt  man  zur  Abkürzung  den  Zähler  von  F  gleich  Z,  den  Nen- 
ner gleich  iV,  und  -— ^=:Ä,    so  wird  (ur  a  =  oo: 

dZ  

„     X      da        ^      ^     ^     1      SfW^^l      dZ     dZ  dk. 
'^^N'^M'    Z=ArcCosj js— '    iSr=*frf5' 

da 
es  ist  aber 
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also 


dZ 

da 


und 


^=-4(««p)-S.3aV. 
mitbin  für  a=  «: 

oder  weil 

ist,   für   a  =  OD: 

(13)  F  =  1 V^^. 

Aus  der  UebereiDStimmuDg  der  Gleichungen  (11),  (12)  und  (13) 
mit  jenen  (1),  (2)  und  (^)  des  I.  Artikels  dieses  Aufsatzes  er- 
sieht man  schon,  dass  der  obige  erste  Lehrsatz  in  dem  a.a.O. 
für  die  Ellipse  gegebenen  gewissermassen  als  besonderer  Fall 
enthalten  ist,  sobald  man  die  Parabel  als  Species  der  Ellipsen 
betrachtet. 


IV.    Das  Ellipsoid  und   das  elliptische  Paraboloid. 

In  der  am  Eingange  des  vorigen  Artikels  citirten  Abhandlung 
wurde  auch  gezeigt,  dass  die  Segmente  eines  durch  die  Gleichung 
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reprSseotirten  Ellipsoidea  eineo  constanten  Inhalt  haben ,  wenn  die 
achoeidende  Ebene  eine  Berdhrangsebene  des  Ellipsoldee 

(2)  ?  +  §  +  ?  =  iP 

und  A  kleiner  ab  die  Einheit  iet»  und  swar  wird  daa  Volumen  V 
durch  die  Gleichung  bestimmt: 

(3)  p  =  5(^*±i)^il%*,,. 

Wenn  man  den  Anfangspunkt  in  denjenigen  Punkt  des  ElUpsol- 
des  (1)  verlegt,  in  welchem  dasselbe  von  der  negativen  Hatbaze 
der  %  geschnitten  wird,  und  die  Richtungen  der  Goordioatenazen 
unverändert  beibehält,  so  werden  die  EUipsoide  (1)  und  (2)  nn* 
mehr  durch  die  Gleichungen 

dargestellt    Ist  nun  A|  der  Abstand  des  neuen  Anfangspunktes 

von  demjenigen  Durchschnitt  der  positiven  Halbaxe  der  %  mit  dem 

Ellipsoid  (2),  welcher  ihm  am  nächsten  liegt,  mit  andern  Worten, 

c 
der  Unterschied  der  Halbaxen  e  und  j  der  EUipsoide  (1)  und  (2); 

bt  femer  {p  die  dritte  stetige  Proportionale  von  e  und  a,  i^  jene 
von  c  und  ft,  so  liat  man  offenbar: 

(6)  »i  =  c— j=c-j-, 

a* 

(8)  7  =  *»- 

Werden  jetzt  die  Constanten  hi,  p,  q  statt  jener  A,  a,  6  in  die 
Gleichungen  (4),  (5)  und  (3)  eingeführt,  so  findet  man  mit  Leich- 
beziehungsweise : 


(9)  '=p+V+2i' 


2i6  Vnferdinger:  lM.die^€ffakaerfim^.u.ä§BeUiplPmrßö0ioid. 

(11)  F=iy^V(i-^). 

UamiD  dteOlelehuDgen  (I),  (2)  ond  (3)  Rir  beliebige  Wertbe 
▼OD  a,  b,  e  Qod  h  gelten,  sobald  aar  k  oicbt  kleiner  ala  1  iat» 
60  wird  eogleicb  ersichtlich,  dass  auch  die  aas  ihnen  abgeleiteten 
Gleichungen  (9),  (10)  and  (II)  flir  beliebige  Werthe  von  p,  q»  c 
and  A|  Geltung  haben»  wenn  nnr  A|  grSsser  als  Null  ist,  wie  die 
Gleichung  (6)  erfordert  Wenn  sich  daher  a,  b,  e  dem  Unend- 
liebeD'dnd  h  der  Einheit  dergestalt  nflhem,  dass  Äff  p»  7  stets 
eodllche  CirOssen  bleiben,  was  nach  den  Beziehungsgleichungeu 
(B)^  (fy  und  (8)  hamer  mOglich  ist,  so  erhSit  man  aas  (9),  (10) 
oad  (11)  filr  die  Grensen  folgende  sasammengehOrlge  GleMrangen : 

(12)  •  =  ?  +  ?' 

(13)  *=p+Y+*" 

Da  diese  Gleichungen  mit  jenen  (1),  (2)  und  (d)  des  zweiten 
Artikels  dhereinstimmen ,  so  ist  einleuchtend,  dass  der  in  der 
citirten  Abhandlung  fQr  das  BUipsoid  aufgeführte  Lehrsats  obigen 
Bweiten  Lehrsatz  involvirt,  sobald  mau  das  elliptische  Paraboloid 
als   eine    Species   der   Ellipsoide  betrachtet 
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IV. 

ie  Lehre  yom  Wurfe. 


(Ein  Kapitel  ans  der  matbematlaclien  Pbysik.) 

Von 

Herrn  Director  Dr.  Brennteke 

■n  der  Realschule  sn  Posen. 


\ 


__\^ 


Es  bezeichne  A  einen  Ponkt  im  Horizonte ,  von  welchem  eine 
Kogel  unter  dem  Winkel  a  abgeschossen  wird,  so  wird,  wenn 
man  von  der  Anziehungskraft  der  Erde  absieht,  die  Kngel  sich  In 
der  Richtung  der  geraden  Linie  AD  mit  einer  gleichförmigen  Ge- 
schwindigkeit bewegen ,  d.  h.  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Räume 
Burficklegen.  Von  dem  Luftwiderstande  wollen  wir  in  der  folgen- 
den Behandlung  ganz  absehen.  Die  mitgetheilte  einmalige  Ge- 
schwindigkeit wollen  wir  durch'c  bezeichnen,  d.  h.  annehmen,  dass 
die  geschossene  Kugel,  wenn  keine  Einwirkung  der  Ansiehiings- 
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kraft  der  Erde  erfolgte,  in  jeder  Seconde  cFum  dorchflOge.  Wir 
kOnoen  alsdann  den  in  t  Seconden  darcblaafenen  Weg  der  Kagel 
mit  ci  bezeichnen: 

))    AB=ic.t 

Während  auf  der  einen  Seite  durch  das  Beharrangsvermogen 
die  Kngel  die  Richtung  AB  beibehält,  wird  ihr  durch  die  Schwere 
in  jedem  Momente  ein  senkrechter  Impuls  mitgetheilt»  der  sie  nach 
dem  Mittelpunkte  der  Erde  zieht  Die  Kugel  wird  daher  in  jedem 
Momente  ihrer  Bahn  fallen,  und  ihr  Weg  wird  nicht  durch  die 
gerade  Linie  AB,  sondern  durch  die  Cunre  AE  dargestellt  wer- 
den« Nach  Verlauf  von  t  Secunden  wird  daher  die  Kugel  einer- 
seits in  B  angekommen  sein,  andererseits  gfi  Fuss  nach  den 
Gesetzen  des  freiien  Falles  gefallen  sein,  wo  unter  g  der  Fallraum 
In  der  ersten  Secunde  im  luftleeren  Räume  verstanden  wird,  also 
ungefilhr  ISS  preuss.  Fuss: 

2)    BE  =  gfi. 

Es  ist  nun  möglich,  nach  <  Secunden  die  Weite  AF  und  die  Hube 
EF  der  abgeschossenen  Kugel  zu  bestimmen : 

3)    AF=:ct.coaa, 

4)    EF=:ct.8\na^gt^. 

Es  ist  nun  leicht,  die  Zeitdauer  des  ganzen  Wurfes  zu  berech- 
nen. Man  hat  dazu  nur  nuthig,  zu  untersuchen,  för  welchen  Werth 
von  t  die  Hube  EF  =  0  wird.  Zunächst  geschieht  dies  flSr  t=0, 
und  dann  für  c.sina  — (gr<  =  0;   man  erhält  dadurch: 

^v     r.  .   ■  «       «TT    4.  c.sina 

5)  Zeitdauer  des  Wurfes  = • 

9 

Die  Zeitdauer  des  Wurfes  ist  daher  ein  Maximum  für  a=90^y 
d.  h.  beim  senkrechten  Wurfe.  Setze  ich  den  Werth  von  5)  in  3) 
ein,  so  erhalte  ich: 

6)  Weite  des  Wurfes  ^^^'^^. 

Die  Weite  ist  daher  ein  Maximum  für  a=i5^  und  beträgt  dann  q-  . 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Höhe  des  Wurfes  zu  bestimmen. 
DafBr  muss  man  sehen,  für  welchen  Werth  von  t  der  Ausdruck 
flir  EF  in  4)  ein  Maximum  wird.  Wir  werden  untersuchen ,  was 
daraus  wird  für  die  drei  benachbarten  Werthe  t—t,  t,  i-\-x,  wo 
V  sehr  klein  angenommen  werden  soll. 


M  0»  $f 


»9  »$  t9 
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Hohe  Mr  Zeit  I-t  wt  ase<.8hi«-^-f(e.8iiia~^)-^, 

I         „    =c<.8in«— ^, 

E«  erhellt»  daee  der  mittlere  Werth  grOeeer  ist  als  der  vor- 
bergeheode  nod  nachro^nde,    wenn  csina  — ä^isO,   d.  h.  ftr 

t=    'q^     ,   oder  nach  6)  filr  die  halbe  Zeitdaaer  des  Wurfea. 
Setzen  wir  dieaen  Werth  flir  <  in  4)  eb,  so  erhalten  wir: 

^«                  c.aino         Aln*»     .      Ain^ 
OP  =  c.»ina.-^^ Ü^-J^  ««•'   H^' 

c'.ain^K 
7).   GrOaate  Hdhe  QP=^       . 

Dieaea  iatehiMazinram  fdrossOO^,  d.h.  beim aenkrecbten Wurfe, 
WO  wir  als  grOaate  Hohe  erhalten  jr*     Vergleichen    wir    dieaen 

Werth  mit  6)»  ao  erhellt,  daaa  man  im  gflnatigaten  Falle  nar  halb 
80  hoch  achieasen  kann  ala  weit 

Es  handelt  sich  jetzt  danim,  die  Richtung  dea  Worfes  nach 
der  Zeit  t  zu  bestimmen,  welche  Richtung  in  der  obigen  Figur 
durch  die  Linie  EJ,  Tangente  an  die  Cnnre  In  £,  angedeutet 
worden  ist.  Wir  ziehen  zu  dieaem  Zwecke  eine  Parallele  EG 
mit  dem  Horizonte,  so  ist  der  ^JEG,  den  wir  durch  B  beaeidi- 
nen  wollen,  der  gesuchte.  Sind  nun  E  und  M  zwei  benachbarte 
Punkte  der  Cunre,  so  wird  die  Tangente  in  E  mit  dem  Bogen 
EM  (einem  Elemente  der  Curre)  zuaammenfallen.  Fällen  wir  Ter- 
ner  von  M  ein  Lotb  auf  den  Horizont  und  bezeichnen  aeinen 
Durchschnittspunkt  mit  EG,  welches  parallel  mit  dem  Horizonte 
aein  soll,  mit  JV»  so  erhalten  wir  ein  rechtwinkligea  Dreieck  EtlM, 
indem  wir  das  Element  EM  der  Curve  ala  eine  gerade  Linie,  als 

IVM 
die  Hypotenuse  dieaes  Dreiecks,  ansehen  können.   Es  ist  jmsstgfl, 

wo  EN  ==  h  der  Zuwachs  der  Weite  des  Wurfes  tat  die  Zelt  t 
ist  und  NMzrt  der  Zuwachs  der  Höhe  sein  soll.     Wir  könne» 

daher  auch  sagen  tgd  =  T.    Es  handelt  sich  jetzt  darum,  Aund  k 

ala  Functionen  von  t  darzustellen.    Aus  3)  ergiebt  sich  Aser.coaa, 
ans  4)  *=cTsina— %^<*— 5rt*: 

AscT.cosa, 

*  =  c«.sin«— 2y<*— 5Jff*, 
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Dividiren  wir  nun  h  durch  h  and  »etiett  DEchher  Grenia  Ton 
T=:0,    80  erhalteu   wir: 

«)     tgftr=tg« 22L_. 

'      ®        ^         c.cosa 

Betrachten  wir  den  flir  0  in  9)  erhaltenea  Werth,  30  finden  wir 
Bonftchst»  das«,  (ilr  f:sO,  tgd  =  tgo;  dass  dann  der  ^d^nimmt» 

bis  tga^^;^=:0  wird,  d.  h.  fiir  <=^^^,  d.  h.  nach  5)  für 

die  halbe  Zeitdauer  des  Wurfes,  oder:  Wenn  die  Kugel  auf  ihrer 
höchsten  Hohe  angeliomnien  ist,  fliegt  sie  einen  Angenl^iick  paral- 
lel mit  dem  Horizont.  Nachdem  die  Kngel  ihren  Gulminationspunkt 
passirt  hat,  wird  tgd  negativ,  d.  h.  der  Winkel  B  wird  negativ, 
oder  die  Richtung  wird  entgegengesetzt  der  orsprOnglichen  AB. 
Nach  Verlauf  der  ganzen  Zeitdauer,  in  dem  Augenblicke,  wo  die 

Kugel  den  Horizont  wieder  errieicht,  (Sr  ft=:-l-^— nach 5),  erhal- 
tet wir  tgö=— tgc. 

Es  kann  ferner  nach  der  Geschwindigkeit  der  Kugel  nach 
Verlauf  irgend  welcher  Zeit  gefragt  werden.  Dazu  müssen  wir 
feigende  Betrachtung  anstellen.  Die  Geschwindigkeit  ist  derjenige 
Qnotienl,  welchen  man  erhält,  wenn  man  den  Weg  durch  die  Zeit 
dividirt.  Wir  erhalten  also  die  Geschwindigkeit  der  geworfenen 
Kogel-in  £7,  d.  h.  nach  Verlauf  von  t  Secunden,  wenn  wir  EM  durch 
T  dividiren,  wo  wir  die  Grenze  von  t  gleich  Null  nehmen. 


EM:=^  VA*  +  A:«  =  x.Vcacosaa+(c.8ina— 2^/— ^t)«. 
Es  ergiebt  sich  daher: 

10)  Geschwind,  nach  Verlauf  von  i  See.  =  V^c*.  cos*a-f  (c.  sina— 2y0* 

Grenze  von  t=0. 

c  sin  OL 
Dieser  Ausdruck  ist  ein  Maximum  für  f=:0  und  (=— ^ .  den 

9 
letzten  möglichen  Ausdruck  für  ^,  d.  h.  am  Anfange  und  am  Ende 

des  Wurfes,   wo    wir   alsdann    die  Geschwindigkeit    c   erhalten. 

Dagegen    ist   der  Ausdruck  ein    Minimum   für  c.sina  —  2^f  =  0, 

c*  sin  ff 
d.  h.  für  <="-^9 od«''  nach  5)  in  der  Mitte  des  Wurfes,  wenn 

die  Kugel  auf  ihrem  höchsten  Punkte  angekommen  ist.  In  dem 
höchsten  Punkte  hat  jeder  geworfene  Korper  die  Geschwindigkeit 
c.cosa.  Bei  dem  senkrechten  Schusse  also  giebt  es  einen  Au- 
genblick, wo  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  Null  ist. 
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Der  Aosdruck  ffir  die  GetehifiDdtgkeit  der  JEngel  hat  noch 
die  praktische  Bedeutung,  dass  er  uns  in  jedem  Augenblicke  die 
Kraft  des  Schusses  angieht«  z.  B.  anzeigt/  däss  die  Kugel  heim 
senkrechten  Schusse  auf  ihrem  bctehateo  Punkte,  todt  ist 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  frage  zu  beantworten  dber  die 
Beschaffenheit  der  Curre«  welche  die  Kugel  beschreibt  Zu  die« 
Sem  Zwecke  denke  ich  mir  den  AufaBgspMfct  des  senkreehtei 
rioordinatensystems  in  den  höchsten  Punkt  O  gelegt  und'>iifclin# 
als  Abscissenaxe  an  das  auf  den  Horizont  geföllte  Loth  OP.  Di« 
positive  Halbaxe  der  Ordinaten  denke  ich  mir  nach  der  Seite  ge- 
richtet, wo  det  Anfangapnnkt  ^.des  Wolfes  liegt.  Ist  nun  die 
Kugel  in  E  angekommen,  so  ist  J^6r  =  y,  OGssjc.  Es  handelt 
sich  darum,  zwischen  beiden  Grössen  y  und  j?  eine  Gleichung 
aoftustcllen.  >  ♦    - 

m       *     O 

Em  Ist  aber  äP  nach  6)  s::-— ^ «dagegen  AFtszet^mtk^p  wo- 
raus folgt:  '     ,  .     : 

c*.sin2tt 
II)    |f  SS jr; cf.cosa. 

«^ 
Dagegen  ist 

xz=OP-^EF, 

c^»  sin^tt 
12)    a:= — \  ■■  ■■ -^cf.sina4  jr<*. 

Man  kann  nun  aus  11)  t  berechnen 

c.  sin  2a  y      c  .sin  a  y 

4^.cosa       c.coso  ^g  c.cosa' 

#s  —  c*.sin*tt  y*  y.sina 

"*       Ag^       ■  c*.co8*«       g,co8ir' 

Setzt  man  diese  Werthe  für  i  und  (*  in  12)  ein,  so  erhält  man: 
1AV  ff  «     ^        •     c*.co8*a 

Die  Curve  AEO,  welche  die  geschossene  Kugel  beschreibt,  Ist 
atoo  eine  Parabel,  deren  Parameter,  d.  h.  der  Abstand  ihres^Brenn- 

£•2  ^  cos  ^ti 

panktes  von  der  Leitlinie,  £=■■;  '2 —    Ist.     Die    Beschaffenheit, 
dieser  Parabel  hängt  also  ab  von  den  drei  Werthen  y,  c«  o. 


883  Bremntckt:    Di9  Uhrt  vom  Wurfi, 

Jedes  Element  der  Paimbel  ist 

=f.Vc*.coe\r+(c.»iDa— 2y0« 
(vergl.  die  EntwiekehingTerNr.  10)  oder 

=  f..Vc*— 4<^»ine.«  +  4^.A 

Ee  Ist  demnadi  leicht»  die  Liage  des  Wegee,  welcbeo  die  Kugel 
iieedreiiitt  tod  ^  bie  £  nach  Verlanf  der  Zelt  t  so  berechnen; 
wir  finden: 

14)    Bahn  =  /  A  .  Vc>-4eveina.e-f  4a*.^. 

Bei»  ganaen  Wege  ist  die  obere  Grenze  den  beetimroteo  Inte- 

.     .      c.aina 
grab  ^-—^ 

•  Nehmen  wir  dae  obige  nnbeetimmte  Integral  mit  Wegiassong 
der  Conatante»  so  finden  wir: 

15)    fdiW  i^-4c^in«.«4^^=^2t^l??. V  c«-4<9aina.e^4^ 
+      .        .  log(^<— cslna-f  VcS— 4c(78ina.<-f4j^| 

wo   6=2^ — caina. 

Fdr  den  ganzen  Weg  hat  man  als  obere  Grenze  t  =  -^ und 

als  untere  Grenze  t  =  0  einzusetzen,    und  man  erhält: 

•.«..«  c*sina  .  c*co8*»  ,     l-|-sina 

16)    die  Babnlänge  =— —  +  -J^'^^T^^n« 

c*  -  .       .  cos'a ,      1  +  sin  a- 

=  s-rsina-l — 5 —  logi ; — ]. 

2|gr*-         '      2         ®1 — sin«-' 

Dieser  Ausdruck  wird  für  den  seolcrecbten  Wurf,  d,  h.  flir  o=90^ 
»gleich  ^-f  was  mit  7)  fibereinstimmt,  d.  h.  gleich  der  gr5ssten 
Weite  bei  46«. 
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Es  ist  hier  immer  der  natfiriiche  Logarithmus  gemeint  für  die 
Basis  6=2^182818.... 

Der  erste  DiiFerenzialqaotieDt  des  Ausdrucks  fdr  die  Bahn  ist 

c*cosa  .  l-fsincr. 

— o |2 — smo.log^i ; — 1. 

2g     ■■  ®1  — sin«-" 

Setzt  man  den  in  der  Klammer  befindlichen  Ansdrack  gleich  Null, 
so  findet  man  nahezu  a  =  56^  27'  ^1"  ^  während  der  zweite  Dif- 
ferenzialquotient  dann  negativ  wird,  also  die  Bahn  selbst  ein  Maxi- 

mum.    Alsdann  erhält  man  für  die  Länge  der  Bahn  q-,  14996786« 

d.  h.  dieselbe  ist  in  ihrem  Maximum  um  beinahe  ein  Fünftel  län* 
ger  als  die  grösste  Weite  (bei  46^.  Berechnet  man  die  Länge 
der  Bahn  fiir  a  =  45<^9  so  erhält  man  einen  viel  kleineren  Ausdruck, 
nämlich  das  l,1477937bche  der  grössten Wette,  d.h.  die  Bahn  ist 
dann  etwas  länger  als  der  siebente  Theil  der  Weite  des  Wurfes. 

Den  Ausdruck  ilogi -, —    kann    man    auch    umformen    in 

3  1 — sina 

Iogtgi(90^  -|-  ^)»  wodurch  sich  die  Rechnungen  noch  mehr  ver- 
einEachen.    Die  Bahn  selbst  ist  dann 


^  [sin«  +  cos«a.logtgl(90o+nr)], 


Um  das  Maximum  von  der  Länge  der  Bahn  zu  finden,    hat 
man  die  Gleichung 

1— sinix.logtg(45O-|-ia)=0 
nach  «  aufzulösen. 
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V. 

Uebangsaafgaben  für  Schiller. 


Von  Herrn  Fmni  Unferdinger,  LebensTeraicherongf-Calcolator  der 

k.  k.  p«  Aiienda  Afficiimtrice  xo  Trieat. 

L    Es  sind  ans  folgenden  vier  Gleichnngen  die  vier  Unbe- 
kannten »i9  x%,  ffiM  y%  zu  bestimmen: 

2.  Ee  soll  gezeigt  werden ,   dass.der  folgende  Auedmck  A 
eine  symmetrische  Function  von  a,  6,  c  ist: 

A      r     i)a_l          .  .2SiDi6SinlcSini(6  +  c) 
^  =  Cosi(6+c-a)+ sini(a+6+c) ' 

3.  Wenn  k  und  F  constante   Grossen   bezeichnen,    k=e^ 
ist  und  1}  als  Function  von  |  betrachtet  wird,  so  soll  aus  folgen- 

der  Gleichung  --ri   durch  Differenziation   bestimmt  werden: 

Resaltat: 

dii      k-lW  (2Aii)»-A«it(l  +iÖ*. ,    2itt?+V  (2itii)« -  A«A(1  +Ü^ 
4i—k  +  l  hk  *  *'2Aii-V^(2ft,j)«— A»it(r+"Ä)»* 
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VI. 

H  i  8  c  e  1  1  e  n 


Bemerkungen  zur  analytischen  Geometrie. 

Von    dem    Heraotgeber. 

Besonders  bequem  für  viele  Untersuchuogeo  ist  der  folgende 
Ausdruck  der  BedingungsgleiGhung,  dass  drei  gerade  Linien  sich 
in  eioem  Punkte  schneiden. 

Die  drei  geraden  Linien  seien  bestimmt  durch  die  Punkte: 
so  sind  ihre  Gleichuqgeo: 

y— /'=jprr^(^-^); 

und  wenn  nun  Xt  Y  die  Coordinaten  ihres  gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunkts  sind,  so  hat  man  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen : 

Y" W 

T-y''  =  ^r:^{X-af), 


y-r=^r:Si,i^-^h 


236  MtteeUen. 

oder,  wie  mao  bieraoe  leicht  findet: 

(X'—x^  ¥-(¥''-y')Xz=^(X''—a/')-'a!"(  T'—y"), 
(XJ'-x")  r—(  F"  -y»)  X=i/'(X'^-a^)-a^(  V-^)- 

Maltipiiciren  wir  diese  Gleichungeo  nach  der  Reihe  mit 

{X'—ari{T"—f^  -(Y'—y'){X'"—ar), 
(Ä''-af)(r'-y')  -  (V-iT)  (X'-x'), 
(X'  -  x')  (r--y^-(r'-y')  (X'  -af) 

and  addiren  sie  dann  zu  einander,  so  erhalten  wir  die  gesuchte 
Bedinguogsgleichung : 

0= \y'(X'-xO-x'(  Y'-y')  \  { (X'-^'K  F^-jD-C  y-^^X^-af^  \ 
+  \^(X'-a^)-x>'(  r»-^  \  t  (X'-ani  F'-yO-('F"-s-)(Jf'-a:')  | 
+  \^(Xr-af)-a^(  F^-jT)!  \(X'-a^(  F'-y')-(  F'-j^XA»-«*)}, 

oder: 

0=(x'-x''X  F'-yO(  r'-y')(X'-a^H(y'-}^(X'-x')(X''-x^(  F«-y») 
+(^"-0^%  Y''-y"X  Y"'-y''XX'-xO+(y'-y")(X''-x')(X'"-af")(  Y'-y') 
M^'-x-K  Y'X-'fX  Y'-y')(X''-x")^-(^-y%X'»-ar){X--x^(^  ^''-y"), 

oder  auch: 

0  =  (y  F'  -y'X') t  (  r  -  x") ( F"-/')- ( F" - y") (X'"-af") \ 
+  (a:"  Y"  -y'X")  \(X'"-af")  ( F'  -y')  -( F'"-  y«')  (A'-a;')  l 
+  {oT  F"-»«' A«")  I  (-¥'  -  X')  ( F"  -y")  -  ( F'  -y)  ( ^''-x")  t. 

Setzt  man  z.  B. 

A'  =i(a;"  +a^),     F'  =4(y +y*); 

A''=Ua:"+^').     F''=4(y"+y'); 
X>"  =  4(x'  +  a:") .     F"  =  i(y'  +»") ; 

80  zeigen  sich  die  obigen  Gieichnngen  identisch  erfiBlIt,  woraus 
der  bekannte  Satz  vom  ebenen  Dreieck  folgt,  dass  die  drei  Gera- 
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den,  welche  die  Spitzen  des  Dreiecks  mit  den  Mittelpunkten  der 
Gegenseiten  verbinden,  sich  immer  in  einem  Punkte  schneiden. 

Liegen  die  drei  Punkte 

iX'Y'),  (X'V),  (A*r") 

respective  auf  den,  ilen  Punkten 

(a:y),    (a:V).    (^9^ 

gegenflberliegenden  Seiten   des  durch  die  drei  letzteren  Punkte 
bestimmten  Dreiecks,  so  ist: 

■ 

■ 

y-tf'+iif-p') = p^t(^'-^)+(«'-*")i. 
}"'-»"+(»'-yo=^ESt(X''-*'')+(*"-^)i. 

I'"'-y"+{y-y')=jE-$KJE"-«*)+(**-«')l5    ■. 

woraus,    wenn  man  der  Kurze  wegen 

setzt,    sogleich  die  drei  folgenden  Gleichungen  erhalten  werden: 

(a:'^-ar')(F*'-y'')-(y^— yO(Jf''— a:*')  =  ^. 

die  sich  durch   ihre   symmetrisc^he  Form  gleichralls  ftlr  manche' 
Untersuchungen  empfehlen. 


oder: 
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A«nug  wnm  «iMitf  Briefe  de«  Herrn  Fteoe  Uoferdlnger  su  Trie«! 

an  den  Herenegeber. 

1d  letzterer  Zeit  beschäftigte  ich  mich  mit  der  UntereuchuDg 
des  sphärischen  Dreiecices  in  Besag  auf  die  Radien  seiner  ein- 
geschriebenen und  umschriebenen  Kreise,  und  bin  dabei  su  einer 
ziemlichen  Anzahl  interessanter  Relationen  gelangt,  von  welchen 
ich  Ihnen  einige  hier  mitzutheilen  mir  erlaube,  in  der  Absicht» 
Ihnen  später  darüber  ansfiShrlich  sn  berichten.  —  Bezeichnet  man 
die,  Radien  der  vier  Berfihrungskreise  mit  Q»  Qi»  Q%f  Qu»  den 
Radius  des  umschriebenen  Kreises  mit  r  und  mit  r^,  r^,  rg  die 
Radien  der  den  drei  Mebendrdecken  umschriebenen  Kreise,  so  ist 

M|  MMl  MM\ 

•*^='Sini(a  +  6+c)'    '*^»~Sini(6+c-=^'    **^=Sini(a+c^' 

U.       S.       W.   y 

2SiniaSin46Sintc_,/    111        J^\ 
*»""  Hl  ""*Upi"*^tg^+tg(i,      tg^r 


2Siii4aCosi6Cosic_./ 1     .1.1  1  \ 

Sin«i£  = 
\tg^  "*"  tgPa  "*"  tg^/ 


w. 


\tg^    tge«    tg^      tg^i/\tgp    tgpi    tg^3      tg^Vtgp^  tg^ '  tgp«     tgpa/ 

Single  =  T 7-^^ — 7 ,  u.  s.  w.  t 

tg»'|tg»'atg»'8 

wobei 

J5fi«=Sinl(a  +  6  +  c)Sin4(6  +  c— a)Sini(a+c— 6)Sin4(a  +  6-c) 

=  tgptgfttg^atgp8 
und  e  der  sphärische  Ezcess  des  Dreieckes  ist. 


De  vero  valore  constantis,  quae  in  logarithmo  integral!  occurrit. 

Anct.  D*v.  Christiane  Fr.  Lindman,  Lect.  Strengn. 
In  supplementis  (II.  pag.  813.),  quibus  Cel"«  Grunert  Lexi- 
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con  Klfigelianam  auxit  et  locnpletavit«  duo  hajus  eoostantis 
(=  O   Falores  exslstant.    Mascheroni  invenit 

C  =  (V57721566490193386061811209008230     . 

et  Soldner 

C  =  0,5772156640016328606065. 

Qaoniam  dedmales  hormn  Valonun  XX«,  XXI«,  XXII«  inter  se 
diaerepant,  mihi  venit  in  mentem  quaerere,  quid  veias  valor  esaet 
CoDstanS:  illa  maltis  raodis  compntata  est;  qood  ei  maltae  ded- 
males desiderantar,  via,  qaam  secutus  est  Eytelwein  (Grond- 
lebrenll.  pag.643.,  644.),  faeillima  videtar.  8i  igitur  in  formal« 
cognita  (Gronert,  Suppl.  I.  p.  699.) : 


f=jf 


£^,(.)=c'+M.)dx+i,(.x)+  ^^.^  -  rS-,.  ^ 


+  etc. 


ponimus  (p{x)  =  — ,  invenitur 


X 


f5=^+'-+4-&  +  ä-&.  +  «*- 


ubi  eet  C  constans ,  de  ^ua  agitnr.    Posita  serie 


l.:»i    ?L.ä±.    «tc^-rl 


habebimus 


C=G\, 

*='!  11 

S  -=Gl  +  iF+--G- 


vel,  a;  =  n  -|- 1  posita. 


Gl=  £l+G,^--^_/(nfI) 


yel 


Numero  n:=99  poeito,   inveni: 


MO  MüeeUtu. 

'^*  *  i  BS  5,I77377SI7839fla0a6060BlI7e7B6S825316 

SP 

r|jQsaO0B0063332600O3g8783737732379^97772 


5,I8238S850889624228642404g9945Iia068 
— /100= 4,60BI70]8Sg680n36803Sge2g0036872841 
C=a8772I5664g01S32S606066ia0900S340247. 


ValoTM   S    —t    W]]B(  IpsecompotaTiet  e  ratione,  qaa  pmu  mmi, 

»=»»  j  ' 

•aqaUar,  at  in     iS    —  deeimalM  XXXIII  veri  sint    /lOO  •  tabn- 

lls  Calleti  sumptL     Ne   quid  iDcerä   hac  in  re  maneret,   con- 
•taotom  deimo  compotaTi,  posito  n=19.    Ita  ioveni 

II*  -=3.5477396671436819114837691 

4-  6^=0,0252062813118419425579669 

3,5729479384555238540417360 

-.  /a0=^9957322735539909934352236 

C=0,57721566490153286060651^, 

abi  XXllI  decimales  certo  sunt  verae.    Sequitur,  ut  yalor  a  Söld- 
ner datus  recte  se  habeat. 


Berichtigungen. 

Theil  XXVl. 

S.  476.  Z.  2.  V.  u.  statt  :r=0  setze  man  x=ia. 
„  479.  „  5.  V.  0.     „     26x^     „        .,     26a:^. 

Theil  WVIl. 

S.     6.Z.  9.  V.  o.  statt  „ major"  setze  man  ,, minor." 

cCos(g^y)                       cCo8(Ä-y)-a: 
„  296.  „  9.  V.  Q.     „ setze  man -— ^ . 

X  1 

cCjObCB — v)       aCosf/      ^ 
„  296.  „  3.  V.  u.     „     1 ^ — =  0  setze  man 

-     cCos(J?— y) — X  ^  flCosy  — j? ^ 

*w^      «.                    aCosy      ^               aCosy — x 
„  297.  M 11* v.o.     „     — --^  setze  man  ^- . 


Ultraritcher  Derichl  C.XIV, 


Literarischer  Bericht 

CXIV. 


Arithmetik. 

Theorie  und  Anivendung  d«r  Determinanten.  Mit 
Beziehung  auf  die  Origioalquellen  dargestellt  von  Doc- 
tor  Riebard  Daltzer,  Oberlehrer  am  städlischen  Gym- 
nasium  zu   Dresden.    Leipzig,    (llirzcl.)     1857.     hoch  4<>. 

Im  Literar.  ßer.  Nr.  CVIII.  S.  4,  haben  «vir  die  schöne 
Schrift  Toii  Francesco  Brioscht  iii  der  mit  einer  Vorrede  des 
Herrn  Prof.  Schellbacb  in  Ucrliii  versehenen  deutschen  Ueber- 
setzung  von  Herrn  Oberlehrer  Bertram  in  Berlin  angezeigt. 
UerrDoctor  Baltzer  sagt  in  der  Vorrede  zu  seiner  Schrill:  „Dass 
»  den  Muth  gehabt  iiabe,  seine  Schrift  neben  und  nach  der 
Schrift  von  Brioschi  herauszugeben,  gründe  sich  hauptsächlich 
auf  die  Verschiedenheit  in  der  Anlage  und  Ausführung  seiner 
Arbeit.  Um  den  theoretischen  Kern  des  Gegenstandes  mOglichst 
rein  herauszuschälen,  habe  er  die  Uauptelgenscbaften  der  Deter- 
minanten und  die  darauf  gegründeten  Algorithmen  in  synthetisch 
genau  arliculirtem  Vortrage,  nie  er  den  Lehrbüchern  von  Alters 
her  eigne,  abgehandelt  und,  wo  es  nwthig  schien,  durch  einfache 
Beispiele  erläutert.  Es  künne  zur  klaren  -Einsicht  in  die  Lehr- 
sStze  eines  Systems  nur  erwüusclit  sein,  bei  jedem  Lehrsätze  die 
Summe  der  Prämissen,  auf  denen  er  beruht,  immer  gegenwärtig 
zu  sehen.  Dagegen  habe  er  die  Anwendungen  auf  Algebra,  Ana- 
lysis  und  tieomelric  iik  einen  besonderen  Abschnitt  vereinigt,  um 
durch  grü.sseren  Zusammenhang  leichlere  Auffussung  und  in  den 
einzelnen  Materien  eine  gewisse  Vollständiglteit  erreichen  zu  kön- 
nen. Uetierall  aber  habe  er  mit  unablässigem  Bemühen  den  Lehr- 
sätzen und  Beweisen  möglichste  Präcision  zu  verleihen  gesucht, 
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wo  sie  derselben  noch  m  eDtbebren  schienen.    Bei  Annahme  von 
Beseichnnngen  und  Benennungen  in  diesem  Gebiete  habe  er  Sngst- 
liehe  Vorsiebt  anwenden  an  müssen  geglanbt,    well  die  nenere 
Biathematik  ohnedies  von  manchen  Ansscbweifongen  sflgelloser 
Terminologie  mit  Sprachverwirrung  bedroht  werde '^).    Besonders 
aber  habe  er  'gewünscht»  seiner  Arl»eit  dadurch  einigen  Werth  an 
▼erleihen,  dass  er  so  viel  als  möglich  bis  wa  den  Origlnalqnellen 
vorzudringen  suchte,  um  die  ersten  Erfinder  von  Methoden  und 
die  ersten  Entdecker -von  Lehrsätzen  citiren  zu  kOnnen.    Solche 
Citate  seien  nicht  nur  ein  Opfer,   welches  die  spitere  Zeit  den 
früheren  Offenbarungen  des  Genius  schulde,  sie  bilden  ein  Stück 
Geschichte  der  Wissenschaft  und  laden  zum  Studium  der  hohen 
Werke  ein,  aus  denen  die  Wissenschaft  aufgebaut  ist,   nnd  in 
denen  noch  immer  reiche  Schütze  ruhen«    Freilich  könne' er  nicht 
erwarten,  dass  sein  Suchen  hierbei  allemal  zum  Finden  des  Rich- 
tigen geßihrt  habe;    er  hoffe  aber,  dass  verlautete  Irrthümer  zu 
gelegentlicher  Aussprache  des  Richtigen  Veranlassung  geben  wür- 
den. *'  —  Wir.  haben  über  diese  so'  bescheidenen  Aeusserungen 
über  eine  wahrhaft  tüchtige,  offenbar  mit  grosser  Liebe  zur  Sache 
von  ganz  selbststSndigem  Standpunkte  aus  unternommene  Arbeit 
eine  grosse  Freude  gehabt,  und  stimmen  dem  Herrn  Verfasser 
im  Allgemeinen  überall  vollstSndig  bei,  namentlich  aber  auch  da- 
rin,  dass  seine  Arbeit   neben   der  allerdings  trefflichen   Arbeit 
von    Brioschl    aus    den    von    ihm    selbst   angegebenen   Grün« 
den  sehr  wohl  bestehen  kann  und  ihren  eigentbümlicben  Werth 
hat.    Will  uns  jedoch  der  Herr  Verfasser  erlauben,   uns  selbst 
noch  auszusprechen,   worin  wir  den  Haoptunterschied  zwischen 
beiden  Arbeiten  finden,   so  wollen  wir  bemerken,    dass  uns  der* 
selbe  hauptsächlich  ^arin  zu  liegen  scheint,   dass  der  Charakter 
der  Darstellungsweise  seiner  Schrift  hauptsfichlich  und .  vorherr- 
schend ein  combinatorischer  ist  und  schon  darin  den  deut- 
schen Mathematiker  erkennen  läset,  dass  dagegen  der  italie- 
nisch e ,  vorzugsweise  der  f r a nzGsischen  Darstellongsweise  sich 
zuneigende  Mathematiker  darin  sich  kund  giebt,   dass  seine  Ent- 
Wickelungen,  wenn  auch  allerdings  vielfach  combinatorischer  Na« 
tur,  doch  auf  einem  Wbit  mehr  eigentlich  analytischen  oder 
eaiculatorischen  Wege  zu  den  gesuchten  Resultaten  gelangen. 


*)  Eine  fehr  richtige  und  sehr  xn  behersigendo  Beroerlrong!  'Hah 
denke  nur  s.  B.  an  die  Ohm^echen  bnbjloniechen  Thfirme  In  dieeer  Be- 
ziehung! ad  denen  aber,  Gett  sei  Dank,  frellieh  jetit  niehl  mehr  ge- 
bant  wird,    und  die  daher  dem  vollataadigen  Blnetune  cefar  nahe  tind. 

G. 


Uterariacher  Bericht  CXiV.  3 

■Was  wir  hiemit  ganz  in  der  Kürze  sagen  und  andeuten  wollen, 
wird  Jeder  wissen,  wer  den  Entivichelungsgang  der  ganzen  ana- 
lytischen Wissenschart  nach  den  verschiedenen  Richtungen  hin 
genau  kennt  und  sorgfältig  verrolgt  hat;  grüsserer  Ausführlichkeit 
bedarf  es  hier  nicht.  Aber  eben  dieser  verschiedenartige  Charalc 
ter  beider  fjchriften  ist  für  uns  interessant  gewesen,  und  beslimrat 
uns,  nochmals  auszusprechen,  dass  wir  vollkommen  der  Meinung 
sind,  dass  beide  sehr  wohl  neben  einander  bestehen  kSnnen,  und 
dass  jede  ihren  eigentfifimllchen  Werth  hat,  weshalb  wir  auch 
nicht  anstehen,  die  neue  Baltzcrsche  Schrift  unseren  Lesern 
recht  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlen,  ganz  eben  se,  wie  wir 
dies  früher  mit  der  Schrift  von  Brioschi  gelhan;  das  Studium 
derselben  wird  einem  Jeden  vielfache  Belehrung  gewähren,  wobei 
wir  uns  auf  die  oben  von  uns  angegebenen,  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser selbst  namhaft  gemachten  Gesichtspunkte  beziehen. 


^'  Astronomie,  ' 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost.  MajestSt  auf  öffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Director 
der  Sternwarte.  Dritter  Folge  Sechster  Band.  Jahr- 
gang 1856.    Wien.  1S57.    8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  wieder  einen  neuen  Band  der  Annale» 
der  so  thütigen  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  anzeigen  zu  können, 
durch  deren  überaus  regelmässige  Publicirung  ihr  so  vielfach  verdiei 
ter  Director,  Herr  v.  Littrow,  sich  ein  grosses  Verdienst  um 
die  Wissenschaft  enrirbt,  und  wünschen  sehr,  dass  er  in  dieser 
<o  erfolgreichen  und  wichtigen  Thüligkeit  nie  ermüden  möge 
Der  Inhalt  dieses  Bandes  ist  folgender:  Resultate  der  -Pia 
neten-Beobachtungen  am  Meridiankreise  in  den  Jah- 
ren 1844  bis  1850.  -  Beobachtungen  der  neuen  Planeten 
am  Refractor  in  den  Jahren  1853  bis  1856  von  Doclo 
K.  Hftrnstein,  Adjunclen  der  k.  k.  Sternworte,  wobei  wi 
bemerken,  dass  überhaupt  alle  Rcfractorbeobachtungen  an  der 
Wiener  Sternwarte  von  Herrn  Doctor  Hörn  stein  herrühren  und 
von  demselben  redigirt  werden.  —  Den  Schluss,  als  Fortsetzung 
von  Annalen  Fol|>e  3.  Band  III.,  bilden  Zusätze  und  Verbes 
serungen  zu  dem  Kataloge  der  nürdlichen  Argelander 
sehen  Zonenbeobachtung^n  von  Herrn  Wilhelm  Oeltzen 
Assiatenten  der  Sternwarte.  —  Neben   diesen  eigeDtlicheD  utro- 


4  liarariscAer  ßirUfki  CXiV. 

omiteehe»  Beobachhmgen  werdeo  auch  m^teorologliohe  Beohacli* 
HiDgen  io  deo  Kreis  der  Arbeiten  der  Wiener  Sternwarte  geaogetti^ 
die  sieh  auf  Baromet^»  Tbermometer»  Donstdrsek,  Wind,  Wii« 
temng»  Uaximiim^  und  Minimam^Tliermonieter  aad  Ombrpmeter« 
aDgemeine  Bemerkongen  beziehen,  und  täglich  dröitnals  6  Uhr  Mor- 
gens, 3  Ohr  Nachmittags»  10  Uhr  Abends  angestellt  werdeti;  tod 
diesen  metöorelofiischen  Beobachtungen  liegen  uns  die  von  Herrn 
Jkdolf  J#aeph:PI«k  sorgftitig  nddnctrten  und  maadunengestett' 
IM  Jahrgänge  1651,  1862,  1853,  1854,  UBS  rar. 


it  < 


» . . 


Vermischte  Schriften. 

Annall  dl  scienze  matematiche  e  fisiche  compflatl 
da  Barnaba  Tortolini.    (Vergl.  Lit.  Ber.  Nr.  CXU.  S.  7.) 

Gennajo  1857.  Sulla  partizione  dei  namerL  Nota  del  Sig. 
Prof.  Francesco  Brioschi.  p.  5.  —  Teorema  de  Sig.  Syl- 
vester. Sulla  partizione  dei  numeri  (Estratto  dal  ^.  Qoaterly 
Jfaurnal.^.  e  daU*  illustre  autore  corousicato  al  redattore  nell' 
epoca  della  sua  dimora  in  Napoli.)  p.  12.  —  Sulla  partizione  dei 
aumori/  Nota  dei  Sig.  Prof.  Paolo  Volpicelli.  p.^2.  —  Sulla 
Fariazioni  periodiche  dei  magnetismo  terreatre.  Memoria  seconda 
de  P.  A.  Secchi  D.  CD.  G.  p.27. 
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TU. 

Theorie  der  wahren  und  scheinbaren  Bewegnag  eine« 
nach  den  Gesetzen  der  allgemeinen  Schwere  die  Sonne 
umkreisenden  Weltkorpers,  mit  besonderer  Rücksicht 
auf  die  Angabe  von  der  Bestimmung  der  Bahn  aus 
drei  YoUständigen  geöcentrischen  Beobachtungen. 

Tob 

dem  Herausgeber- 


EinleitoDg. 

Das  grosse  Problem,  in  welchem  alle  UntereachoDgeB  der 
Uieorieclien  Astronomie  znletst  wie  in  einem  gemeinschaftlicheo 
Brennpunkte  zusammenlaufen,  bt  die  Aufgabe:  »die  Bahn  eines 
nach  den  Cresetzen  der  allgemeinen  Gravitation  um  einen  Central* 
kOrper  sich  bewegenden  WeltkCrpers  aus  drei  TollstSndigen  Beob- 
achtungen desselben  zu  bestimmen/'  Dieses  Problem  bildet  auch 
den  Hauptinhalt  der  „Theoria  motus*'  ron  Gauss,  und  die 
Ton  diesem  grossen  Geometer  gegebene  Auflösung  Ist,  wenig- 
stens in  Deutschland,  in  der  Astronomie  gegenwSrtig  allgemein  Im 
Gebrauch.  Was  die  theoretische  Darstellung  dieser  Auflösung 
betrifft,  so  wird  schwerlich  Jemand  in  Abrede  zu  stellen  geneigt 
sein,  dass  es  besondere  Schwierigkeiten  hat,  dieselbe  in  ihrem 
innersten  Wesen  roUständig  zu  durchdringen,  wovon  der  Grund 
allerdings  wohl  hauptsSchlich  in  der  von  dem  berühmten  Geometer 
gebrauchten,  weit  mehr  synthetischen  als  analjrtischen  Darstel- 
lungsweise zu  suchen  ist;  jedoch  ist  dies  nach  meiner  Meinung 
nicht  der  alleinige  Grund,  Indem  es,  wie  mir  scheint,  noch  tiefer 
liegeode  GrUade  giebt,  die  selbst  gewisse  Zweifel  erregen  kOiinen, 
ob  durch  die  gegebene,  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  vorbereiten- 
der Rechnungen  in  Anspruch  nehmende  Auflösung  wfarklich  ganz 
im  Allgemeinen  eine  fortwährende  successive  AnniUierong  erreicht 
wird,  oder  ob  dieselbe  vielmehr  nur  in  einem  gewissen  einge- 
echrinkteren,  der  praktischen  Anwendung  Übrigens  wahrscheinlich 
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keinen  wesentlicben  Eintrag  tbuendeo  Sinne  erreicht  wird,  wobei 
ich  ausdrücklich  hervorhebe ,  dass  der  Umstand»  dass  alle  nume- 
rischen Rechnungen  in  der  That  zu  einer  solchen  successiven  Ati- 
näherung  geffihrt  haben,  durchaus  noch  kein  Beweis  a  posteriori 
Ist,  dass  die'successive  Annäherung  nicht  vielleicht  bloss  in  einem 
gewissen  eingeschränkteren  Sinne,  also  in  Bezug  auf  das  vorlie- 
gende Problem  nicht  in  völliger  Allgemeinheit,  stattfinde  und  vor 
sich  gebe.  Es  ist  aber  gar  nicht  meine  Absicht,  meine  Ansii^- 
ten  hierflber  an  diesem  Orte  weiter  zu  entwickeln,  was  einen  viel 
im'  grossen  Raum  In  Anspruch  nehmen  und  eine  besondere  Ab- 
handlung erfordern  würde. 

Eine  andere  Auflösung  unsers  Problems  bot  Lagrange  In 
der  Mäcanique  analytique.  Tome  IL  Nouvelle  Edition. 
Paris  1815.  Septi^me  section.  §.  III.  gegeben,  ganz  in  der- 
selben überaus  lichtvollen,  alle  wesentlichen  Punkte  mit  der  gröss- 
ten  Deutlichkeit  hervorhebenden  Weise,  welche  die  sämmtlichen 
Arbeiten  dieses  grossen  Mathematikers  so  sehr  auszeichnet.  Die 
von  P  0  n  te  CO  u  I  an  t  in  seinem  bekannten  Werke  gegebene  Auflösung 
ist  eigentlich  nur  als  eine  weitere  Ausführung  der  L ag ränge'- 
sehen  Auflösung  zu  betrachten,  welche  derselben  wesentlich  Neues 
nicht  hinzufägt,  übrigens  sich  ziemlich  häufige  Vernachlässigungen 
und  Abkürzungen  gestattet,  die  nicht  immer  vollstSridig  gerecht- 
fertigt und  theilweise  in  der  That  etwas  gewagt  erscheinen.  Haupt- 
sächlich hat  man  bei  der  Lagrange*8chen  Methode  als  ein  ihrer 
vortheilhaften  Anwendung  entgegenstehendes  Moment  geltend  ge- 
macht, dass  sie  eine  fortwährende  successive  Annäherung  nicht 
gestatte,  was  allerdings  auch  bei  der  von  ihrem  berühmten  Urhe- 
ber gebrauchten  Darstellungsweise  ganz  richtig  ist. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  habe  ich  eine  neue  Auflösung 
des  berühmten  Problems  gegeben,  welche  zwar  mit  der  L  agrange'- 
schen  Auflösung  im  Wesentlichen  auf  gleichen  Gründen  beruhet, 
aber,  wie  ich  hoffe,  klar  zeigt,  dass  diese  Auflösung  in  veränderter 
Darstellung  sehr  viohl  auch  eine  fortwährende  successive  Anna- 
herung  gestattet,  und  sich  überhaupt  nie  und  nirgends  annähernde 
Voraussetzungen  erlaubt,  über  deren  Einfluss  auf  das  ResuHal 
•ich  nicht  ein  sicheres  Urtheil  fällen  lässt,  wobei  ich  mir  noch  be« 
sonders  hervorzuheben  erlaube,  dass  ich  bei  dieser  Auflösung  die 
Näherung  durchaus  nur  von  den  verschiedenen  Potenzen  der  so« 
genannten  Constante  des  Sonnensystems  abhängig  gemacht  habe, 
was  wenigstens  mit  derselben  vollständigen  Consequenz  wie  hier 
früher  noch  nicht  geschehen  ist,  mir  aber  in  der  That  der  theo- 
retisch allein  richtige  Weg  bei  diesen  Untersuchungen  zu  sein 
iMsheint    Auch  ist  die  Auflösung  ganz  allgemein  für  jede  Art  des 


K/P9«AsQlmitt«  apme«4bv»  upa4:ß0Mftaii  ^Ic^t^^fMei^iW  4l^e|^i4fft 
All  d«s  K9golßfihoitts  in  jedem  (HiB«iid/»i;ei^.  Fl^Ile.^.  Dabei, JUp  ich 
MgUicbii  SU .  eiiier  aienüich  groMseo  Aß^^  iieii««^:  d^äJi*  #0A9ri 
lH^pung.wiiu  Tbeil  aeUr  beiii#rkeB«wertber  ^naJIyt^her  ;4ii^JkJc(B^ 
ia  iiezifg  ai|f  .4ie  allgi^ineio«  Theorie'fdeiP'  mch-idw  Ge«et|uui^.4(ij[ 
aUgemeiMOrGnutitaliaB  voii^vcb  g«h«n4eni  $ew«)0«4g  g^fM^Mt  il^W*? 
den,  die  ich  der  AufmerlcAamkeit  der  |iii9i9€)r  .zu^  at^pf^l/ea.  f^^i 
erlaube,  aber  hier  Datürlicb  nicht  einzeln  namhaft  machen  kann» 
indem  ich  nur  noch  im  Allgemeinen  hinzufüge,  dass  diese  Aus- 
drücke besonders  bei  der  Berechnung  der  eigentlichen  Elemente 
der  Bahn  vortreffliche  Dieott^  .b^ten  Ifüt^fißi.  Auf  die  von  mir  bei 
der  näherungsweisen  Auflösung  der  betreffenden  Gleichungen  an- 
gew^j^ten  Qfethoden,  die  immer  auf  c;|»ie  a^iachqp  b^tifpupf.^uy 
gebbaren  möglichst  engen  Gränzen  eingeschlossene  Grösse  zurBck- 
gehen,  erlaube  ich  hiir  gleichfalls  noch  besonders  hinzuweisen. 

Ausser  der  so  eben  nSber  besprochenen  Auflösung  der  Auf- 
gabe voll'  der  Bestimmumg' der' wahre^n  Bahn  am  ^üi  volfefftndi- 
gen  geocenlHschen  Beobachtungen  ^habei  ich  noell'  isifie  zvi^eHe  Aufr 
lOeung  dieser  Aufgabe  gegeben,  die  sieli  tinrofttelbar  ^n  dw  »Be* 
Stimmung  der  scheinbaren  Bahn  anscbliesst  iind'>iHM^Mie«er 
letzteren  abgeleitet  wird,  lege  aber  hierauf  weniger  prabttoehen. 
als  theoretischen  Werth,  in  Besug  auf  die  votrnilr  mit  ^osslir 
analytischer  Allgemeinheit  entwickelten  Eigensehaften  der  scbelBn 
baren  Bahn,  worüber  schon  früher  Canchy  einige  specieflere^UnH 
tersuohungea  angestellt  hat,  «die  ich  unlängst'ie  einem,  in  <deä 
Astren  emisehen  Nachriebten.  Baird^XLIIL  L856.'8.1IWj 
abgedruckten  Aufsatze  in  systematischer  Felge  tkMnmneiigesteUft 
«nd  aiif  eigenthfimliebe  Art  bewits^n  habe»  da  sie  sieb'koast  nn» 
sehr  zerstreut  in  verschiedenen  Jahrgängen  derCemprtes  r^adoe 
teden.  Bei  den  vorliegenden  Untersachungen  habe  kb>  wie  scbte 
erwähnt,  alle  mögliche  Allgemeinheit  zu  erreichen  i^esacht» 
eine  zleniliche  Anzahl  neuer  Beziehungen  hinzugefügt«  Eil 
hierbei^. gehurende  Untersuchung  bat  schon  Lambert  im  veri'» 
gen  Jahrhundert  angestellt  j  md  ist  insbesolidere  an  einem  hat 
rfibrotei»  Satze  (M^moiree  de.  Berlia.  .177L,  pagp.  352.) 
gelangt,  mittelst: welches  man  aus  der  Geatalt  dev.jB^eipJiiw^ 
Bahn  beurtheilen  kann,  ob  zur  Zeit  der  Beobetehlung  die.  l^i^&i« 
nung  des  Weltkürpers  von  der  Soaee  grosser  (pd/af)cl§iil9r(«fjü^ 
als  die  Entfernung  der  Erde  von*  der  Sonne.  Die  Untersuchungen 
▼on  Lambert  über  diesen  Geg^ntsand  halte  ich  aber  für  sehr 
wenig  g^ü^end^  und  b^i  der  Meinung ^  dass  der  vqq  ihm  jg^ge- 
bene^  Ausdruc|c  seines  Satzes  nicht  dqr  wahre  ist>  derseljie  afsp 
aae&  In  di^iier  Gestalt  wenig  Wefth  für.  die  Praxis  ^at.'  ''fifei 
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alleiD  wahren  analytisdian  Aasdnick  i\meB  allerdlng«  «ehr  nerh- 
wOrdigeo  SatEce ,  mit  allen  dabei  aar  Geltang  kemmenden  analy- 
tiachen  Bedingungen,  wodurch  deraelbe  nach  meiner  Meinung  auch 
erat  fruchtbar  filr  die  Anwendung  wird,  glaube  ich  In  dem  letiten 
Anhange  au  dieaer  Abhandlung  gegeben  wa  haben,  und  erlaube 
mir  daher  denaelben  acblieaalich  noch  beaendere  der  Aufinerkaam* 
keit  der  Leaer  an  empfehlen. 


Brate«  Kapitel- 

Attgemeiiie  Theorie  der  Bewegung  eines  Weltkorpere 

um  die  Sonne. 

§.  1. 

Wir  wollen  nna  awei  KOrper  denken,  welche  vermdge  der  all- 
gemeinen Gravitation,  und  ganz  nach  deren  Geaetaen,  entweder 
anaiehend  oder  abatosaend,  auf  einander  wirken.  Die  Maaaen 
dieaer  beiden  KCrper  seien  M  und  m.  Indem  wir  una  nun  vor- 
nehmen, die  Bahn  des  KOpers  m  In  Besug  auf  den  KOrper  M, 
oder  um  denselben,  zu  bestimmen,  legen  wir  ein  festes  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  Im  Räume  zu  Grunde,  und  bezeichnen 
in  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem,  immer  ein  bestimmtes 
Zeitmoment,  welchem  die  von  einem  bestimmten  Anfiuige  an  ge- 
rechnete Zeit  t  entspricht,  im  Auge  habend,  in  diesem  Zeitmo* 
mente  die  Coordinateo  des  Körpers  M  durch  X,  Y,  Z.  Denken 
wir  uns  dann  durch  den  Kürper  ^,  in  welcher  Lage  im  Räume 
er  sich  auch  befinden  mag,  ein  dem  angenommenen  festen  pri- 
mitiven Systeme  paralleles  Coordinatensystem  gelegt,  und  bezeich- 
nen in  diesem  Systeme,  also  in  Bezug  auf  ^  als  Anfangspunkt, 
die  Coordinaten  des  Körpers  m  durch  a:^  y,  z;  so  sind  nach  der 
Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  X+x,  Y+y,  Z+x 
die  primitiven  Coordinaten  des  Körpers  m. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  KGrpers  m  von  dem 
KCrper  M  durch  r,  alle  Grdssen  natOrlich  immer  auf  die  Zeit  i 
bezogen,  so  ist  die  Wirkung  des  Körpers  lU  auf  den  Körper  m 
nach  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Gravitation: 

und  diese  Wirkung  ist  von  m  nach  M  hin  oder  von  M  nach  m 
hin  gerichtet,  jenachdem  der  Körper  M  anziehend  oder  abstossend 
auf  den  Körper  m  wirkt    Bezeichnen  wir  also  die  180^  nicht  über- 


•telgendeD  Winkel,  welche  die  von  M  nach  m  bin  gesogene  Linie 
mit  den  poeitiven  Theiien  der  Coordinatenazen  einechlieMt»  durch 

M 

V»  i^9%*  *®  *'D<i  d'®  Composanten  der  Kraft  -3    nach    den    drei 

Coordinatenazen»  jenachdeni  der  KOrper  M  anziehend  oder  ah- 
•toeeend  auf  den  KGrper  m  wirkt: 

^  co8(180^  —  9)  =  —  J4I  coey , 

M  M 

pcoe(180^— tji)=  —  p|CO»*, 


"5  CO»  (180*^— 3;)  s= 1^002 


oder: 


^C089=:-|-^C0S9>« 

;^co»^  =  +  ^coe^, 

M  M 

^co«2  =  +  ^co»x; 


aleo 


wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt »  Jenachdem 
der  KGrper  Jlf  anziehend  oder  abatossend  auf  den  KSrper  m  wirkt. 
Nun  ist  aber  offenbar: 

co89=:~,  cos^=^»  cos  %  =  -; 

also  sind  die  drei  in  Rede  stehenden  Composanten : 

Mx  ^  My       Mz 

immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie  Tor^ 
her.  Betrachten  wir  aber  die  Masse  M  nicht«  wie  bisher,  immer 
als  positiv,  sondern  als  positiv,  oder  als  n^^tiv,  jenachdem  der 
Kdrper  M  anziehend  oder  abstossend  auf  den  KOrper  m  wirkt, 
80  können  wir  die  obigen  Composanten  allgemein  durch 
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aasdrficken;  und  nach  den  Grutidleiiren  der  Mechanik  haben  wir 
iWier  diel  dHlfolgefiden  Gleichlinge»:' 


!'» 


8«(Z  +  i)     a^Z     3^z_      Mz 

Die  Wirkung  des  Körpers  m  auf  den  Kürper  M  ist  nach«dem 
Gesetze  der  allgemeinen  Gravitation: 

nnd  diese  Wirkung  Ist  Von  flf'  nach  m  oder  von  m  nach  M  hin 
gerichtet y  jenachdem  der  Körper  m  anziehend  oder  abstossend 
auf  den  Korper  M  wirkt;,  also  sind,  wenn  (Pf^9%  ihre  aus  dem 
Vorhergehenden  bekannte  Bedeutung  behalten,  die  Composanten 
der  obigen  Wirkung  nach  den  drei  Coordinatenaxen ,  jenachdem 
der  Körper  m  anziehend  oder  abstossend  auf  den  Körper  I^  wirkt: 

m  ,  m 

-^  cos  g>  =  +  "2  cos  <p , 


I 


^cost/;=+^ä^®*^ 
m  m 

^COSX=+^C08  2 


oder 


!    ■  f 


:  ♦     .■;.: 

also: 


-^  cos  (180" —  <p)  =:  —  -m  COS  <p 
^CO8(180ö  — 1^)  =  — ^costl^, 

,  ^cp8(l8(r— x)  =  --;t«o«x; 
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-  ffi  ,  f]i  .  m, 

db^co«  <p,  ±^co8  ^,  db^co«^; 

weno  man  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  nimmt,  jenacbdem 
die  Masse  m  anziehend  oder  abstossend  auf  M  wirkt;  folglich^ 
weil  nach  dem  Vorhergehenden  bekanntlich 


X  y  % 

CO«©  — —  ,C08li;=^  »  C08Z  =  ' 


• 


ist: 


*  r»  '  ^  r»  *  *r»' 

immer  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vor- 
her. Betrachten  wir  aber  die  Masse  m  nicht,  wie  bisher,  immier 
als  positiv,  sondern  als  positiv  oder  als  negativ,  Jenachdem  die- 
selbe anziehend  oder  abstossend  auf  M  wirkt;  so  kGonen  wir  ditf 
obigen  Composanten  allgemein  durch 

mx     ,  mg        m« 

ausdrücken,  und  haben  daher  nach  den  Grundlehren  der  Mechanik 
die  folgenden  Gleichungen: 

d*X__mx  S^Y^m^  Ü^Z^mz 
3)    •    .    .    .      8^— ys'-g^- ^s'-g^i  — ^s- 

Ziehen  wir  nun  die  Gleichungen  2)  von  den  Gleichungen  1) 
ab,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 


8*x 
8r« 


_      (ilf+w)jp  d^_      («+m)y   Bh_      {M  |- m)% 


oder,  wenn   wir  der  Kürze  wegen  iV-f  iii=fi  setzen,   die  Glei- 
chungen : 


—  +  *^  -  0- 


durch  welche  die  Bewegung  des  Körpers  m  in  Bezug  auf  den 
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K5rper  M,  oder  um  denselben ,  offenbar  cbarakterisirt  wird.  Dm 
aber  diese  Bewegung  des  Körpers  m  wirklich  vollständig  kennen 
sa  lernen»  müssen  wir  die  vorstehenden  Gleichungen  zn  integriren 
▼ersuchen»  wozu  wir  jetst  übei^i^eben  wollen»  indem  wir  dabei 
Immer  festhalten»  dass  Im  Vorhergehenden  die  Massen  Jlf  und  m 
als  positiT  oder  als  negativ  betrachtet  worden  sind»  jenachdem 
sie  respective  auf  die  Massen  m  und  M  anziehend  oder  ab- 
stossend  wirken. 

(.  2. 

Um  jedoch  ein  vollständiges  Verständniss  des  Folgenden  zu 
vermitteln,  mfissen  wir»  bevor  wir  zur  Integration  der  drei  in  Rede 
stehenden  Gleichungen  wirklich  übergehen»  vorher  noch  Nachste- 
hendes bemerken.  Hätte  man  einen  festen  Punkt  von  der  Masse 
j|f-|-ffi=:^»  der  nach  dem  Gesetze  der  allgemeinen  Gravitation^ 
und  zwar»  jenachdem  ii  positiv  oder  negativ  Ist»  anziehend  oder 
abstossend  auf  einen  anderen  Punkt  wirkte«  von  dessen  Wirkung 
auf  den  ersteren  Punkt  ganz  abgesehen  wflrde;  so  lege  man,  um 
die  Bewegung  des  zweiten  Punktes  kennen  zu  lernen»  durch  den 
ersten  festen  Punkt  von  der  Masse  f«  als  Anbng  ein  rechtwink- 
liges Coordioatensystem»  und  bezeichne  die  Coordinaten  des  zwei- 
ten Punktes  in  diesem  Systeme  zur  Zeit  t  durch  or»  y»  z.  Wird 
dann  zu  dieser  Zeit  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  von  ein» 
ander  durch  r  bezeichnet»  so  ist  nach  dem  Gesetze  der  allge- 
meinen Gravitation  die  Wirkung  des  ersten  Punktes  auf  den  zweiten: 

t 

indem  man  diese  Wirkung  von  dem  zweiteo  Punkte  nach  dem 
ersten»  oder  von  dem  ersten  nach  dem  zweiten  Punkte  hin  ge- 
richtet annimmt»  oder  als  anziehend  oder  abstossend  betrachtet» 
jenachdem  die  Grosse  fi=ilf-f  97i  positiv  oder  negativ  ist.  Be- 
zeichnen nun  g>,  tf;»  %  die  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel»  welche 
die  von  dem  ersten  Punkte  aus  nach  dem  zweiten  Punkte  hin 
gezogene  gerade  Linie  r  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordi- 
natenaxen  einschliesst»  so  sind»  jenachdem  fi  positiv  oder  negativ 
ist»  die  Composanten  der  obigen  Wirkung  nach  den  drei  Coordi- 
natenaxeo : 


^cos(18(r^ — <p)= 5  cos  9, 

^CO8(l800  — '^)=— ^cos^. 

Jcos(180<>-2)  =  -Jcosx 


pder 


-j5"  CO»  9  ^ — jjl  oog  9  p 


also  allgemein: 


—  ^co»9),  — ^co»t,  — ^co»x; 
und  folglicb»  weil 

cos  g>  = — #  cos  fb^=i^9  cos  2  =  - 
ist: 

Daher  erhält  luao  zur  Bestimmung  der  Bahn  des  sweiteD  Ponklsa 
nach  den  Lehren  der  Mechanik  die  Gleichungen: 


3^ 


_    fix  Äf_    ft^  a^_    (M. 


oder: 


g?  +  yl  -  w- 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  3)  in 
(.  1.,  so  erhellet  auf  der  Stelle»  dass  die  Bewegung  des  Körpers 
m  in  Bezug  auf  den  KGrper  M^  oder  die  relative  Bewegung  des 
Körpers  m  rücksichtlich  des  Körpers  M,  ganz  eben  so  vor  sieb 
gebt,  als  wenn  die  Summe  fi=Af-f  t»  der  mit  ihren  gehörigen  Vor- 
leleben   genommenen   Massen  M  und  m  der  beiden  Körper  in 
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einem  gewissen  festen  Punkte  vereinigt  wäre,  und  dieser  Paukt 
nach  dem  Gesetze  der  allgemeinen  GraTitation  auf  einen  zweiten 
Punkt  wirkte»  von  dessen  Wirkung  auf  den  ersten  Punkt  ganz 
abgesehen  würde.  Aus  diesem  letzteren  Gesichtspunkte  wollen 
wir  nun  alles  Folgende  aufTassen,  was  cur  Erhöhung  der  Deut- 
lichkeit wesentlich  beitragen,  wird. 


5.  3. 
Aus  den  drei  Gleichungen 


—  +^  =  0 


8» 


dfi  +  r»  ""  "• 


wo  r  =  Vj:*  +  y*  +  2*  ist,  ergeben  sich  sehr  leicht  die  drei  fol- 
genden Gleichungen: 

?!f       ?!!  — n 
oder,  wie  sogleich  erhellet : 

8^  -ü. 


.,  8v        8;r. 


8«     ^  8<       -, 
also.wofin  Q.  Ci,  Ct  4rei  «riHiröhrliche  Coostanten  bezeichnen: 


•  Aw,  i. 


3*      %     ^ 

Maltiplfeiren  wir  diese  drei  Gleichungen  haeh  4er  Reibe  «it 
x,  if,  z.  und  addiren  die  dadurch  herrorgehendeii  4jMeftinige»  daim 
lu  eioander,  so  erglebt  sich  die, Gleichung 

ß) Cr  +  Ciy+q»i=0, 

aus  welcher  unmittelbar  hervorgeht,  dass   die  Bahn  des  Körpers 

m  eine  Curve  von  einfacher  Krümmung  ist,  welche  ganz  in  einer» 

duiieh  den  als  Anfang  der  jpyt  angenommenen  Punkt  M  gehende» 

•fibeoe  liegt  7' 

.'.    .  ■  -.'.■.  .      * 

V^ir  wollen  uns  nun  durch  JU  als  Anfang  ein  neues  tcc^- 

winkliges  Coordinatensystem  der  üCi^iZi  gelegt  denken.  Die  Ebene 
der  Xiyi  soll  mit  der  Ebene  der  äff,  und  die  Axe  der  Xi  soll 
mit  der  Durchschnittslinie  der  Ebene  der  Bahn  des  Körpers  m 
mit  der  Ebene  der  xy  zusammenfallen.  Den  auf  der  positiven 
Seite  der  Axe  der  o?,  in  der  Ebefi^  der  >  jpj^.  genommen,  liegenden 
Theil  der  Axe  der  Xi  wollen  wir  als  den  positiven  Theil  der  Axe 
der  Xi  annehmen,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  yi  soll  so 
angenommen  werden,  dass  man  siebt  um  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  Xi  an  durch  den  rechten  Winkel  (xiyi)  hindurch  zu 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  yi  zu  gelangen,  nach  derselben 
Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  man  sich  bewegeh 
muss»  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den 
tobten  tVihkel  (ory)  hindurch  zu  dem  postfivW  tli^ife'^j^V  Axe 
der  y  zu  gelangen.  Der  positive  Theil  der  Axe  der  Z|  'eiidlidh 
soll  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  z  zusammenfallen. 
Den  von  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x  und  Xi  einge- 
schlossenen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel  wollen  wir  durch 
6  bezeichnen,  und  der  180^  nicht  flbersteigende  Winkel,  dnter 
welchem  der  auf  der  positiven,  Seit^  der  Ebene  der  xy  liegende 
Theil  der  Ebene  der  bahn  des  Korpers  m  nach  der  Seite  der 
Axe  Xi  hin ,  auf  welcher  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  liegt, 
gegen  die  Ebene  der  .J?ygeueif|^  <3,t,spil  dMr(;|],t  bpaeighnet  ,werd<)^. 

Weil  nach  5)  die  Gleichung  der  Durchschnittslinie  der  Ebene 
der  Baht^des  Körpers  m  mit  der  Ebent^ '  der  j:y,,;().  i.  die  Glei- 
chung der  Ate'di^Jat|,in  dem  Sfiittm^A^r^xy 


9Bt  €runeri:  IMtr  dt^  Bniimmmm  ätr  M&km  §imm  WeMt9rpen 

Cx+Cig=sO    oder    jf=s  —  ^« 
int,  so  Ut  nach  den  Lebren  der  aDal]rtieeben  Geometrie: 

*) tangO=— ^. 

Nacli  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  hat 
■Mn  avriachen  den  Coordinaten  der  beiden  Systeme  der  xjfM  und 
jriy|ii  die  folgenden  Gleichungen: 

:r =0?!  cos  6  — jfi  sin  6, 

«nd  fassen  wir. nun  einen  beliebigen  Pnnkt  der  Dorchschnittslinle 
der  Ebene  der  Bahn  des  Körpers  m  mit  der  Ebene  der  y|f|  in*s 
Ange,  so  ist  fQr  diesen  Pnnkt  4?i=0»  also  nach  den  Torstobenden 
Gleichungen : 

folglich  nach  S): 

woraus 


xi  ^  CbiüS — Qcosd 
fh'^  Cb 


folgt. 


Wenn  nun  inerst  6  ein  spitzer   Winkel  ist,  so  ist  olfenbar 
In  völliger  Allgemeinheit: 

tanffi=— t 

also  nach  dem  Vorhergebenden: 

CsinO— CcosO 
langt  =5 ^ . 

Da  in  diesem  Falle  sinO,cosd,tangd  simmtlich  positiv  sind,  seist 


sin  6  ^  -7====== ,  cos  B  = 


r-    -  —  ■     Vif  O  V  ■— •       j     ^  ~     * 


I 

Also  oacb  6): 


Ci  1 


>nm-^'-vm- 


■od  folglkb,  wie  leicht  erhellet,  wenn  man  die  oberen  oder  onteren 
Zeichen  nimmt,  jenachdem  Cg  positiv  oder  negativ  iet: 

aleo: 

Ce.n(»^C,coeO=Ty^^^,  =  TV(>-|-Q«> 
folglich  nach  dem  Obigen: 

tang^=T Q^' 

Wenn  ferner  6  ein  stumpfer  Winkel  ist,   so  ist  olenhar  in 
▼olliger  Allgemeinheit: 


tang£=-^. 


also  nach  dem  Obigen: 


Csind  — C^cosO 
tangt= ^ 

Da  in  diesem  Falle  sinO,  cosO,  tang9  respective  positiv,  negativ, 
negativ  ist,  so  ist 


.   ^  tangd  ^  1 

Sinö  =  —  ^r.  :=,COSg=:  — 


•  * 


V^l+taog^  VT+tong^ 

also  nach  6): 

C 
sin  B  =  — 7=====r ,  cos  B  =— 


ynm'  "  n^^' 


und  folglich,  wenn  man  wieder  die  oberen  oder  die  unteren  ZSei* 
eben  nimmt,  jenachdem  Ci  positiv  edler  negativ  ist: 


tti  G runer ti  ll0j^4l€B$Mitn^mimg4ffyt^§im$,WiUkö^ 

c  r 

alüo:  ,  '• 

folgffeh  oacb  dem  Obigeb: 


tangi=T 


Cz 


Also  ist  immer,  0  mag  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Win- 
kel sein, 

7,    ..    .'.    :..W=?^^SS?. 

Ca 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genomroeit'»  jeAaebdem  Q  posfÜT 

oder  negativ  ist. 

■         • 

Durch  die  beiden  Formeb: 


»r         .  ■  •:•       », 


C  ,      .  -  VT^TT^. 


8)    .    .    .    tangO=— ^,tangt  =  T         (L        ' 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  (^  positir 
oder  negativ  ist,  ist  die  Lage^  der  Ebene  der  Bahn  des  Körpers 
m  im  Räume  vollkommen  bestimmt,  vFenn  die  drei  Constanten  C, 
Ci,  C2  bekannt  sind. 

Nach  7)  ist: 
Setzen  nir  nun 

9) K=  yTc^TcJTc^. 

wo  also  JT  eine  positive  Grösse  bezeichnet,  so  ist,  weil  sin  t  immer 
positiv  ist,  cost  mit  tang  1  stets  einerlei  Vorzeichen  hat,  nach 
dem  Obigen  offenbar: 


Bmt= -^ — -,  costssT-y 


mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher.    Ist 
6  ein  spitzer  Winkel,  so  is4  nach  dem  Vorhergebenden: 


4»i9  4hr€i  §€ocmUri$$kim  B€0b^^lU^a§€n•  911$ 


also : 

C  C 

Ist  6  ein  stumpfer  Winkel»  so  ist  nach  dem. Vorhergehenden: 

•. 

einO=Hfc-7= =,cosflg=HF     .  ^^  — --> 


u 


also: 


C         .  .    ._:^Ci 

s=:  -t-  —SS  • 


sini^sinjssl:^'  coBB9\nis=:^-g 

Folglich  ist 

10)  C=Tiir8iodsinf,Ci=±i:cosÖ8int,  Ci=TÄ'cos< 
oder 

lü*)    C=dtiirsinÖ8in^Ci  =  Tiircosd*int,Ci=T^cosi    . 

jenachdera  6  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  ist,  natflrlich 
immer  die  oberen  oder  die  unteren  Zekhen  genommen,  jenachdem 
Ci  eine  positive  oder  eine  negative  Grüsse  ist  "^^ 

Aus  der  Form  der  Gleichung 

'    ■  .        .  ^         ■       ■" 

geht  aber  auf  der  Stelle  hervor,  dass  ^s,  ohne  die  Allgemeinheit 

irgend  wie  zu  beeinträchtigen,  verstattet  ist,  Ci  immer  als  positiv 

anzunehmen.    Unter  dieser  VoraosssetEeng  bat'  nuMl  ftaeb .  |0>  .^94 

10*)  die  Gleichungen: 

11)  C=Tir8inÖsini,  Ci=i±Xcosesint,  C^vx^Kcosi;       ' 


•  1 ' 


In  denen  die  obqreo   o^^  ^lo  unteren  Zeichen   zu  nehmen, ^ind, 
jenachdem  6  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winkel  ist 

9.  4. 
Wenn  wir  jetzt  die  dr^i  Gleichungen 

^^j.'*^-«      ^j-üüS-o      ^j.'^-n 
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nach  der  Reibe  mit 

miiltipDciren  uod  dann  sa  einander  addiren,  so  erhalten  wir  die 
GleicboDg: 

Non  ist  aber 

nad,  weU  !■•=«*  -|-  y>  +  x>  ist: 

m 

aleo  wird  die  obige  Crleicbong: 
oder 

l!(l)'+(l)'+(l)'l-^f=»- 

Beieicbnet  daher  H  eine  Cooatante,  so  ist: 

Wenn  ferner  die  ans  (.  3.  bekannten  Gleichungen 

&        3y 

aar      a« 

a»         8jr_- 

'a«  ~*  W-  ^ 


tf Mf  dret  geocentrlHken  ßeodaekiunien,  2S7 

qaadrirt  und  dann  zu  einander  addirt  werden «  so  erhftit  man  mit 
Rfickaicht  aaf  die  Gleichung  9)  die  folgende  Gleichang: 

-*!©*+ (Dl -^11 

aUo^  wenn  man  auf  der  linken  Seite  die  Grösse 
addirt  und  subtrabirt,  die  Gleicbung: 

« 

folglieh  nach  dem  Obigen: 
Weil  nun  aber  nach  12) 

(i)'+0)"+«)"=^-« 

iat»  80  wird  die  Gleichung  13): 

oder 

14)    ...    .    r*(|jy=2^r-Äf«-.A:«, 
oder 

woraw  sieb 

Thtil  XXIX.  18 
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oder 

ergiebt,  wenn  man  In  diesen  Gleichungen  die  oberen  oder  unteren 
Zelcben  nimmt,  jenacbdem  wenn 


oder  wenn 


^  (  zunimmt  /  ^.         i  zunimmt ) 

*    abnimmt    '«»?««*"'•  ••  j  abnimmt  { ' 


^  I  zonimmt )  ^         I  abnimmt ) 

*  I  abnimmt  I  '«•P*««"«  ^  \  z„„,m„t  I ' 


was  in  jedem  Falle  besonders  entaeUeden  werden  bmiss. 


5.  & 

In  der  Ebene  ^et  Babn  des  Korpers  m  wollen  wir  uns  jetzt 
▼on  M  aus  eine  beliebige  gerade  Linie  gezogen  denken»  die  wir 
der  Kürze  wegen  die  Axe  nennen  werden,  und  wollen  den  Winkel, 
welchen  zur  Zeit  t  der  Vector  r  des  Körpers  m  mit  dieser  Axe 
einschliesst,  ind^m  wir  diesen  Winkel  von  der  Ax0  an  nach  einer 
solchen  Richtung  hin  fortwährend  wachsen  lassen^  dass  er  mit 
der  Zeit  t  gleichzeitig  zunimmt  und  abnimmt,  durch  F,  den  die- 
sen Winkel  messenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als 
Halbmesser  beschriebenen  Kreise  aber  durch  t>  bezeichnen.  Lassen 
wir  dann  die  Zeit  t  um  ^t  wachsen»  so  wächst  ?  um  /Iv^  und  r 
verändert  sich  um  Jr,  Das  Quadrat  der  die  Endpunkte  der  Vec- 
toren  r  und  r-f^r  mit  einander  verbindenden  Sehne  der  Bahn  ist 

ir^-i-ir  +Jr)* — 2r(r  +  Jr)  cos  Jv = 4r(r  +  Jr)  sin  4^r«  +  Jr\ 

Das  Quadrat  dieser  Sehne  ist  aber   auch  Jx^  +  Jy^+Ji^,    Da- 
her ist 

Jx* + Jtf^  +//2« = 4r(r  +  dr)  sin  J^r^ + z/r*, 
also 

und  folglich,  wenn  man,  indem  man  sich^<  der  Null  nähern  Iftsst, 
auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  zu  den  Gränzen  übefgeht: 


oder 
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(fe)*+(IO'+(l)'-®)=''(D" 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  13}»  äo  «rhilt 
man  die  Gleichung 

woraus  sich,  weil  unter  den  gemacl^ten  Voraassetzungen  gr  und 
auch  K  stets  positiv  ist,  die  Gleichung 

18)    ...    .    ^%^K   od«     r^.^  =  K 
ergiebt.    Also  ist  oach  16) : 

* 

woraus- mao 

19) 

51=  J:    .r^         ^„ — g7s    oder     oi>=^± 


erhUt,  indem  die  am  Ende  des  vorbergehaiidcn  Paragraphen  ge- 
gebenen Bestimmungen  wegen  der  Vorzeichen  natflrlich  auch  jetzt 
noch  ganz  ihre.  Gültigkeit  behalten« 

■  •    ■  ■  ■     ■  ■■.■.••■.-.■.. 

Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

and  es  muss  also,  weil  wegen  der  Gleichung  14),  die  Grfi^ 
2f*r — ^r* — K^  nothwendig  positiv  ist,  offenbar  auch 

eine  positive  Grösse  sein,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  das» 
euch  fifl^'MK^  positiv  ist.    Setzen  wir  nim  ^ 

18* 


Cx+Cig=iO    oder   5  =  — jp-o? 
bt,  #0  Ist  nach  den  Lehren  der  aoal]rtieehen  Geometrie: 

•) taDgd=— j^. 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwaodlang  der  Coordinateo  hat 
»an  xfriachea  den  Coordioaten  der  beiden  Systeme  der  xjf%  irod 
j^ii  die  folgenden  Glelchongen: 

j? = jTi  008  B  — *jfi  ein  6, 

ff  =  j?!  sin  6  +  jfi  cosB» 

«nd  fassen  wir  oan  einen  beliebigen  Pnnkt  der  Dorcbschnittslinie 
der  Ebene  der  Bahn  des  Körpers  m  mit  der  Ebene  der  y|t|  in's 
Ange»  ao  ist  fiOr  diesen  Pnnkt  a?|^0,  also  nach  den  vorstohenden 
Gleichnngen : 

«=— yi  sin«,3f=  +ffieoBe,  i=»| ; 

folglich  nach  5): 

— C^,sin^-f  Qycos^-f  C^=0, 

woraus 


xi  ^  CalnS — C^cos^ 


folgt. 


Wenn  nun  snerst  6  ein  spitzer   Winkel  ist»  ^  ist  offenbar 
in  TöUiger  Allgemeinheit: 

tangi=S-. 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

CsId^— Ccos^ 
tangi= -j^-s . 

Da  in  diesem  Falle  sin9,cos^»tang0  sftmmtlich  positiv  sind,  seist 


sin9=:=  ^ /.,  ==,  cosÄ= 


V^l+tang^*  VTftMg*»' 


abo  Dach  6):  ^ 


Ct  1 

b\ü6s=: r  ^.  i  >  CO« ö  = 


v^-   v^- 


ood  (olffieh,  wia  leicht  erhellet,  wenn  man  die  oberen  oder  anterea 
Zeichen  nimmt,  jeoachdem  C^  poaiti?  oder  negatiy  bt: 

C  G 

»inö=Trr^F==TT^»  coaö=±77:^====r; 


also: 


C*+  eil* 


folglich  nach  den  Obigen: 


V^HT^^i 


*Äng/=T         ^ 

Wenn  ferner  6  ein  stumpfer  Winkel  ist,   so  ist  olenhar  in 
▼dlliger  Allgemeinheit: 


tang£  =  -S., 


also  nach  dem  Obigen: 


Csin^-C^cosd 
tangt= ^ 

Da  in  diesem  Falle  sin  ^^  cos ^,  tang^  respective  positir,  negati?, 
negati?  ist,  so  ist 

.   ^  taog^  ^  1 

sm^  =  — ^^,  ^,cos^=~ 


Vl+tangÖ«'  VTftangÖ*' 

also  nach  6): 

C 


sind  =  — j^  =,  cos^= — 


v»(0      yf^^- 


und  folglich  5  wenn  man  wieder  die  oberen  oder  die  unteren  2Sei' 
chen  nimmt,  jenachdem  (\  positiv  edler  negativ  ist: 
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cos  (o — Vq -f  2n;K)  =aca«(t>«^«^ 
ist,  so  ist: 

28) r=:|il+JBco8(tJ— t>o)l^« 

Bezeichnen  wir  den,  dem  Werthe  Vq  von  v  entsprechenden 
kleinsten  Wertb  von  r  durch  rot  so  ist  nach  der  vorstehenden 
Gleichung: 

29) ro=^(A+ß)''K 

Nimmt  man  den  kleinsten  Vector  selbst  als  'Axe  an,  so  ist 
«0=0,  folglich: 

30) r=:(^+i?cose)-i.  ' 

Bekanntlich  hat  A  mit  der  Masse  fi  gleiches  Vorzeichen  und 
B  Ist  stets  positiv. 

Wir  wollen  nun  zuerst  annehmen,  dass  die  Masse  f»  positiv 
sei.    Dann  sind  die  Gitinntt  A  nnd.£t  beide  positiv. 

Wenn  nun  K  verschwindet,  so  ist  nach  26): 

Also  ist  in  diesem  Falle  nach  der  Theorie  der  Kegeschnitte*)  die 
Bahn  von  m  um  M  eine  Parabel,  deren  Brennpunkt  M  ist. 

Wenn  tt  nicht  verschwindet  und  positiv  ist,  so  ist  nach  25): 

Also  ist  in  diesem  Falle  nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte  die 
Bahn  von  m  nm  M  eine  Ellipse,  deren  einer  Brennpunkt  M  ist. 

Wenn  'B  nicht  verschwindet  und  negativ  ist,  so  ist  nach  25): 

A^=ij^9    i?=j^Y  ^ — Zfi  >    A'^B. 

.  Also  ist  in  diesem  Falle  nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte  die 
Bahn  von  m  um  M  der  erste  Zweig  einer  Hyperbel,  deren  einer 


*)  M.  8.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Ran> 
mes  fär  polare  Coordinatensysteroe.  Qreifswnld  nnd  Leip- 
ifg.  1857.  S.  84.  —  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Theil 
\Vn«  S.54. 
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Brennpunkt  M  ist,  so  dass  nSmlich   die  Bahn  der  Zweig  dieser 
Hyperbel  ist,  innerhalb  welch^  der  Brennpunkt  M  liegt. 

Ferner  wollen  wir  annehmen  ^  dass  die  Masse  fi  negativ  sei. 
Dann  ist  von  den  Grössen  A  und  B  die  erste  n^ativ  und  die 
zweite  positiv. 

Wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

ist  in  dem  vorliegenden  Falle  offenbar  B<0.  Wftre  nun  — ^^iB, 
also  nach  25) 

80  wSre 


folgiich  offenbar 


ÄÄ>.    0,       also       Ä^O, 


was  gegen  das  Obige  streitet.  Daher  ist  —A^Bt  und  folglich 
nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte  in  diesem  Falle,  wenn  n&m- 
lieh  die  Masse  fi  negativ  ist,  die  Bahn  von  m  \xm  M  immer  der 
zweite  Zweig  einer  Hyperbel ,  deren  einer  Brennpunkt  M  ist,  so 
dass  nSmIich  die  Bahn  der  Zweig  dieser  Hyperbel  ist,  ausserhalb 
welches  der  Brennpunkt  M  liegt 


§.  6. 
Nach  17)  ist 

und  ausserdem    ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehenden   Paragra* 
phen  leicht: 

V"2ftr— Ur«— TK«  =  BKryTl^^^', 
also  ist 
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dr 


Nuo  ist  aber  nach  20)  und  25): 

altfo  nach  30): 

«=:gos&; 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

in  welcher  Formel  Dach  dem  Obigen  oCeobar  das  obere  oder  uo- 
tere  Zeichen  geoommeo  werden  muss,  jenachdem  0<e<9Koder 
n^v^2n  ist.    Nun  ist  aber 


sino 


=  i:Vl— cosr*, 


wenn  mau  das  obere  oder  untere  Zeichen  iiimmt,  jeoachdem 
0<o<9r  oder  n^v^2n  ist.  Also  ist  offenbar  in  völliger  Allge- 
meinheit ^ 

BKsmt 
Weil  aber  r  =  (<4  +  JBcosi?)-*  ist,  so  ist 

3r=  B{A  +  JBcosr)--2sin  rör, 
folglich : 

•51} vt'^^  ~i7'  • 


K'(A  +  ßco6c)*' 


oder  nach  25): 


32)    ....    .   8t=^i.  ^^ 


fi'(^  +  ÄCOSt)** 

Von  nun  an  wollen  wir  die  Zeiten  immer  von  dem  Zeitpunkte 
an  rechnen,  wo  ;/i  seine  kleinste  Entfernung  Tq  von  M  hat. 


§.  7. 

Unter  dieser   Voraussetzung    wollen   wir   nun   zwei  beliebige 
Zeiten  i  und  ti  ^  wo  f|  grosser  als  i  sein  soll ,  betrachten ,  und 
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wollen  aoiiehmen^  dass  za  diesen  Zeiten  die  Lage  des  Vectoni 
des  Körpers  m  in  Besag  auf  dessen  kleinsten  Vector  als  Axe 
durch  die  auf  bekannte  Weise  genommenen  Winkel  V  und  Vi, 
welche  durch  die  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  beschriebeDea 
Kreisbogen  v  und  V|  gemessen  werden,  bestimmt  sei.  Ferner 
wollen  wir  annehmen,  dass  in  dem  Zeitintervall  ^  —  t,  welches 
durch  X  bezeichnet  werden  mag,  der  Vector  von  m  den  ganz  be- 
stimmten Sector  St  beschrieben  habe. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Fall  der  Ellipse,  so  ist  in  dem- 
selben offenbar  nach  32)  in  völliger  Allgemeinheit: 


~1  IkJ       (i4+Äcosr)« 


Nach  einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie  ist  aber 
gleicbhils  in  völliger  Allgemeinheit : 


Sr^zir^^'r^v, 


also  nach  30): 


*'-*,/       (J  +  Äcoso)«* 


Folglich  ist  nach  ilem  Vorhergehenden  in  diesem  Falle  in  vSlIiger 
Allgemeinheit: 


-2  VI-«'. 


Im  Falle  der  Parabel  und  Hyperbel  müssen  wir  die  folgenden 
Falle  unterscheiden. 

Wenn  zuerst  0  <e  <  9ip,  0  <o  <  9iPi  ist,  so  ist  nach  33)  offenbar: 


.V  ^    J       (A  + 


Bcoav)*' 


und  nach  dem  schon  vorher  angewandten  Satze  der  analytischen 
Geometrie:' 


aUo  nach  JO): 
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V 

folgUeh  Aach  dmn  Vorbeigehenden: 
Wenn  Terner  tt  <t)  <2^  rs  <9|  <  2rs  ist,  so  ist  nach  32)  oBenbar 

V 

und  nach  demselben  Satze  der  analytischen  Geometrie  ist  in  die- 
sem Falle  augenscheinlich 

o  0 

Setzen  wir  e:=2iK — u^  also  80=  — dti»  coso  =  costc,  so  ist 


» 


dr  du 


(^  +ÄCOSÜ)«  ""       (^+i?cost«)*' 
und  folglich,  weil  flir  rzsO,  =29r — v  respective  tt=29ip,  =:r  ist: 

oder 

(A+ßco8v)^''J         (A+ßcosv)^' 

und  naturlich  ganz  ebenso: 

/«7r-»i  8p /**^  8r 

(^  +  Äco8ü)«  ~"  J  (i4  +  Ä  cöTrT«  • 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

/«»  8p ,    /*  *"" ^r 

(A  +  BCQ8V)^       V  (^  +  Äcosp)«* 

Nun  ist  aber 

(^  +  Ä  cos  p)«  ■"  J        (^  +  ^  cos  r)2  ^  J         (^  +  Ä  cos  r)«' 
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also  offenbar 

V 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

Wenn  eDdlich  »<v<2»,  0<e|<»  ist,  so  ist,  wie  leicht  er- 
hellet, nach  32): 

^  ~\  ^'J        (^  +  fico»e)«  ^Mii'J       (A  +  ßcMv)f' 

V  o 

•I 

Nun  ist  aber  in  dioMm  Falle  offenbar: 

^"V  (^+Äco8r)«  +  V        (^  +  Bco«c)«* 

also  nadi  den  Vorhe^^henden: 

*'  — V  (^  +  Äcost>)«+   V         (i4  +  ßc08f))«' 

V  O 

folglich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

Hieraus  sehen  wir  also,  dass  in  völliger  Allgemeinheit  für  alle 
Kegelschnitte  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

33) T=2\^.& 

ist,  oder  auch 


3^>    •    •    •    •    •    •    ^=2V^-«^. 


,.. 


§.  8. 

Zwischen  den  Grossen  A^B  und  den  Constanten  IX^K  Gnden 
nach  25)  die  folgenden  Beiiehongen  Statt: 
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Ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt ,  da  bekanntlich  K  eine  po- 
sitive Grösse  ist: 

35) Ä=V^ 

und 
36) u^^^^J. 

Fflr  die  Parabel  ist  bekanntlich  A—B,  also  11=0.  Beieich- 
nen  wir  nun  fOr  die  beiden  anderen  Kegelschnitte  die  beiden 
Halbaxen  und  den  Parameter  durch  a,6,p»  seist  nach  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  fflr  die  Ellipse  bekanntlieh: 

^-p-V^'    '*—     6« — • 

abo  B=^*      Für  die  Hyperbel  ist,  wenn    man  für  den   ersten 

Zweig  die  oberen,  fflr  den  zweiten   Zweig  die  unteren  Zeichen 
nimmt: 

^  — *p  — ±6«'     "  "       «*~' 

also  «=T-- 
u 

Nach  12)  ist  nun 

also: 

wenn  man  fflr  die  Ellipse  und   den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel 
das  obere,  fflr  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel  das  antere  Zeichen 

nimmt,  und  fflr  die  Parabel  -  als  verschwindend  oder  a  als  un- 
endlich gro^s  betrachtet. 

Bezeichnen  wir  die  Geschwindigkeit  des  Korpers  m  in  seiner 
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Bahn  am  Ende  der  Zeit  t  darch  V,   so  iet  nach  den  Lehren  der 
Mechanik  bekanntlich 

also  nach  36): 

^ «-=v^ü^- 

I 

die  Zeichen  wie  vorher  genommen. 

Fflr  die  Ellipse,  Parabel  and  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel 
ist  daher  respective: 

Für  den  zweiten  Zweig  der  Hyperbel  ist  bekanntlich  ^i  nega- 
tiv, weshalb  wir  In  diesem  Falle 

setzen  wollen»  woraus  sich  ergiebt,  dass  immer 

ist.    Aocb  findet  man  leicht,  dass  in  diesem  Falle,  jenachdem 

r<4a,    r=4a,  r>4a 
ist,  respective 

»<V^.  «.=Vif.  »>v^ 

ist. 


Von  jetzt  an  wollen  wir  grösserer  Einfachheit  und  Bestimmt- 
heit wegen  annehmen,  dass  die  Massen  M  und  m,  und  also  auch 
die  Grossen  fi  und  A  positiv  seien,  weil  dieser  Fall  fiflr  die  An- 
wendungen, welche  wir  von  diesen  allgemeinen  Lehren  spSterhin 
zu  machep  beabsichtigen,  uns  zunSchst  interessirt« 


Nach  34)  Ist  In  >PE0lliger  Allgemeinheit 


■  I 
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T=2V 


^»      > 


•  St9 


M  +  m 

also  unter  der  vorher  geimw^tda  Vor«M»et»nng; 

__2VJ__ 

T  —  7= •  Ort 

und  folglich: 
38) VM= — ^^       .  St, 


t-i 


v>+» 


oder,  weil  nach  der  Theorie  der  Kegelschnitte^  wenn  p  den  Para- 
meter bezeichnet,  flic  die  Parabel,  Ellipse  und  dea  Ernten  Zweig 

der  Hyperbel  allgemein  A^i-  ist: 

24/2 

39)    ...     .    VM= }-  5r. 

Hieraus  sieht  man»  das»  fiir  jedes  System  von  Kivperi^  die 
sich  sämrotlich  um  den  CentralkSrper  M  bewegen ,  also  z.  B.  für 
das  System  der  um  die  Sonne  als  ihren  Centralkorper  sich  bewe- 
genden Planeten  und  Comelen,  die  Grosse 

2VA  2V2  ^ 


V'+s    'vpY'+s 


eine  Constante  ist,  welche  wir  durch  k  bezeichnen»  und  daher 

setzen  wollen ,    wo  sich  nach  dem    Vorhergehenden    von    selbst 
versteht,  dass 

41) *=VAf,    ife«=Jf 

ist 

Wenn  einer  der  in  Rede  stehenden  Körper»  dessen  Masse  m 
sein  mag,  um  den  Centralkorper  M  eine  Ellipse  beschreibt,  wie 
z.  B.  die  Erde  um  die  Sem«,  und  £  iittd  f  den  FiScbeiikihalt 
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der  ganzen  Ellipse   und  die  ganze  Umlaufszeit  in  derselben  be- 
zeichnen, 80  ist  nach  ,40) : 

2EVA 


'V'+ä 


Sind  aber  a  und  b  die  beiden  Halbazen  der  Ellipse,  so  ist  oacb 
der  Theorie  der  Kegelschnitte  bekanntlich 

i<  =  p»  £s=  abn; 

* 

also  EvA^a^Kt  und  folglich  ofich  dem  Vorhergehenden:. 

2aS9c 
42) k  = 


v^ 


Nimmt  man  a,  etwa  die  mittlere  Entfernung  der  Eid*  ▼••  d«r 
Sonne,  als  Längeneinheit  an,  so  i«t 

43) A=         ^" 


ßeschreiben  zwei  Körper  m  und  nii  um  die  beiden  Central-' 
kdrper  M  und  Mi  Ellipsen,  deren  Halbaxeo  a,  6  und  0|,  ^  sind, 
so  ist,  wenn  die  FlSohenrinme  dieser  Ellipsen  dereh  E  und  £|, 
die  Dmlaufszeiten  in  denselben  durch  T  und  7\  beaeichdet  wer«, 
den;  überdies 

gesetzt  wird,  nach  dem  Obigen: 

also  auf  ähnliche  Art  wie  vorher: 
und  folglich 


a-    ai-=^»+'^-'+"* 


oder 
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also 


and  folglich 

44X   .     . 


m  _T,«    a»/*»  .wi\ 


Ist  nun  ^|=m,  d.  h.  ist  M  der  Centralkdiper  flir  m»  und  tu 
der  CentralkOrper  fflr  nti,  wie  z.B.  die  Sonne,  die  Erde  ond  der 
Mond,  so  ist 


weraos  sich 


45) 


ergiebt. . 


Kann  man  aber  den  Brach  -^    seiner  Kleinheit  wegen  ohne 

nierlcliehen  Fehler  als  verschwindend  betrachten,  so  geht  vorste- 
hende Formel  in  die  folgende  über: 

46) ♦"  ^ 


AT— 7',a    a«      , 

oder 

mittelst  welcher  Formeln  der  Bruch  -i^  aus  a,  0|,  T,  Ti  gefun- 
den werden  kann ;  dann  kann  man  aber  auch  die  Constante  k  mit- 
telst der  Formeln  42)  oder  43)  finden. 

Für  das  System  der  Planeten  und  Cometen  in  Bezug  auf  die 
Sonne  als  CentralkOrper  hat  man  auf  diese  Weise  gefunden : 

k  =  0,017202(^895 


•  l 
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welch»  Zahl  man  di«  Gonstante  des  Sonnensyateina  m 
nennen  pflegt,  wobei  die  mittlere  £ntfernang  der  Erde  von  der 
Sonne  als  LSngeneinheit  zn  Gmnde  liegt. 

Bis  auf  eilf  und  zehn  Decimalstellen  genau  ist : 

iE:  =  0,01720209806 
k*  =  0,00029691227 
li*=  0,00006090310 
il«  =  0,00000008756 
&*  =  0,00000000151 
.     /El«  =  0.00000000003  -^ 

und 

.    log  A  =  0.2365814414—2    < 
log .  «s  =  0.471 1 628828 — 4 
log  .A>=  0,7067443242—6 
log .  i*=i  0,9423367656—  8 .^ 
log.  *»=  0.17790^0 —9'  ' 

log .  A« = 0,4134886484  •»- U. 

Bis  auf  sieben  Decimalstellen  abgekflrtt  ist  aber: 

log  A  =:  0,2365814.-^2 

log.A>=0.4711629-4 

log.A5=  0,7067443  ^6         .  >. 

log.  £«=  0,9423258-8 

log.A»=ai77907^-* 

log.  Af=:  0,4134886— 11. 

$.  10. 

VfiT  wenden  uns  nnn  znnächet  necb  re  einigen  nllgbBelnen 
Betrachtungen»  welche  iiir  alles  Folgende  von  der  gr^Mten  Wich« 
tigkeit  sind,  nnd  daher  hier  der  sorgttitigsten  Beachtong  empfohlen 
werden  müssen. 

..,  Der  Kürze  wegen  wollen  wir  im  Flplgeiiden  -apteetsen.  Well 

Mn' nach  30)  • 

r  =  (il+Äcose)-* 

Tk«U  XXIX,  19 


r 


i' 
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Ferner  ist  nach  18) 

Aus  diesen  Gleichungen  erhilt  man  durch  aaeeeMive  Diifereotia' 
tfon  die  folgenden  Formeln: 

t=:  A-i-Bcoat), 

de 


m 


=jri«. 


^=-BJ.ineg^  +  co»ey^g^ 
g^=:-B|8ineg^+3cogegj.g^-8ine(^g^j|. 


0>   S.    W. 


und  eeWieMt  aus  diesen  Formeln^  die  man  leicht  weiter  fortsetzen 
kann,  sogleich,  dass  überhaupt  die  Differentialqnotaenten 

W    """*    ä? 

in  Beiug  auf  die  GrSsse  K  von  der  Ordnung  l  sind,  d.  h.  in  allen 
ihren  Gliedern  die  Potenz  E^  enthalten.  Weil  nun  aber  nach  95) 
und  41) 


A'^        A  A 

aUo 


48) ir==A 


ist«  so  sind  die  Differentialquotienten 

M     °"^     S? 

offenbar  aach  in  Bezug  auf  die  Gr5sse  k  von  der  Ordnung  l,  und 
enthalten  also  in  allen  Gliedern  die  Poteni  kK 

Aus  r  ==  r^  <«rhalt  man  leicht  durch  successive  Differentiation t 


dr 
5<  = 

3V 
8fi  — 

8»r 

-*-•©*. 


u.  s.  w. 


und  fiberzeugt  sich  hieraus  sogleich ,   da^s  aueh  der  Differential- 
qnotient  kw  in  Bezug  auf  die  Grösse  k  von  der  Ordnung  1  ist. 

WeU  endlich 


a«.f» 


^=»"^+ «'©■'■ 


!»• 
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U.  B.  W. 

Ist,  80  bt  klar,  dass  auch  der  Differentialquotient  -^W-  in  Beauf 
auf  die  Gr56se  k  von  der  Ordnung  X  ist. 

Nach  3)  ifit  belcanntlich 

^-"'^^'  8?""'"r«'  a<«""""7** 


also,  weil 


^  =if  +  m  =  if(l  +  3j)=ife«a  +  s) 


ist: 


5?  =  -*"(» +  »)»•*' 


=  -*•(!  +  »)  r«y. 


<•—      "^'^M 


Also  Ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung, 
wenn  man  die  Binomial  -  Co^fBcienteo  auf  gewöhnliche  Weise  be- 
zeichnet: 


U.   8.   W. 


aus  4r§i  itocmUrUekm  BeobMkhmgm.  .9(77 

u.  s.  w. 
+(4-2)A-,-^^jri-.|| 

U.  6.    W. 

Kann  man  nun  beweiaen,  daM  die  Diffierentialqnotientan 


dx     ^ 


dl 
St 


in  Bemg  aof  dl«  Gr5Me  k  von  der  ersten  Ordnung  sind,  so 
sehlieMt  man,  weil  nach  dem  Vorhergehenden  die  Differential- 
qnotienten 

d^x    ^y     Slh 


in  Bezug  aaf  die  GrDsse  k  von  der  swelten  Ordnung  sind,  hi< 
und   aus    dem  Obigen  leicht,    daaa   überhaupt    die  Differential- 
quotienten 

d^x     d^      9^ 

in  Bezug  auf  die  GrGsse  k  von  der  Ordnung  k  alnd. 
Bekanntlich  Ut 


^ 
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und  folglich  darck  UiffereotlatloD : 

Ferner  Ist  nach  4): 

3j?       Bs ^ 

Beetimnil  ma»  mlttekt  dieser  Gieichungeo  uod  der  iwel  yorher- 
gehenden  Gleichungen  die  Differentialqaotienten 

dx     dy     dt 
8?'    3?'    bC 

so  erhSit  man  leicht: 

Bx      Gx— Ciy  :x  dr 

49)    .    .  .V    .     ^^«^3^j^ +  ;S' 

fe_  Gy— Qa;  .  «  dr 

Nach  11)  ist  aber: 

C=TiS^alndsint,  r^s^db^Tcos^sint,  C^=:— JTcosi; 
also  nach  48): 

Cz^^k  %/     — 2 — sind  sin  i. 


'Ja 


(^=4:A%I     — -j — cosdsint» 


1  +  5 

Ci=-*%/     — -7— cosi; 


indem  man  die  obereo   oder  nnteren  Zeichen  nimmt  ^  j^tcfcAeiP.. 
6  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer  Winicel  iet;  also  sind  C,  Ci»  C% 
in  Bezog  auf  die  Grosse  k  von  der  ersten  Ordnung »  und  da  nun 

nach  dem  Vorhergehenden  mich  g-.  iii    Bezug   auf  diese   Grösse 

von  der  ersten  Ordnung  ist,   so  sind  nach  49)  in  der  That  auch 
die  Differentialquotienten  ^ 

är     ^    ds 
Bt'  9i'  dt 

in  Bezug  auf  die  Grösse  ^  von  der  ersten  Ordnung,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

m 

Wenn  wir  die  Gleichungen  49)  quadrit^tf  ikttVdadtt  stt*  Miiab-' 
der  addiren,  so  erhalteii  wir  nach   einige»  leichten  Reductionen 
die  Gleichung 


I    I 


also  nach  9)  und  5):  .  | 

Ferner  erhäft  ittiin  ank'dm  Oleichtmgen  49)  MtAii  '  '    '"''''    ' 


51)  ^^äf~^ä«=^~  r«  T — r~'5r' 

I  ■        s 

und  wenn  man  nun  die  Gieiclungen  49)  differentHit,  so  erhM 
man  in  Verbindung  mit  deti  Vorhergehenden  Gleichungen  leicht 
did  folgenden  AusdrtclEsr:  •{«•  • 


Sßx Px  ,   ^    8*r 

a<«  -  ""  r«   +  r  •  8r«  ' 


62)     .     ...     ^gj^---j-  +  -.^. 


»••.I 
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od«?  ttach  48): 

dßx  .-  **   X  ,x  ah 

14.  i? 


Weil  nun  nach,  dem  Obigea 


dh: 


=-*^i+5)5. 


ist,  so  erhSit  iaan,  trenn  man   diese  Ausdrücke  in  die  Torberge- 
henden  GleichnogeQ  einfiUirf»  die  folgende  Formel: 

Hieraus  erhält  man  durch  fernere  Differentiation: 
56)    ....    _  =  -.Ä^i  +  _)._-^.g- 
und 

67)    si  =  A»(l4-«)         ^.      >(s) ^iir--57I 


ä?  -  «^' -^  itfM -:ss .g-.  ____.g^  , 


welche  Differentialquotienteo   man   auch    leicht  noch  weiter   ent- 
wickeln könnte. 


S.  IL 

Weil  nach  30)  bekanntlich 

rc=  (il+Äcost)-» 
iat,  80  ist 


■J 


mu  ärH  feoeintrUehmt  Beo^eeMHm§$n.  381 


und  folglich,  weil  nach  18) 


80     j: 
3e  =  ;a 


ist: 


58) g^s=  KBsinv 


oder 


^^) 5f=V2\  Hjj-^iop. 

8etzt  man  aber  für  die  £llipse  uod  Hyperbel  respectiTe 


•      •      • 


)    ■ » 


CM))    .    . 

11 

und 

ei) ^^v^^r^s 

a 

und  nimmt  im  Folgenden  fSr  den  ersten  Zweig  der  Hyperbel 
immer  die  oberen^fär  denzweiienZweigf  der  Hyperbel  die  unteren 
Zeichen  0  so  ist  nach  der  Lehre  yoli  den  Kegelschbltten 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 


62) 


.    .    gz  =3  As Y  ±  A{1  +  Ti)*fiin •• 


Weil,  wie  man  sogleich  findet» 

Acose 
cose 


l-'Ar=  ^  ■  ^^ =  Brcosp 


ist ,  so  ist  nach  55) : 

e»)    .    .     .    .      ^=:K^BcoBv{A^Bcq99yK 
oder 

64)    .    .    .    ^  =  **2^1+5)cosr(iJl+JBcöse)< 
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oder  auch  fllr  die  GUipee  nod  Hyperbel,  immer  mit  dereelbeo  Be- 
stimmnng  wegen  des  Ycirseicheed  wie  vorher:* 

66)    .    .    .    ^sz±lfle{}■^^iM*v{A^^Bco^v)y 

i 

1  1 

Wenn  man  die  Gleichung  63)  unter  der  Form 

|^=Ä*Är-«coe» 
darstellt,  und  dann  differentiirt,  so  erhilt  mae : 


also,  wenn  man 


CT         -^  ce  '<   SC 


setst,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

d*r  K^B 

tß)    .    .    ,    53= -|— sine(il+3Äcose), 


oder 


■  * 


67)    .    .    gTi  =  — liTv — 3— y  sin»(^ +3ÄC0S»), 


also  f&r  die  Ellipse  und  Hyperbef: 
68)    .    .    57i  = -F  "^*"i^  V — 3^y  8in»M+3Äcosf7.) 


8V      ^k^AeC^^lii\ 


Will  man  B  ganz  elimioiren,  so  ist.  Immer  mit  derselben  Be- 
stimmung wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher: 


«w-  4r«f  •feoemMtktai'  Be0»acMmfeM. 


«IS 


I  ■  • 


'«< 


,  Fflr  dif  Parabel  mjis«  maii  ^  =  i?sx  -  ..fefaen^^freiia  p:daii 
I^MiMüeter  beaeichoet    Die»  fitbf  nach  dem  VofhergelieDdett : 

ferner: 

I 

71)    .    .•  «ÄÄ*il»co»D(l  +  co«©)«=4JPJ"co8©coalr\ 
oder 


Ol.  III 

72)    .    .     .      SÄ  =  4A:*il*(l  +  -jjg)  co« r  co»  i»*. 


oder 

75)  . 

oder 

76)  . 


a(* 


AP 


oder 

73)  .    .    . 
endlich  Ist 

74)  .     .     . 


a<« 


m 


--J5-(1  +  ^)co«n>  coa^v«; 


8»r  £»il* 

grt  ==  "^ — Ii~**"  » (1  +  3co«  o). 


?!Ir 


8V 
8<» 


^^"^— (1  +  j^yialaiKl  +  Scoae), 


J^V2        m 

^»y-;(l  +  jg)*ainc(l  +  3coar). 


♦  * '  f  . 


i-  .i 


5.  12. 

_  I 

Die  beaoiidera  wiebtigen  Filte  der  Ettipae  und  Parabel  wollen 
wir  nun  nocb  der  folgenden  Betrachtung  unterwerfen. 

Ueber  der  Hauptaxe  der  Ellipse«  deren  Mittelpunkt  C  sein 
n^Ag*)»  aI^  Dnrchraeaaer  denke  man  sich  einen  Kreis  beschrieben, 
und  bezeichne  den  Brennpunkt  der  Ellipse,  in  welchem  sich  der 
K<(rper  M  befindet,  durch  M.  Die  beUea  Sckeilei  der  Haii}i«ae 
der  Ellipse  seien  P  und  A,  so  dass  P  der  dem  Brennpunkte  H  su- 


«)  Vkm  Figur  b«iaafiig«i  wird  aidil  aöthi^  «eiiu     bIMterlidbea 
Fall«  wnrdo  sich  dietelbo  ein  Jeder  selbst  selchnen  kduea; 
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Dächst  liegende  Scheitel  ißt  Der  Ort  dee  KOrpers  m  snr  2jeit  t 
faf'dA  Elfipae'  sei '  nUn  Von  m  denke'  man  eich'  ein  Perpendilcel 
auf  die  Baaptem  4sefiUlt,  nnd  Terlingere  selbigee  Aber  a  Umne 
eo  weit,  bis  der  lieecbriebene  Kreis  in  m'  geschnitten  wird.  Dann 
ziehe  man  C^'  und  Mm,  und  Kiesf  iobne  den  von  Cm'  mit  CP  ein- 
geschtossenen  WInIcel,  indem  man  diesen  Winkel  Ton  CP  an  nach 
•derselben  Seite  hin  von  0  bis  2tXfi  zählt,  nach  welcher  hin  der 
▼on  Mm  mit  MP  eingeschlossene  Winkel  v  von  MP  an  von  0 
bis  360^  gezählt  wird,  durch  tc*);  so  Ist  nach  der  dehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordioaten  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

acostt=  Va*— 6*-|-f  cosi?, 
oder,  wenn  wie  frCfaer^ 


gesetzt  wird : 

78)    ......    acostc=:ae-|-rcoso 

oder 

79) rco89  =  a(coiitt— e). 

Nun  ist  aber  nach  30) 

r=5(il  +  Äco8r)-», 

also,  wenn  man  dies  in  die  vorhergehende  GleicbuDg  einführt: 

ail(cos  u — e) 

cos  V  =  \ -^ :  9 

1. —  a^(co6u— e) 

woraus  sich 

A  A 

A  +  ffcos  »-  i_ß^(eostt-e)  "^^  1  +  eaB^aßcoBu 

folglich  nach  dem  Obigen 

l  +  eaB      aB 

etgiebt    Nun  ist  aber  Kiekanntlich 


' 


*)  Eigentlich  sind  r  und  U  die,  die  enUprenhenden  Winkel  meeeen- 
des  Kreisbogen  in  oiaeni  mil  der  Einheil  aU  HalbmeMer  beeckriebenea 
Kreise.  (S.  oben.)  ' 


^  =  jj'    »  =  •*— gl — -gi' 
also,  wie  nun  leicht  findet:  , 

folglich : 
80)    ....     .    .     r^a(l — ecosti). 

■ 

Nach  79)  aod  80)  ist:  * 

8») «'^''^l-ecoeii' 

woraus  sieb  mittelst  leichter  Rechnung 

"«n'*'  =  (lJ_„ostt)«' 

ako,  weil  offenbar  sin  u  und  sin «  immer  gleiche  Vorseichen 
nnd  1— ecostc  stets  positiT  ist, 

.  sinttVl— e* 

82) sin  V  =  — i 

^  1  — ecosti 

ergiebt 

Aus  der  Gleichung  81)  folgt  femer  mittelst  leichter  Rechnupgf 


r{     . 


also: 


1  —  £  cos  u 

cosi«*  =  i cqsitt*; 

■  1— ecostf 


woraus  sich  durch  Division 


1 +'.:-... 


:/ 


oder 

(1  -  e)tong le*  =  (1 4  e) Ungi«* 

ergiebt.  Offenbar  Ist  aber  immer  sugleich  0<o<ffy  0<ti<n  nnd 
iK<«<29K,  9s^ii<29s,  also  Buglelcb  0<i«<iir,  0<itt<i« 
and  i9K<i«<9K«  |9»<iti<if,  woran«  sich  ergiebt,  dass  sini« 


98B  Gruneri:  (Mßr  äi§  lUMümmHti^  ätr  Bmkm  0im$  Weitkärpen 

nnd  «niai,  cos4«  and  oosin,  t^ftif  and  tangi«  imuer  gleiche 
Vorzeichen  hahen.    Abo  ist  nach  deitf  Obigen: 


83) 


i    8inl9  =  sinittV  i » 

I  •  *     f    1  — tfCOStt 


1  i/"  <-< 

und 

84)    .    .    .     tang  4» .  V"l  — e  =r  tang^tt .  V^l  +  e. 

Rechnen  wir  wie  gewShnlidi  die  Zeit  t  von  dem  Zeitponkte 
an»  wo  der  K5rper  m  «eine  kleinste  Entfernong  von  M  hat,  so 
ist  nach  32): 


y  v^j  (ii+Äcosü)«' 


Dikerentiirt  man  abf  r  die  Gleichnng  81),  so  erhält  man : 


I     »■ 


•'■"^-(l-eco««)«*'' 
also  Dach  82): 

I 

VI— «< 

85) 3t>=i a«. 

^  1  — ecosif 

Ferner  ist 

ifl-f  i9coS0:=  -  =  -71 ^  ■     V» 

"  r       a(l  —  ecosti) 

also 

und  folglich,   weil  u  und  v  zugleich  TerachwindeD : 


/ 

0 


(/I+Äcosr) 


^=a«  VI — £•.(!  —  ecosti)dii. 


Also  ist  nach  dem  Obigen: 


Nun  ist  aber 


<= — (tf  — esmtf). 


^=P'.  i-«**^.  a--^^=5.' 


am  drH  peoeeniHiekim  3e0taMmi0m$. .  987 

also  nach  dem  Vorhergebenden: 

8«) «=— («— esiott), 

9 

oder,    weil  ^ 

^=ilf  +  m  =  iir(l  +  3) 

irad  nach  41)  bekanndicb  kt=iVM  Ist: 

■ 
87)    ...    .     *= — f-  (n  — eeinn)    . 


■i" 


oder 


k 


V^'+s 


88)    ....      ^-j I  =  ti  —  €  sin  tt. 


Die  drei  im  Vorhergehenden  entwickelten  Gleichangen: 
89)     ....    ^ 


^= ^;     ,    ■  (tf— esiniQ.^ 


r=a(l -^^costf), 

j-^^.tangi«; 


durch  welche  /,  r,  o  sftmrotiich  durch  u  ansgedrfickt  werden,  sind 
für  die  elliptische  Bewegung  der  WeltkOrpe^  nm  die  Sonne  von 
der  grSssten  Wichtigkeit. 

Ffir  die  Parabel  mfissen  wir  i  r. 

P 


setien ;   also  ist  in  diesem  Falle : 

^    '    '    •*=  .1(1  +  coso)  ~  2iJlcos4e«  "^  4cosi^' 

Femer  ist  für  0<o<9r  bekaontlich,  wenn  t  die  seit  den! 
Zeitpunkte,  wo  der  Körper  m  seine  kleinste  Entfernung  ?on  M 
liatte,  yerflossane  SEeit  bezeichnet: 
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>n-f 


■  ..1' 


aUo  für  Aziz  Bi 


Nach  einer  bekaonten  Reductionaformel  der  Inteip^recbnang  ist 
aber 

r  8;»    _   ainjp  P  d\v         P   h\v    _siDtp. 

* 
alao,  wie  man  leiebt  findet: 

/•    Bhv 
^^^^=tonglp  +  4tangir», 

0 

folglich  nacb  dem  Obigen: 

i^=2y=^  (tang  4p  +  i  tong  4©»). 

Bezeichnet,  wenii  n^v^2n  ist,  t  die  Zeit,  welche  bis  zu 
dem  Zeitpunkte  verflieaat,  wo  der  Kßrper  m  seine  kleinste  Ent- 
fernung Ton  M  hat,  so  ist  offenbar: 


v?/ 


dv 


Äcost?)«' 


also  nacb   dem  Obigen: 

2VJÄ}J^        cosie*' 
Nun  ist  aber  allgemein 


also 


folglich 


J3^  =  tang4i.+  itong4f.«, 
;^3^  =  -tangi«-it«ng;e». 


'=~2v|l5^**"*''"'"***"***''^" 


mt$  drei  geocentriMcken  Beobachiungen.  :SS9 

Bezeichnen  wir  nun  aber,  jenachdem  0<o  <  ^r  oder  n  <9<2jr 
ist»  die  seit  dem  Zeitpnokte,  wo  m  seine  kleinste  Entfernung  von 
üf  hat,  verflossene,  oder  die  bis  zu  diesem  Zeitpunkte  noch  ver- 
fliessende  Zeit,  indem  wir  zugleich  diese  Zeit  im  ersten  Falle  ab 
positiv,  im  zweiten  Falle  als  negativ  betrachten,  durch  f,  so  ist 
nach  dem  Vorhergehenden  in  völliger  Allgemeinheit: 

91)  ...    .      <=:-r==(tang4«;+Jtanglü») 

oder,  \xe\\  i4  =  —   ist : 

P 

92)  ...     .     ^  =  ^^fe(tangjt?  +  itangjt)3),       » 
oder : 

Weil 


t    ■  : 


ist,  so  ist: 


94)   ...    .    f  ==  -  --^-^^====  (tan 

4*V2(1  +  S> 


oder 


95)    ...    .    <  = ^^==  (tang  Ir  +  l  tang  lr)^ 

welche  Formeln  besonders  ffir  die  Theorie  der  Cometen  von  sehr 
grosser  Wichtigkeit  sind. 

Nach  dem  berühmten  Lambert'schen  oder  Enler'schen 
Theorem  von  der  Quadratur  parabolischer  Sectoren  *)  ist,  wenn 
dem  Sector  Sx  die  Vectoren  r^,  t%  und  die  dazwischen  liegende 
Sehne  fi,2  entsprechen: 


^=aV|. 


t(»'i+ra  +  ii^)«T(n  +ra— fi^)*!. 
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indem  man  da^'öbei^  od^fe*  mAMUtt  Z^Mitn  hlhiUht;  J^äcbffMti  der 
Vbti  den  Vectoreir  fj ,  ri  tiäcb  dH'  8^te  d^  t'Af äbel  fainr  ^n^ 
soliloMene  WinM  eiü  concaver  dd"^  ein  coVhrexff  Wink^  ist. 
Wefl  hhd  nach  3i)  ätigettiehv 

ist,   80  ist  ffir  die  Parabel: 
96)    .    x= 7====t(r,+r,+*,^)'T(r,+r,-*,^*!, 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeicben  nimmt,  jenacbdem  der 
von  den  Vectoren  tu  t%  nacb  der  Seite  der  Parabel  hin  einge- 
•cblossene  Winkel  ein  concaver  oder  ein  convexer  Winkel  ist. 


Anhang. 

Es  giebt  noch  eine  Klasse  sehr  merktvördiger  allgemein  gül- 
tiger Formeln,  zu  deren  EntMiekelung  sich  im  Vorhergehenden 
Doch  keine  Gelegenheit  dargeboten  hat.  Die^e  nacb  meiner  Mei- 
nung sehr  bemerkenswerthen  Formeln  will  ich  daher  in  diesem 
Anhange  noch  entwickeln. 

Die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  von  der 
Sonne  als  dem  Anfange  der  Coordinaten  nach  dem  Perihelium  ge- 
zogene gerade  Linie  mit  den  positiven  Theiien  der  Axen  der  x,  y,  z 
einschliesst,    wollen    wir    respective    durch    A,   fi,   v    bezeichnen. 

Dann  ist,    weil  offenbar  —  >    ~#   -     die    Cosinus    der   180*^    nicht 

T         T        T 

Übersteigenden  Winkel  sind,  welche  der  Vector  r  mit  den  positi- 
ven Theiien  der  Axen  der  Xy  y^  %  einschliesst,  wie  man  sogleich 
fibersieht,    in  völliger  Allgemeinheit: 

_^  X  .       11  1 

97)  .    .     .     .  cosr  =  —  C0SA+-C0SU+-C0SV, 

oder: 

98)  ....    a:cosA-f-^rosfi  +  <eosv:=rcost7. 
Nun  ist  aber  nach  30)  allgemein: 


also: 
99) coapss    ^^    , 

und  folglich  Dach   dem   Vorhergehendan : 

100).      .      .      J:C08^  +  ycOSfi  -|-  2C08V  =  — JT^  * 

also,   wenn  man  differentiirt :  >         ^ 

JOl)      .      .       gjC08i  +  ^C08^  +  ^CO«V=-^.gj. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

1  — i4r 

— j^ — =arco8A-f  ^cosfi  +  zcosv, 

A    Br      dx       ,      du  •  &  • '      '  ■        ■■-     "• 

erhält  man  sehr  leicht  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
1 — Ar  dx  ,  Ax  dr      ,  dx        8r  ,    dy        dx^ 

1  —  Ar  dy      Ay   Sr  dy         Bx.        .      ,  dz         dy 

i  —  Ar  dz      Az    8^     .    dz         dy.  ,   dx        dz^ 

folglich  nach  4): 

l-i4r  dx      Ax  dr     ^ 

102J    .      ^     ^^^•g|  +  -^g^=CicosX— Ccosv, 

\-'At  dt       Az    dr 
ß       dt  ^  'S    dt  =  ^c®®^—  Mco«^- 

Quadrirt  man  diese  Gleichungen  auf  beiden  Seiten  und  addirt 
sie  dann  zu  einander.,  so  erhält  man,  weil 

cos  A*  +  cos  fi* + cos  V*  =  1 

ist,   sehr  leicht  die  folgende  Gleichung: 

20* 
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\B       di^~B'Nj    ^\''B^'dt+  B'dtJ 

.  ^^—^r  dz   .   Ai    dry 

=  C^+  Ci*+  Ci«— (Cco8X+  Ci  co«f*+  C;co8v)* 
und   folglich  nach  9): 

.fl—Ar  dz       Az  arV 
^KB      8i+  ~B    Ti) 

=  Ä»  —  (CCOS  A  -f  Ci  cos fi  +  Qcos  v)«. 

Entwickelt  man  nun  die  Summe  der  Quadrate  auf  der  linken 
Seite  des  Gleichheitszeichens»  so  erhält  man  fflr  dieselbe,  weil 

«•+»•  +  »"  =  r«, 

dx       3y      3» 3r 

ist,    zuvSrderst  leicht  den  folgenden  Ausdruck: 

also  nach  50)  den  Ausdruck; 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

^     =z  cos  V ,   und  nach  58):     -g  «kt  =  ATsin»; 
also   ist  offenbar: 
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\    B       di^   B    dt) 
+  \,^B~  81  ^~B^'di)    l-'^' 

n-Ar    dl  ^  Az   8ry 

•o  dass  man  also  oach  dem  Obigen  die  Gleichaog 

«•  =  Ä«  -  (Ccos  A  +  Ci  cos  fft+ Cico«  v)« 
hat,  ans  welcher  sich  die  Gleichung 

103).      .      .      .      CcOSil-f- CiCOSfA-fQcoSVrzO 

ergiebt 

Daher  haben  wir  jetzt  die  drei  folgenden  Gleichangen : 

I     arcosA  +  ycosf4+xco8v  =  — g~» 
104)       <    Sx        ,  ,dy  dz  A     dr 

^     CcosA-f  CiC08fi-f  Qcosv  =0. 

Um  aas  diesen  Gleichungen  cosA  zu  bestimmen,  mnltiplicire  man 
dieselben  nach  der  Reihe  mit 

ri  ^      r*  ^^      r>         /^  dz       dy 

und  addire  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man: 

|:r(c4f~C||-J)  +  ^(C,i-q^)  +  C(y|--*|))cosi 

-  — ^g— (Ca  gj  —  Ci  g^ )  —  ^ .  g^  (C,z— tay). 

Fahrt  man  in  den  Factor  von  cos  X  auf  der  linken  Seite  des 
GleichheitszeicbeDS  für  C,  Q,  Ca  ihre  Ausdrücke  aus  4)  ein,  so 
erhält  man  für  diesen  Factor  leicht  den  folgenden  Ausdruck: 

dz 
dt 

dx 


ä(ir+(i)"i--»ii+»'!^)'+©v^i- 
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uud  die  obige  Gleichung  im  Bestimmuiig  von  jcobI  erhält  daher 
die  folgende  Form: 

Ä,eosi=,l^(ft|-Q|)-^.|(t,,-C^). 

Ffihrt  man  nun  auch  in  die  Grösse  auf  der' rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  filr  Cf  und  C^  ihre  Ausdröcke  aus  4)  ein,  so 
erhält  man  f&r  diese  Grösse  leicht  den  folgenden  Ausdruck: 


!••    I 


l—Ar,K*ai  .      /arV        Sx  dr , 

=~B~-is-  +  v-ß- + -Br\dt) 

f\-Ar  .  Jr\   8a:   8r 

\  —  Ar    K*x      1       /8rV        8a:   hr . 

1— ^r   Ä*a:      _„       .     ,      „  8a;  . 

Ä*as  /l  —  ^r  .  „  ,  .     ,\       -,  8a;   . 
=  -j3-  ^— ß—  +  Bt*  8ID  c*^  -  Ar  2i  *'°  '^ 


Nun  ist  aber 


«nr«=  !-(-—)  . 


und  folglich,  wie  man  leicht  findet: 


— jg |-/»r"siiiü*  =  r -g » 


also  obige  Grösse: 


j^ Krj^  smt^. 


aus  drei  geocentfiscAeu  BtabackdunuBn.  ..  ,  3S(f^i 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

^       ,      Kx    A'-iA^-^-B^yr        dx   . 
Kcos  A  =  —  • -g r  -gr  siij  V , 

und  man  hat  also  jetzt  Sberhaupt  die  drei  folgenden  «GleiphungeD: 

f    ^      ,      Kx   ^— (^— B«)r       dx  . 
ÄCOsA=— . -g roTSintJ, 

.^.         ]    „             Ky   A^(A^^B*)r       dv  . 
105)    .    \   Acosfi  =  — ^ ^-— g ' — -r^sine, 

Kz   A—(A^'-B*)r       dt  . 
A COS V  =:  —  . -• 'gi  " rK%Sino ; 


oder: 


S '5*' 


X  A — CA^—B'tr      r    Bx  . 


•1 


f 


irtRx        )               y   A—{J^—B^r      T    dy  . 
lÜD)    .    \   co8ft  =  5'- ^—ß ^.  gl  sine, 

X    A—(A*-B*)r      r   Bx   . 

oder  nach  35),   wenn  wir  M-\rtn  (Qt  das  dortige  f»  setzen: 

'    ■      ,      X  A—{A*-B^       aI     1~  Bx  . 


\ 


wm        /  y  A—(A*-B*)r       aI     T   By  .'  • 

z   A^(A'-ß')r        aI      Ä~    Bx  . 


■ 

Sind  die  Massen  positiv,  so  ist  nach  48): 


... .  , 


.■  .i;.'o  T 


Kz=:k 


i  )i 


MB 

und,  wenn  man  ^eu  Bruch   ^  «ernacbJSssigl;.. 

k 


jr= 


VA*  '         '•■"  •  -'    *     " 

also  unter  diesen  Voraussetzungen  nach  106):  '  •   vu   >  : 
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,      X   A-(A^-B*)r     tVA  dx  . 
cosl=-.- -g Ä-^*'""' 

iftK\      )  9   A-(A*—B')r     rVA   du  . 

X  A—(A'-^B*)r     tVA  ht  , 
cosv=- -g rgi**""' 


wo  nach  dem  Obigen  bekanntlich 


109) 


.^.^iSf,-^--^) 


ist,  wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jeDachdero 
V  zwischen  0  und  180^  oder  zwischen  180^  «nd  360<>  liegt 

Im  Falle  der  Ellipse  ist  hekanntlich: 


also 


^._ß.=:^. 


und  fols'lich: 


n" 


Folglich  ist  in  diesem  Falle: 


a:   a  —  r      erVa   dx  . 
r  *     a 


e  cos  A  =  —  •  — ■ —  —    hä     •  "KT  sin  r  > 


110)     .         <  eoos|ti=- • ÄÄ~  •  äi#  ®*"  ^^ » 


r       a  A6     9< 


X    a  —  r      «»v/a  dz  , 
r '     a 


,cosv=- — ÄrF«"""' 


wo  bekanntlich   b  =  a  \  J  ^  e*  ist. 
Ferner  ist 
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-(■^0  = 


2ar-6«— r« 


_  g»— 6*— (g«— 2ar  4-  r«) 


€?%•« 


und  folglich: 


wenn  man  tla8  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem  v 
zwischen  0  and  180^  oder  zwischen  180®  and  360®  li^gt.  Also  Ist 
mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Zeichens: 


'=f°-?TMV".i^-(^)v 


ecosv 


oder : 


"»•'±MV"-<«--(~7'-F°-?=»- 
m  |.c.±Mv«i«'-C-?)'i-?'-T=». 

'-»••±lsV-i"-(==-')'i--'-?=«- 
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Zureite»  Kapitel. 

Bestimmung   der    Bahn  eines   Weltkorpers    aus    drei 
geocentriscben  Beobachtungen  desselben. 

I. 

Fundamental  -  Gleichungen. 

§.  1. 

Die  Zelten  der  drei  Beobachtungen,  aufsteigend  nach  ihrer 
Grosse  geordnet,  seien  ^t  ^,  ^;  die  Zeitin f ervalle  ^ — t^,  ^  —  ^i* 
t^  —  ti  sollen  aber  respective  durch  Tj  ,  r^,  r^  bezeichnet  werden, 
60  dass  also 

ist.  Die  Sonne  nehmen  wir  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen 
Goordinatensystems  der  xyz  an ;  die  Ebene  der  Ekliptik  sei  die 
Ebene  der  opy;  der  positive  Theil  der  Axe  der  ^  sei  nach  dem 
Anfangspunkte  der  Längen,  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  sei 
nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Längen,  und  der  positive  Theil 
der  Axe  der  z  sei  nach  dem  Nordpole  der  Ekliptik  gerichtet. 
Die  den  Zeiten 

entsprechenden  Coordinaten  des  Weltkorpers,  dessen  Bahn  be- 
stimmt uerden  soll,  in  diesem  Systeme,  und  seine  denselben  Zei- 
ten entsprechenden  V^ectoren  seien 

^i»  ^i»  *i;     -^a»  yt»  H'^    ^8»  Vzy  H 
und 

Die  den  obigen  Zeiten  entsprechenden  geocentriscben  Lingen  und 
Breiten  Aes  Weltkorpers  seien 

Die  Coordinaten  der  Erde  für  dieselben  Zeiten  seien 

^i »   '  1 »     "^a*    '« >    -^8 >   *8 » 


,  ,  ßUM*  drei  §eoc4uWUclUü  B€i^ck(un0en.  3SII 

e  heliocentrischeii  Läpgßo  upd  lh#«  Vedoren  seien 

Die  heliocentriRchen.  Längen  der  Erde  kDnnen  immer  leicht  aus 
den  geocentrischeii  Längen  der  Sonne,  welche  bekanntlich  die 
Tafeln  geben,  gefunden  werden»  iveil»  weoo  f  eHve  beliebige  geo- 
centrische  Länge  def  Sonne  und  L  die  entsprechende  heliocen- 
triscbe  Länge  der  Erde  ist,  offenbar  immer 

L=£i:l80" 

iat,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  uDtere  ZMthen 
nimmt,  jenachdem  £  kleiner  oder  grösser  als  180^  ist. 

Die  den   Zeitintervallen 


entsprechenden  Sehnen  der  zu  bestimmenden  Bahn  unser«  Welt- 
kurpers»  und  die  denaelben  ZeitinterTalle«  entsprechenden  Sek- 
nen  der  Erdbahn  wollen  wir  rcepective  durch 

'i  >  *a»  H    w"^     ^ly  «Sj,  S^ 
bezeichnen. 

Endlich  sollen  die  den  Zeitintervallen 

entspreck^n^dieo  DreiecksflSchen  der  zu  bestinnnenden  Baba  unseis« 
Weltkörpers  und  der  Erdhahn,  welche  respective  von  den 


^  • 


'l**2^8»     ''1V8»     ^i^^^H 
und 

Si  R^K^ ,     Ri  S^R^  9    Ri  Rt^ 
eingeschlossen  werden,  durch 

A>  /•,  Ä     und     f\,  F..  F, 
bezeichnet  werden. 

9.  2. 

Nach  einem  sehr  bekauoten  Satze  der  analytischen  GeonHBtri» 
ist  mit,  Beziehung  der  oberen  and  unteren  Zeichen  in  den  firigen« 
dfipi^  Fpm^eln.auf  einandei :  .  :    .       w.    .  . 


i .  ■  I    <.-.:. 
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2F,=J:(J[,I',-Jlir^, 

also,   wia  man  hiwaus  leicht  findet: 

^  jfii:i-F,i,+F,i:,=o. 

(F,r,-F,r,+F,F,=o. 

Uie  Projectioneo  voo  i. 

auf  der  Ebene  der  xy  seien  respective 

«5       *»       xy      ' 

A»  /«»  A? 

•o  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  dttao- 
der  nach  demselben  Satze  wie  vorher: 

2A  =  ±  (0:1^8  — a:8.yi). 


woraus  sich  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  die  beiden  Glei- 
«shungen 

s^  xy  xy 

xy  sry  xy 

fiyi  -/iy2  +  /3y3  =  o 

ergeben.  Nach  einem  allgemein  bekannten  geometrischen  Satze 
ist  aber 

/i  •  /a  •  /s  =  A  •  /a  •/» » 
also  nach  dem  Vorhergehenden  auch : 

A^i  "-/i^a +  A'^3  =0, 

Stellt  man  nun  die  so  eben  für  die  Ebene  der  xy  angestellte  Be- 
trachtung ganz  in  derselben  Weise  auch  für  die  Ebenen  der  y% 
und  %x  an ,  so  erhält  man  überhaupt  die  drei  folgenden  Gleichuneen : 


au»  drei  geocmtriBCkem  Beo^aektwHfem.  Sgl 

2) l  ftyi—fiSf^  +  f^i—O, 


$.  3. 

Legen  wir  jetzt  zu  jeder  der  drei  Zeiten  ti»  t^,  t^  durch  die 
Erde  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  paralleles  Coordina- 
tensystem,  und  bezeichnen  in  diesen  drei  Systemen  die  Coordi* 
naten  des  Weltkurpers-,  dessen  Bahn  bestimmt  werden  soll,  zu 
den  Zeiten  /|,  t^,  t^  respective  durch 

*i'»  yi'»  «i';  ^a'»  92*  «a';  ^i'»  y«'»  V; 

80  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
naten  bekanntlich  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Glei- 
chungen : 

^2=-^«+*«'»  y«=J2+y«'.   22=V; 

aus  denen  sich,  in  Verbindung  mit  2),  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen ergeben: 

0 

/i(F,  +»,0  -A(F,+y,o  +Mr,  +  »80=0. 

Multipliciren  wir  nun  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  suerst  mit 

y»«8'— ysV.  V^^— *3'^2'>  ^aV-^^s'y«'; 

I 

dann  nach  der  Reihe  mit 
endlich  nach  der  Reihe  mit 

yiV— yaV.  h'^2—H'^i*  ^i'y«'— ^a'y/; " 

und  addiren  sie  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  einander,  so  erhal- 
ten wir,   wenn  der  Kürze  wegen 

3)  Ä=*i'(**'*t'-**V)+*.'(yi'*i'-yi%0-t«.'(yiV-y«'«,') 
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gesetzt  wird,  sehr  leicht  die  drei  Iblgead^n  Gleichungen: 

0^-/-^ +A  i  jr,  (y,'xi'-y,'«,0  +  i'i  (V«i'-V*iOi 
•    -/«t^(».V-yi'*5')+ r,(V*i'~«i'*.')i 

+  /'.l-X,(y,'j,'-ar,'%0  +  n(H'^i'-»i'*i')l, 

+ /"•  i -«•  (yi  V-y.'«i ')  +  n  (»i '^«' -  «.'^i')  1- 

Auch  hat  man  nach  1)  offenbar  die  drei  folgenden  Glpicbungen : 

8) 


0=  F,|j:i(y,'*, 
0=  l\\X,{y^'H 
0=     F,tJr,(y,'i, 


-y8V)+»'i(H'«» 


-ii'«8')l 


§.4. 


Offenbar  ist  nun: 


6)     .     . 


/ii  cos  Li , 

Yi  —  /?i  sio  Li ; 

R2COSL2. 

Y^^R^ainL^: 

R^cwLf, 

F3=l^,8loI/3; 

/tH$  ffrei  ffeoeenirisek'en  Beobachtungen,  3B3 

uird  A-eun  wir  die  sog^fmimtien  mttfrten  knlMt-nntlgen  «nMb  W«ll- 
kdrperd  von  der  Erde  <ii  deti  Zelten  ii,  t%,  U  dareh  ei'  ^'  ^ 
bezeichnen,  so  Ist  offenbar! 

Was  nun  zuerst  die  Gr5sse  Sl  betrifft,  so  ist  nach  3)  und  7): 

icos  kl  (sin  l^  tang  /?g  —  sin  l^  tang  /?^ 
+  cos  At  (sin  i;  tang  ft  —  sin  Ä^  tang  /5,) 
-f  cos  As  (sin  A|  tang/St-*-  sin  A«  tang  j^) 
also  offenbar: 

•ß=^i^P3  t8in(A8— Aa)tang/J,  -sinCAs  -A,  )tang|3,+sin(A^— Ai)tang/^ }, 
oder,   wenn  wir  der  Kurze  wegen 

8) 
ö  =  sin  (As  —  Aa)  tang  jS,  —  sin  (A3  —  Ai )  tang  ß^  +  sin  (A,  —  Aj )  tang/?, 

oder 

8*) 

5 = —  t  sin  (i,  —  jy  tangU,  +  »in  (i, — Ai)  f ai« ^,+.8in  (i,  -  A^  tang^,{ 
setzen : 

Ö) Ä=^1|>jP3Ö. 

■ 

Wenn  man  von  der  Sonne  oder  einem  anderen  beliebigen  Punkte 
im  Räume  aus  Llnli!«  zieht»  welcbe  mit  den  20  den  Zeiten  ini^j  t^ 
von  der  Erde  aus  nach  dem  Weltkorper  gezogenen  Geraden  pa- 
rallel und  gleich  gerichtet  sind,  und  auf  dles^en  Linien  von  dem 
In  Rede  stehenden  Punkte  aus  Stücke  abschneidet,  welche  den 
entsprechenden  Entfernungen  des  Weltkurpers  von  der  Erde  gleich 
sind,  so  sind  die  Endpunkte  dieser  abgeschnittenen  Stücke  und 
der  Punkt',  von  welchem  aus  die  drei  Linien  gesogen  worden  sind, 
die  vier  Cdcen  einer  dreiseitigen  Pyramide,  deren  sechsfacher  k5i^ 
perlicher  Inhalt  der  absolute  Werth  der  Grösse  Sl  Ist*)«  Alse 
Ist  nach  9)  die  Grosse  Q  der  «ecbs&che  Inhalt  dieser  Pyramide, 


*)  \\.  «.  d(>o  Antidriick  '^)  vi>n  Q  und  meine  Elemente    der   ana 
I  vtitcheo  Geometrie.     Tbl.  I.     Leipzig.  1939.     S.  257. 
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durch  das  Prodoct  der  drei  cartirten  Entfemangen  des  Weltk&r- 
pers  von  der  Erde  oder  durch  das  tod  diesen  drei  curtirteo  Ent- 
fernungen als  in  einer  Ecke  zusainmenstossenden  Kanten  gebil- 
dete rechtwinklige  Parallelepipedon  dividirt,  wobei  es  sich  natOrlich 
nur  um  den  absoluten  Werth  der  Gr5sse  (S  handelt. 

Ferner  ist,  wenn  wir  der  KCrze  wegen 

24j=8in(L|—X3)tang/32— «10(^1— ^tang/7,, 

10)  .    ^  i<«=sin(La-^)tang/Jj— sin(I^— Z^tangft, 
A^  =sin  (Ls — A,)  tangfti — sin  (L^—lt)  tangft ; 

J3i =8in  (Li  —  A,)  tang/^a — sin  (ii— Aj)  tangft , 

11)  .    ^  Ä,=sin(La— Ai)taug/53  — sin(L2— Aj)tang/5|, 
Ä,=sin(Ii8— Ai)tangft  — 8in(L,— A5)tangft ; 

C^=s8io(£|— il2)tangj?i — 8in(L|— A|)tang/3s, 

12)  .    ^  <i=sin(La-A4)tangft— 8in(I^— At)tangAi, 
C^=6in(£^— A2)tang]?i— sin(£) — X|)tang/}s 

setzen,    nach  den  Gleichungen  4)  und  5),    wie  man  leicht  findet: 

and 

^iÄiFi-^a^2^2+^3/?3F3=0, 

14)    .    .    .     ^  BiRiFi — 02^2^2 'i'^^z^z^^O 9 

CiRiPi  —  C^R^F^.  "f"  C^R^r^:::zO, 

5.  5. 

Die  Coordinaten  der  Sonne  in  Bezug  auf  die  zu  den  Zeiten 
t\9  f«,  <s  durch  die  Erde  als  Anfang  gelegten  Coordinatensysteme 
sind  offenbar: 

—  Ri  cos  Z/j ,     —  i?i  sin  L| ; 

—  R2COBL29     —  i?2sinL2; 

—  R^  C08  //3 ,      -  /?3  sin  Lg : 


I 
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also  haben  wir  nach  den  Lehren  der  analytischen  (leometrie  die 
drei  folgenden  Gleichungen  :l 

(x,'  +  7?gCoa£,)»  +  (ya'+ß,sin£3)<  +  ij'«  =  r,«; 

fnlglich  nach  7} : 

(Picosj, +ß,  cosZ,,)*  +  (p,  sin»,  +  ff,  sin /,,)«  +  e,»tangp|«=  r,« 

(e,coB i»  +  fijcos  Z,)»  +  (sasin i,  +  ffa  »in  i»)»  +  e«* tang ß,«  =  r.", 

(e^coBis  +  ÄsC0BL3)a+  (ej8in;i3  +  ffjSinZ.,)"  +  es»lansft«=:r,«; 

woraus  man,  nenn  man  die  Quadrate  enhvickelt,  mittelst  einiger 
allgemein  bekannten  goniometriEchen  Relationen  sogleich    erhält: 

'■  (  ß,»+2e,B,coB(/,-i,)  +  e,*»ecft«  =  r,-  ^ 

Ferner  hat  man  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

»»•= (^.'~  ^i')»  +  (ffi' -ffi')H  (i,'-ii')». 

also  nadfc  7): 

«i*=tp*co8ia— ftCosl,)*+{(i,Bini,-9s»'''is)H(Pata'>g&— *stang|J,)« 
<»*=(ftc<»Bi»— PiC08l,)H(eisinia— piSinA,)H(estang|Si— p,tang(Ji)«, 
«•■=(eiCO§l,-faCos;jH{ft8inii— ea8inia)''Kei'angft-e»tang|3,)«; 
woraus  man  nach  Entnickelung  der  Quadrate  erhält; 
*i*  =  et'secpa'  +  e,'secj3a*  — 2eiealcos(ia— ij)  +  taDg)32tangÄ|, 
»,«  =  es*sec3,«+e,»8ec|3,'— -ieiPilcosCij-ijj  +  tangjSatangftl, 
«,«=e,«8ecft«+p,'ßecV— 2e,p,lcfls(A,— l»)  +  taDgj3,tangß,)! 

oder,   nenn  wir  der  Kurse  wegen 

ThaU  XXIX.  91 
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16)     .     !cosfla=:Binft8mA  +  co8p,c(isß,co8(i,-i,). 

co8<9g=sinj}i8inßi-|-cosA  CD6^Gos(il,— 1«) 

atzen: 

(  «.•  =  Cp,eRc?J9  +  ((),sec^8)»-2(ea8ec^)(ft.8ecft)cosfl,. 

17)    j  ^«=(e38ec(J3)''4-(e,secft)»-2(e3secß,)(e,8ec^,)cose3, 

'  .,»={ft8ecft)«+(eaBec^)'--2(e,sccft)(ea8ec^j)cose,; 

dasa  in  olso  t,,  jj,  t,  ganz  nie  die  dritten  Seiten  ebener 
len  kann,  deren  zwei  andere  Seilen  und  davon 
rVinbel 

..uJ.     Alle  stgriffe,    deren    man    sich    zur    Erleichterang   und 

»kOrzung  der  Auflösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  in  der 
lenen  Trigonometrie  bedient,  linden  daher  auch  hier  hei  der 
erecbnung  der  Sehnen  (|,  ff,  i,  Anwendung.     Man  kann  z.  B. 

die  obigen  Ausdrucke  der  Quadrate  der  Sehnen  auf  die  folgende 

Form  bringen: 

»,»Ä(p,ßeciJ,— ftsecft)«coHifl,»  +  (p,gecA  +ft«ecft)'8iDl6l,". 
!,■  s  (ft  MC  A  —  p,8ec|3,)»co«ie,»  +  (p,  8ec  A  +  p««ec(S,)««inlVi 

nod  berechnet  man  dann  die  Hfilfswinkel  a, ,  ta^,  a,  mittelst  der 
Formeln ; 


18)    .    .    J  tenKp.,=  y"-"°^'^"'-"°"'tangifl., 


*"«">-p,CO8A-j.C08ft'»''8*«'' 

M  Ist,  wenn  man  die  ahsolnten  Werthe  der  GrSaaen 
(fcMc  |S,  —  ft  «ec  |S,)  C08  lö,  sec  », , 
(p,i»c/J,— ftBec(>,)coa;fl,Bec«». 
(ftseclSi  — «aaecMcMi«,MGa, 
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val.  aha,  ((,sec^  —  p3  5ec^g)c«8  4^8ec(o, , 
val.  abs.  ((jsec^—  piBec^)coBi^Heciii,, 
val.abe.  (p|Sec|3|  —  ^aBec^costässeca)) 
bezeichnet,  nach  dem  Obigen.   \\\e  man  sogleich  übersieht: 

!i,  =  val.  abs.  (pgsec^g-— ^j  sec^JcosjfiifiectUi, 
»,  =  val.  ab«.{e,eec/3,-e,  secA)coslP28ectoa, 
^^  ^^val.  abs.  {^Betßi—Q2secPi)coa\6iStc<Oi.  •' 

Für  <lie  Quadrate  der  Sehnen  S^ ,  S^,  S^  der  Erdbahn  hat  man 
nach  den  [.ehren  der  analytischen  Geometrie  die  folgenden  Aus- 
drücke : 

B  S,'-=fftjCOsLa— ÄsC0sLa)»-|-{ff28lnJ:,— ÄjsinI,}* 

V-(ßjCost3-ff,coa£,)5+(Ä,BinL3~Ä.sinL,)a. 

Ä,«=(ß,cnsi:-,  — ÄaCost,)«+(fl,siiii,  —  WjsinL,)«: 

wie  mau  sogleich  findet: 


Si  =  VfiB«+Ä,='-2Ä,BsC«(L,-Z,B). 

&,=  Vfis^+Ä,"— 2fi3«,COS(tj— i,) , 

5,=  V  fi,*  +  ffa^-  2ßi-ßBcos(Z-,  -L,) ; 


welche  Formeln  man  auf  ganz  hlinliche  Weise  wie  vorher  (lurch 
EiofiEihrung  von  HQirs winkeln  znr  logarithmischen  Rechnung  bequem 
einrichten  kann,  was  wir  hier,  als  überdies  aas  der  ebenen  Tri- 
i>onometrie  hinreichend  bekannt,  nicht  weiter  erläutern  wollen. 


§.  6. 

m 

^^  Zu  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten  Glei- 
clungen  kommen  als  Fundamental  -  Gleichungen  fiir  unsere  Terne- 
ren  Untersuchungen  nun  hauptsächlich  noch  die  folgenden,  aus 
der  im  vorhergehenden  Kapitel  entwickelten  allgemeinen  Theorie 
der  Bewegung  eines  Weltkürpers  um  die  Sonne  bekannten  Gl^i-^ 
chnngeD : 


I  9runert:  tMtr  alt  Bt$tlmm¥Kf  äw  ««to  «kn  WaUUrptra 


w 

+  ^ 

=  0, 

u 

tfr 

=  0. 

8? 

*'^ 

=  0; 

welche  (Ut  jede  Zeit  (  nnd  die  derselben  entsprechenden  Coordi- 
naten  x,  y,  x  ond  den  ilerselben  Zeil  entsprechenden  Vector  r 
unsers  Weltltörpere  gelten.  Was  die  in  diesen  Gleichangen  vor- 
kommende Grüsse  |U  betrifft,  so  ist,  tvenn  JU  die  Sonnenmasse 
nnd  m  die  Masse  unsers  um  die  Sonne  sich  betregendeo  Welt- 
bürpers  bezeichnet,  bekanntlich 

also,  wenn,  wie  immer  tc  die  Constante  des  Sonoennyslema  be- 
seicbnet : 


(.=*»<i+i)i 


nnd  die  GIdcfanngeQ  Sl]  werden  dabei,   wenn  man  la  dlsMlben 
die  Canstante  dea  Sonnsnaystsina  einfQbrti 


8..      *ni+ä)^ 
3»  + S ="• 


i  als  seht  klein  vorMwznaetMS 
bwechtigt  lat,  eine  Voransaetsnag ,  die  wir  bei  allen  mueren  fol- 
genden Betrachtungen  festhalten  werden,  so  wird  BMa.nlbemnga- 
wefaw  «etsen  kSonen : 


ärel  gtocentriichen  Beobachlungen. 
«lelB  gescbehen  wird. 


Baatlmmaog  der  Bahn  aus  drei  vollständig«!!  gaocfln* 
trischea   Beobachtungea. 

{.  7. 

Das  Problem,  mit  dem  wir  uns  jetzt  beschsrti^eo  H-erden» 
nSmIich  die  Bestimmung  der  Babn  eines  um  die  Sonne  eich  be- 
wegenden Weltkörpers  aus  drei  vollstäadigen  geocentrischen  Be- 
obachtungen desselben,  jemals  in  aller  Strenge  und  Allgemeinheit 
aufliisen  su  Itünnen ,  ist  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der 
Analysis  so  gut  wie  gar  keine  Hoffnnug  vorhanden,  was  zunäebst 
und  hauptsächlich  in  der  transcendenlen  Natur  der  hiebei  vorzüg- 
lich zur  BetrachliiDg  und  Geltung  kommenden  Grössen  seinen  Grund 
hat;  vielmehr  wird  man  bei  der  AuClüsung  dieses  schweren  und 
wichtigen  Problems  immer  mehr  oder  weniger  auf  Naberungsme- 
thoden  oder  auf  Methoden,  die  auf  mehr  oder  weniger  nur  nähe> 
rungsweise  richtigen  Voraussetzungen  beruhen,  sonst  Qbrigens 
eine  vüllig  strenge  Durchführung  geslütten,  hingewiesen  sein.  Ka 
liee;t  daher  in  der  Natur  der  Sache,  dass  auch  die  Methode, 
welche  wir  im  Folgenden  entwickeln  werden,  nur  eine  Näherunga- 
methode  sein  kann;  wir  werden  uns  aber  bemühen,  bei  Entwicke- 
lung  derselben  so  viel  aU  müglicb  alle  die  Ansichten  zur  Geltung 
zu  bringen,  welche  die  neuere  Anal;ysis  nun  schon  seit  längerer 
Zeit  als  nothwendige  Grundlage  all«T  ihrer  Ent Wickelungen  be- 
zeichnet hat,  wenn  dieselben,  —  natürlich  jede  in  ihrem  beson- 
deren Bereiche  und  so  weit  es  ihre  eigenthüniliche  Naiur  ilber- 
baupt  gestattet,  —  auf  das  Prndicnt  völliger  analytischer  Strenge 
sollen  Anspruch  machen  können.  Wir  werden  daher  immer  den 
Grad  der  Kleinheit  der  ganzen  vernachlässigten  Grössen,  nicfat 
bloss  einzelner  Glieder  derselben,  angeben,  so  weit  dies  überhaupt 
müglicb  ist,  und    die  Natur  des  Gegenstandes  es  gestattet;    vor- 
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züglich  werden  ivir  bei  der  Multtplicatiou  niehrglierlriger  Grössen 
oder  Ausdrücke  in  einander  uns  nie,  wie  die  allere  Reihen-Analysis 
bei  dergleichen  Unt ersuch ungen  immer  that,  die  Vernachlässigung 
irgend  welcher  Glieder  gestatten,  und,  nie  gesagl,  überhaupt  Allen 
den  Erfotdernissen,  so  viel  es  bei  diesem  Gi>gcn8tande  irgend 
möglich  ist,  zu  genügen  suchen,  welche  die  neuere  Analysis  für 
ihre  Untersuchungen  in  Anspruch  nimmt,  wenn  dieselben  so  Ttel 
als  möglich  vulliger  analytischer  Strenge  entsprechen  sollen. 
Natürlich  werden  wir  auch  zeigen,  wie  man  auf  dem  Wege  buc- 
cessiver  Annäherungen  die  gesuchten  Grössen  immer  genauer 
und  genauer  bestimmen  kann,  indem  man  entweder  dieselben  in 
immer  engere  und  engere  Gräuzen  einschliefst,  oder  bei  ihrer 
Berechnung  sich  nach  und  nach  die  Vernachlüssigung  immer  klei- 
nerer und  kleineref  Grüssen  gestattet.  Hierbei  bemerke  ich  aber 
aasdrficklicb,  dass  ich  bei  der  folgenden  AuftSsung  unserer  Auf- 
gabe noch  keineswegs  das  Ideal  erreicht  zu  haben  glaube,  welches 
ich  mir  selbst  von  einer  solchen  Auriüsung  gebildet  habe,  dass 
dieselbe  vielmehr;  wovon  Kiemand  vollkommener  als  ich  selbst 
überzeugt  sein  kann,  noch  weit  hinter  diesem  Ideal  zurückgeblie* 
hen  ist;  ich  bemerke  aber  auch,  dass  ich  der  Meinung  bin,  dass 
bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Analysis  nicht  mehr  zu  lei- 
sten ist,  als  ich  im  Folgenden  zu  leisten  eifrigst  bemühet  gewe- 
sen bin,  was  mir,  wie  ich  offen  gestehe,  nur  erst  nach  einer 
mehrjährigen  Beschäftigung  mit  dieser  so  überaus  wichtigen  und 
Interessanten  Aufgabe  in  der  Weisen  wie  ich  im  Folgenden  zei- 
gwt  nerde,   gelungeD  ist 

§.  a 

W«ll  die  CoordtDkten  x,  y,  >  nueres  WdtkOrpers  natürlich 
te  Allgemeinen  tle  FunetloDen  der  Zeit  (,  welcher  »ie  entspre- 
abea,  in  betrachten  sind,  so  werden  wirim  Allgemeinen 

x=m.  s=<p(*).  *=*co 

m  Mtzen  berechtigt  sein,  and  haben  nan,  dies  vorausgeseti^ 
qu  ziiaScbst  mit  der  w^teren  Eutwickelung  dei  aoa  9.  2.  bekann- 
ten CrSwen 

2^  =±(*sji  — «iS»). 

2^  =  ±(j;,jf,-at3fi) 


M  be(MUf%Mh 


Weil  in  den  früher  efaigQfflbrten  BezeicbnuDgeil 

ist»  60  klonen  wir  x^^  x^  aod  yi,  ff^  mittelst  dea  .Taylor 'sehen 
Lehrsatzes  respective  nach  Potenzen  von  Ts,  T|  entwickeln.  Be- 
seftcbnen  nämliche»  ^'  vnd^i,  ^'  gewisse  positive ,  die.E^iMl^ 
nicht  überstdgende  Grössen»  so  ist  naeb  dem  Taylpr'vctboo 
Lehrsatze»  wie  denselben  die  neuere  Analysis  darst^lt»  wenn 
wir  bei  der  Entwickelung  bis  auf  Glieder  gehen»  diet  in  B^ug  auf 
%t9  %\  von  der  (n-f  l)stea  Ordnung  sind»  dabei  aber  sugleicb  di^ 
v^ft  der  neueren  Analysis  eingef&brtan  Reste  der  Taylor* echM 
Reihe  berücksicbtigen : 


^  Tg    8ä^     I«*  ^x%     %• 


31  •  bti 


•  "••• 


..-+(-I)-.^"-^  +  (-l)^.^,:^'^»>«i-<Hi). 


wo  der  Kfirse  wegen  im  Allgemeinen 

V 

gesetzt  worden  ist.  *  '  * 

Was  nun  die  Reste  : ,,,  i,  r:» 


•» 


II' 


->    *^ 
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uDd 


(^'  »'"■"">-»■■•)■   (STiTi  ■  ""*""'+*■''■> 


bfllrifFt,  8i>  iät  di«  Analysis,  bei  dem  gegenw&rtigen  Grade  Ihrer 
Ansbildung,  bekanntlich  gans  ansser  Stande,  dleselbeo  im  Aiige- 
meinen  zu  bestimmen.  Nur  in  genisaen  Fällen,  no  man  die  Form 
der  betreffenden  Function  kennt,  lassen  sich  Gränzen  angeben, 
Kwischen  denen  dieie  Reste  liegen  oder  welche  dieselben  nicht 
Obersteigen  It-innen.  Im  vorliegenden  Falle  liegt  aber  auch  dies 
ganz  ausser  den  GrKnzen  der  Müglicbkeil,  weil  mxn  die  Form 
der  hier  zur  Betrachtung  kommenden  Functionen  gar  nicht  kennt, 
und  wir  sind  daher  genüthigt,  uns  hier  mit  den  folgenden  Be- 
roerkuDgen  zu  begnfigen. 

In  I.  £.  10.  ist  beniesen  worden,  dass  die  DiSereutialquoliemen 
0*^      gj-j      glj 

Sfi'   W    et*' 

also.  In  der  oben  dngeßihrten  Bezeichnung,  die  Differentialquo- 
6enteD 

f;*)(o,  öK^ico.  *'^'(0. 

fSr  jed«  Zelt  t  In  Bezug  auf  die  GrUsse  k  von  der  Ordnung  A 
«ind.  d.  b.  in  allen  ihren  Gliedern  die  Potenz  1^  als  Factor  ent- 
halten.   Daher  sind  die  Rest« 


In  Bentg  auf  die  GrSsse  k  von  der  (n-M)Bteii  Ordnung,  «o  da«* 
•ie  in  allen  Ihren  Gliedern  die  Potenz  A^-H  als  Factor  enthalten, 
wozn  ausserdem  noch  kommt,  dass  alle  Glieder  dieser  Reale  noch 
dnrch  das  Prodnct  (n  -|- 1))  dirMirt  sind  und  ako  eigentlich  aJlo 
die  GrOsse 

(«  +  l)I-1.2.3....(ii  +  l) 
als  Factor  eDtballm.    Nach  l.^tt.  ist  nun  a.  B.  ffr  Msd,  4,  6: 


aui  drei  geocentrltcken  ßeatacMungen. 
**  =  0,00000(108756 
Ä»  =  0,00000000151 
A«=0.ü00000O000:t 


5  =  0,00000000305 


6! 


=0,00000000000004 


woraus  tnao  sieht,  ivle  ungemein  LJelii  diese  Grussen  «ehr  bald 
werden.  UmfasGeD  daher  die  Zeitintervalle  Tg  und  t,  zwischen 
der  ersten  und  zfveiten  und  zweiten  und  dritten  Beobachtung  nur 
eine  geringe  Anzahl  von  Tagen,  so  wird  man  im  Allgemeinen  zu 
dem  Schlüsse  herechligl  sein,  dass  die  absoluten  VVerlhe  der 
obigen  Reste,  wenn  man  etiva  n  nicht  kleiner  als  3  annimmt,  sehr 
Idein  sind,  und  wird  dieselben  also  ohne  merklichen  Fehler  ver- 
nachlässigen oder  als  verschwindend  betrachten  kOnnen.  Dasa 
hierbei  übrigens  der  völligen  malhematiechen  Strenge  und  Evidenz 
noch  Manches  zu  trünschen  tthrtg  bleibt,  kann  und  darf  Treilich 
nicht  geleugnet  werden;  aber  eben  weil  es  sich  hier  nur  um  eine 
Näherungsmethode  handelt,  wird  man  sich  mit  den  obigen  Schlüs- 
sen begnügen  dürfen  und  auch  müssen,  indem  in  der  That  in 
diesem  Falle  der  gegenwärtige  Zustand  der  Analysis  noch  einen 
Schritt  weiter  zu  gehen  nicht  gestattet.  Mit  besonderer  Deut- 
lichkeit geht,  wie  es  mir  scheint,  aus  der  obigen  Darstellung 
hervor,  warum  es  ein  der  Methode  günstiger  Umstand  ist,  wenn 
die  Zeitintervalle  r,  und  t,  nur  eine  geringe  Anzahl  von  Tagen 
umfassen,  wovon  nach  meiner  Meinung  der  Grund  nicht  bei  allen 
früheren  Entwickelungen  dieses  nichtigen  Gegenstaniles  mit  glei- 
cher Deutlichkeit  hervortritt,  da  diese  Entwickelungen  der  Grüsse 
k,  auf  die  nach  meiner  Ansicht  hier  Alles  ankommt,  nicht  gleich 
vom  Anfange  an  die  gebührende  Aufmerksamkeit  schenken. 

Was  nun  unsere  ferneren  Batwickelungen  betrifft,  so  werden 
dieselben  sich  von  den  früheren  Darstellungen  dieses  wichtigen 
Gegenstandes  in  mehreren  Punkten,  namentlich  aber  auch  darin 
wesentlich  unterscheiden,  dass  wir,  ausser  der  vorher  namhaft 
gemachten  unvermeidlichen  Vernachlässigung  der  Reste  der  Tay- 
lor'schen  Reihe,  uns  von  nun  an  Irgend  welche  andere  Veriucb- 


314  Omnerl:  Vebtr  die  BeMmmuHB  äer  Bahn  eiaet  WellkSrpers 

lässigungen,  streng  genuiniiien,  gar  oichl  iveiter  gestatten,  ins- 
besondere also  bei  der  Multiplication  der  für  Xi,  x^  und  y, ,  yg 
gesetzten  mehrglieilrigen  AosdrScke  in  einander  gar  keine  Glie- 
der unberücksichtigt  lassen  werden,  VeniacfalSssigungen  mancfierlei 
Art,  Vielehe  bekanntlich  die  ältere  Keihea-  Analyeia  sich  ohoe 
Weiteres  gestatten  zu  dürfen  glaubte. 

Es  würde  gar  keine  Schtvierigkeit  haben,  die  folgenden  Ent- 
nickelungen  ganz  allgemein  für  jedes  n  durchzuführen.  Um  aber 
unnüthige  Weitläufigkeiteu  zu  vermeiden,  wollen  wir  uns  damit 
begnügen,  die  Entwickelung  nur  für  r  =  5  vollständig  durcbzo- 
fübreo,  was  in  der  That  (är  den  vorliegenden  (iegenstand  auch 
vollständig  genügt.     Wir  werden  also  die  Keste 

ftta-    ,rt..  1-2:3.4.5.6     '         1.2.3.4.5.6 

T/t&''^(t,-^,T,)        Ti«'(I>"(f,-|-g/T.) 

l.a.3.4.5.6    '       1.2.3. 4. 5.Ö 

als  verschwindend  betrachten,  und  daher  im  Tolgendea  iiSbe- 
rungs  weise 

*i-'«-n- 3(^  +  21  •  at,«  ■"  31  '  a*,« 

a.,H;.\     ■■   I     1  .  ■      ,,  „J      -Ji.  ■  ■  ,    „,  ...  ■     .,M    ,|..,>n 


**"  41  *  at,*  7  6! '  av 


oit^'ärH ^l^oeeitMKkm  Bni&mikiim0n^.    ^  •   SI5 


«.t>  ,  ;t  ]  i 


§.  9. 
Wenn  «lir  der  ItOrze  Wegen  im  Allgemvrnen 


setzen»  wobei  die  Grossen  rr^  und  y^  'leibst' als  tfcte  (Ken  bOTe- 
rentialqaotienten  betrachtet  werden*  so  erbalten  wir  aas  dem  vor- 
hergebenden Paragraphen  nnniittelbar  die  beiden  folgenden  Glel- 
chnngei^:-'  '*  *"'    ''•  '■•   -*    '''    "'    '• "    ""      '■^' 

26) ^»5«ff8  — ^s^s 

=  TT* "^^^  *  ^  "sT'  ^' •  ^  31 '  ^* •  ^  U  * ^»'4  +  gf  •  flo»ö 

und 
27) ^iSfs-^^syi 

—  *»      fr  ^»*     J7        X  ^*     17  *»*     TT       J.  *»*    TT 


i  ;•.( 


Femer  ist  ein  allgemeines  Glied  von  oTi^y,  offenbar 


und  das  entsprechende,   nämlich  gleiche  Potenzen  von  T|  pnd  t^ 
enthaltende  Glied  ^on  a^yi  ist 

Also  ist  Ton  Xi^B  — ^«yi  ein,  allgemeines  Glied: 

■ 

oder  nach  2S):  '  'ut 

I  : 

In  diesem  allgemeinen  Gtiede  mnlM  man,   um  die  Gr5sse 
zu  bilden,   für  Ifi  die  folgenden  Gombinationen  setzen: 


00       Ol       (B       gs       04       06 

10         II  13         13  M         U 


90 

21 

22 

23 

24          21 

30 

31 

32 

33 

34          3! 

40 

41 

42 

43 

44          41 

ISO 

91 

52 

53 

64          M 

r  A  =  it  offenbar 


m 

.»  =  0 

ist,   «o  braucht  man 
niiedei  Rit  Kii  nur  ili 

in  dem  obigen  Auadrucke  de«  allgemeinen 
ie  folgenden  Combiiiationen  zu  setzen : 

Ol 

m 

03 

04 

05 

10 

12 

13 

14 

19 

2« 

21 

23 

U 

25 

30 

.    31 

32 

34 

35 

40 

41 

42 

43 

45 

50 

51 

52 

53 

94 

Unter  der  Voranaaelmng  aber. 

dass 

1  und 

ft  ungleich  eiud,  -ist 

Weno  man  alao  js  swei  Glieder  von  der  Forin 

WO  1  und  fi  ungleich  *eln  aollen,  ia  ein  Glied  zuflaiDinraslehl,  so 
erbllt  man  fllr  das  allgeneine  Glied  vnn  xijft — x^^i  den  Audrucit: 

(-l)'t,'r,>'-(-iyvV 

m ^''*■ 

In  welchem  offenbar  A  kleiner  als  ^  angenommen  werden  kann, 
nnd  daher  RIt  A)i  our  die  foigeiiden  Conibinationea  gesetsi  su 
werden  brauchen: 


02 

03 

04 

05 

12 

13 

14 

15 

23 

24 

29 

34 

39 
45 

aus  drei  geocentrhcken  Beobachtungen. 

indem  man,  nie  sich  nach  dem  Obigen  von  seibat  veralehl,  immet 
Ot  =  I   zu   setzen  hat. 

Auf  diese  Weise  erbSit   man  für   jTiy,  —  x^yi    den   Tolgenden 
Auedrucb : 


t.»,(t,+»,)„         t,t,(».'-T,«)„         »it,(t,'4.T,')„ 


1!5! 

.■SW-.v 

,<,•..■«,'+..■) 

3141          "■■ 

•            SKI 

.,SV.,+..), 

Wegen  26)  und  27)  bann  ma 
gende  Form  bringen : 

29) J-iJ»  — *affi 

«i*a(n  +  Ta)TT  t|»,(Ti*-V) 

—         112)         ""■"'  113!  "'* 


I  Ausdruck   auch  auT  die  fol- 


^'i7„. 


+       5151       ">•■+        «41         "•■•+        2Bi        "" 

ajr 


_       »,H^'(»i'-.^')., 

'■• äisE — * 


+M 


Nach  I.  §.  10.  ist  IIi,  ^  in  Bnag  auf  die  GrSsM  A  von   der 
Ordnung  1-f  ft;    will  man  aUo  di«  GrteM  fi^— iS^  so  ordaen. 


«o  UDM  mMi  di«Mlbe  auf  folgendfl  Art  wbMitofti<\i"'    • :   ■    -  \' 


.  *Ulil-^»i'l"''' 


_   Silin 


tl*s{Tl*— »3*) 

",..+ 

■        IIa! 

+           SKI  - 

'in,,. 

SB! 

^"... 

,«.''.V'i  +  '.) 

«.«■ 

■           41« 

§.  Itt 

Es  ist  miB  nSäiig,  die  im  Vorhfl^h«ndeii  Idi  Allgeiieinsn 
durch  17  bessichneton  Grfissen  weiter  zn  entwickeln,  was  zuerst 
die  EoUrtettehiBg  der  OifferentialqnotieiiteD  der  Coordi Daten  x^,  y^ 
erfordert 

BekMBtlMi  M  aber  a«eb  ^):       ' 

woraus  min  durch  fernere  Diffei^htiatton  ohne  Schwierigkeit  erfaBlt : 


ferner : 

33) 
d*Xi         k*    a«ar,      6Ä«  8ra    Sar,  .  3A«  8«r,  12A«  /a»^\', 

und  hieraus: 


/  a»ar,  A»   a»a;a  .  9k*  Sr,    8^      9A«  S«ra    Bx^ 


r^ 


34) 


3A«  a»r,         36A«  /Sr.V  8^:,     86*»  8r,  8%'  ' 

+  V'S?'^»~'i7"V8^/  '^"'J^'ä^'S^'^* 

+  ^"18^^  *•• 

8N«_      *!    8;^  .  9Jfl  ^   SV«  .  ö^  8^« 
8^  -  "■  r,» •  S? ■*"  ra«    a«,  'a«,»  +  r,*    Sl,«'* 

,  3A»  aVa         36A«  /8ra\«  8^     36*«  8ra  3h, 

.  60A«    /8ra\» 

Weiter  za  gehen,  liegt  bekanntlich  Isan86hst  ilicht  In  imfleret,. 
Absicht.  Entwickeln  wir  nun  aber  mittebt  der  Torhergehen'den 
Ansdrficke  der  DifferentlalquotienteD,  der  Coordioaten  :ip^,  y%  die 
im  AUgemeiöen  durch  11  bezeichneten  Gr5ssen>  «q  ,  finden  urk) 
dass  dieselben  sämiBtIich  die  GrOsse         ^      . 

;     ■    •  •  •''•■>    ,  ■:  '■         ..» 

als  Factor  euthalten;    nud  weno  wir  daher  der  Kfl^  wegea  im 
AUgmneinea  " 


;  ».."^i'-ft 


setaen^  ed  erhalten  wir  mittelst  einer  nioht  der  geHngMen  Slshivk'f' 
rigkeit  lateriiegeDdeD  RediMm^  die  trigendea  AmMMbt  ^       > ' i* 


IM  'mmtrl:  «Hy  Jr  ■ll<l»»liM~*r.««««  ItmjrHIUrßTt 


o«  = 

1, 

<!«.= 

0, 

fiU  = 

««fe^; 

«•vfci 

c«= 

3M* 

•©• 

^^ 

■&■ 

G.,= 

V' 

G.^=- 

3t' 

!• 

_     _      I*«      124«   /8r,Y     3*«  8V.) 

_      12i«   Sr,        60*'/-3r,\"       3M«    3<i    »,        3i*    8% 
'^'■•-       r,'   -81,   ~     r.«  kSl,^    +    r,'   '  84    J??  "  ^ 'SSi' 


■ai,' 


36*"  /SaVj^ M*  '"'•I 


« — i^ 

_  *•  j^S«»   /Sr.y  .  12*«   SS  .72**  /*,V 


DiM  fiberliuipt  Gl,  ^  in  Beiiehung  «nf  die  GrSase  it  tod  det 
Ordnung  il-ffi — ]  Ut,  «rbellet  aa>  dem,  warn  Trilfaer  benieseD 
worden  ut,   nDmittelbar. 

Da  e«  nun,  wie  ana  «Uem  Obigen  gans  von  fselbat  bervar- 
geht,  bei  dieaer  ganzen  Unterauchnng  durchaus  nicht  auf  die 
wIrUicben  Werthe  der  GrSaaen  fi,  f%,  f^,  sondern  bloaa  tof 
der«  VerhUtlriH.nator  eiModer  aakMUirt;  da  ferner  b*kftnrtl)Gli 
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uod 


2A  =  i:(ar«y8— ^sy«)» 


« 


18t,  80  kanb  mao  im  Obigen  offenbar 

n  — 77  » 


'Ol 


'*  "^  TT 

setzen,  und  erhält  dadurch  nach  26),  30),  27),  mit  Rücksicht  auf 
die  Glei^hong  35),  für  die  GrOösen  /i,  /2»  /t  die  foig^nden  «Aos- 
drucke: 

/.—  n  +  ^8  r 

/«—   ^j   '"O»! 

+   3!   -^ois—    1121   •^1»« 


-I-   41   "0.4—    1J31   .m« 

+   51  •"o.a—    IJ4J    •"1.4+   ^j    "m 

1151    •<»i.5+ '-2M!     *^»'« 

+     2!5!    **'•'•      3!4!  ~  «*'•'« 

Tl»T,»(ri»-T,«) 

3!5i     *'••• 
+    i!6!    *'«"• 


:  i 


I». 
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wobei  man  la  beachte»  Jiatt  daa« 

Co.i  =  I.     C„  =  0  aad   «i+tks'a 
JA 

Nacb  26),  27).  29)  iat  aacht 

38)V       7 

/.=J.G„„-^.o„+^.c„-^,G„+a^.e„. 

H—f\\h Tig fi*    ,     ^  fla ^« Tiü;        »'i'* 

- 1      tlisl        "^  . 

Wann  man  di«  Reste 

»,«FfF(f,_<H.)       T,*FiF(f.-|.^'r,) 
1.2.3.4 '  1.3.3.4 

nnd 

'      1.2.3.4        •  1.2.3.4 

bei  einer  erateo  Näbnung  TernachllMigti  so  mius  maD,  wie  ans 
dem  Obigen  licb  leicbt  ergiebt: 

39) 
A=ft+A Ifi!     -^»t*"       II3(    ■  •*'i'«+ — ^ -^Mf 
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also,   wie  man  mittelst  36)  leicht  findet: 

/i=Ti(i-^). 

40)   \   Ä  =  ta(l-^). 


rs       8te        6ri»^ 


oder,  weil 


und   folglich 


ist» 


/i=n(i-yr). 

41)   ^    A=*Hl— gjy  + 2j;^5 _  +  _j__,. 


setzen« 

Wenn  man  die  Reste 


1.2.3.4.6     '  '      1.2.3.4.5 


und 


f^*g^(lb-^ra)      T,*g^(li+Vti) 
1.2.3.4.5      '  1.2.3.4.5 


▼emacll|i^•igt>  «o  nnss  aian 


f,='i.G„,  +  a^.G.,,  +  ^.C„,  +  ^.G..., 
/•^if*  ^o'i  —  gT'  ''"■"  "*"  üT'  '''*'*  — 4f'  ''"'*' 

l*=hTlt ^( w,,» jjjjj  Gl,, p^j  G„4 

+        äisi       '■'•■+         5!4I        "-' 

ai — *•"■• 

and  fel^^'  «11^  iij,  iihlMn  mmii|t|4<däiterB«hni^  Ikilet: 

'•  —  '•"  ~  On'  ""  4ra«  ■  81«' 

Betien,  wo  man  b«i  der  Entwickelung  von  fk  nach  den  Fonneln 
42)  za  beachten  hat,  da»s 

/  IJ-      ..11     *'<'^'-'^'■^^^.^)  .  *'('i-T.)('.'  +  ».')  8r. 


/-.f-,  ,1      *'(..'-3.|t.)        /t'(r, -r.)  (.,'  +  ..')  8r. 


Wie  man  steh  nun  der  im  Vorbeigehenden  entivickelten  Clel- 
cfaungeu  bei   der  Beitimmaog  der  Babti  einea  WellkH^arS' ■■■ 


aut  drei  oeotmirUehen  Btobaehtutiffen. 


drei   geoceDlrischcn    Beobachtungen    desselben    zu    bedienen   hat, 
soll  in  den  folgenden  l'aragraphen  gezeigt  werden. 


5.11. 


Mach  13)  und  l!5j  bat  man  die  Leiden  folgenden  Gleichnflgen: 

«'=  /?2'  +  'Jf2ff2eos(La  —  Aa)  +  ea^sec^a*. 
Wenn  man  nnn  Behufs  einer  ersten  ISäherDnü  die  Reata     - 

1.2.3.4        '  1.2.3.4 


T,*S>"'(t2- 


!.3.4 


1.-2.3.4 


vernacbiSasigt,   welche  in   Bezug  auf  die  Grüsse  /(  beltanntlich 
von  der  vierten  Ordnung  sind,    ivo 

A<  =  0,00000008750 
oder  vielmehr 

,',**  =  0,00000000365 


ist,    BO  i«t  nach  41): 


U,  =  ^.(i- 


In  diesen  Formeln 


an  nun  alter  Lei  der  ersten  Nähe- 
rung noihtrendig  auch  dna  den  Differenlialquntienten  wj-  eatbal- 
tende  Glied 

/-•^T|T,(ri  —  Tj)    Sfa 
'2Ti*  'dh'  . 

«■elches,  neu  Aet  in  Rede  stehende  Differentiulquolienl  in  Bezug 
auf  die  Grüsse  /t  liekanntMch  von  der  ersten  Ordnung  ist,  in  Be- 


an  eruntrt;  SWir 

zug  aur  dieselbe  GrOsse  der  drittea  Ordnung  aDgehürt*},  ver- 
nacfalässigen.  Die  Vernacbl86sii>ung  dieses  Gliedes  ist  aber  mit 
desto  grösserem  Rechte  gestattet ,  je  nSher  r,  —  t,  der  Null 
koninit**),  d.  h.  je  genauer  die  Zwischen  zeit  e»  zirischco  der 
ersteu  und  zweiten  und  z.iveiten  und  dritten  Beobachtung  einan- 
der gleich  sind,  woraus  sich  die  sehr  wichtige  Regel  ergiebt,  dass 
man  bei  Rechnungen  dieser  Art  jederzeit  vorzugsweise  drei  solche 
der  Rechnung  zur  Gruudlage  dienende  Beobachtungen  des  be- 
treffenden WettkOrpers  austuwählen  bat,  bei  denen  dfb  erste  und 
zweite  und  zweite  und  dritte  Beobachtung  durch  möglichst  nahe 
gleiche  Zwischenzeiten  von  einander  getrennt  sind.  Dies  voraus- 
gesettt,  werden  wir  also  bei  der  ersten  Näherung  nach  dem  Obige» 

(/■.=..(i-'^), 

zu  setzen  haben,  und  haben  daher  in  Verbindung  mit  den  Glei- 
chungen 44}  zwischen  den  Grössen  (i,  und  r,  jetzt  zwei  Glei- 
chungen, die  lur  Beslimmnug  dieser  beiden  Giiiam»ik,.'jiMmimb 
der  curtirlea  Entfernung  des  WeltkGrpers  von  der  Erde  und  sei- 
nes Vectvs  Eur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  vollständig  hin- 
reichen ;  und  wie  diese  Gleichungen.  aurzulOseu  sind*  waa  in 
zweckmässiger  Weise  nur  durch  Näherung  geschehen  kann,  ist 
daher  jetzt  zunächst  zu  zeigen. 

Bei  der  ersten  Nihemng  wird  man  sich,  da 

^,£4  =  0,00000000730 

ist,  nnbedenlclich  noch  die  Vernacbiäuigung  des  GHedea  tj— ;- 
gefitatlen  dürfen,  und  daher  nach  46) 


•)  1*» =0,00002546.  • 

")  Daai   die  Zwiichensaiten   t,  ,  i,   oia   lu   grttii    lein   dürfen,    l>t 

im   Vorhergeh endMi  «chon   hetvorgehoben  «ordea,    und   all   ein«   sllg«- 

meioe,    bei   Beehnnngen    der   TOrliegenden   Art    iteta    >u    beobaditende 

Bagd  H  betradtm,  anf  die  wie  Min  maek  tm  jeUt  an  ni»>*ie4er 


aui  drei  geocetUritcAen  ßeoiachtunsen. 


47) 

(/■.  =  '.(1-^) 

EU  setze u  haben. 

Bezeichnet!  wir  ilie  Entremung  des  Weltkiirpers  Ton  der  Erde 
Eur  Zeit  der  Ereilen  Beubachtung  durch  Bg,   so  Ist 

48)    ...    .    pj  =  H,co8(Ja,    H,  =  ej6ecßs; 

und  berechnen  ivir  nun  den  Hülfsrnnlcel  //«  mittelst  der  Formel 

46)    ...    .     cos^a  =  —  cos  ^j  cos  (L)  — lg), 

so   erhält    die    zweite    der   Gleichungen   44),    wie    man    sogletch 
übersieht,    die  folgende  Form: 

rj=  (ßa«— 2ßsHaco8A  +  H«»)'. 


50) 


Setzen  wir  aber 


51) 


-ir  =  co8<*a  +  08ln^a, 


so  erhalten  wir  mittelst  einiger  bekannten  goniometrischen  Tran»> 
formationen  sehr  leicht: 


/v 


-2/i',iH,coa^,  +  Ita''=ff9''sin^a''(H-p«); 


nnd  nehmen  wir  nun,  damit  sin  ^a  jederzeit  positiv  vcerde,  den 
Hairawinlcel  J'i  ><tel3  zwischen  Ü  und  ISü^,  was  vermöge  der 
Gleichung  4<J)  offenbar  unter  allen  Bedingungen  mSglich  ist,  so 
Lünnen  wir  wegen  der  Gleichung  50)  offenbar 


S2) r2  =  ß28in^2(l+r'')» 

setzen. 

Wege»  der  ersten  der  Gleichungen  44)  und  iler  Glelchungei 
47)  ist  nun: 

•i(l-Sr)             ■.<"-S) 
gff=B.fi.  ,A..  +g.«. £-.—  «.»<. 


n<l- 


'■('-TSS^' 


i 


• 
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alio: 

r,B,ft,(l 

-^)+'.ß.«,(i- 

<5fs+Bifij)(l 

=0, 

.'.r.„.  .1. 

:1,  sogleich 

J 6^    T, fi ff,  +  ZsBtR,  —  ra(5t>a  +  BzRi) 

ra'  ~  A2  '  T,äß,W,  +Tiäßsfts— ra«{öea+Z?2Ä2) 

oder  nach  4S)  und  52) 

^J 6fia'Bin^a'r,g,fl,+i3gatf3  — i^(gäffa  +  üB3Coa^a) 

(l+r^Ji^         k*         *r,3Z(,W,+Ts='/f3Ks-Ta»(ßa/ifi+üB2to»^3} 

ergiebt.    Fiiliren  wir  abet  in  diese  Gleichung  für  Ha  den  aus  51) 

sich  ergebenden  VVerth 

Ha  =  Äa(cos^a  +  osin-^s), ,  -         im. 

ei»]   und  setzen  der  Kürze  wegen:  _^     ^^  _ 

I  G   =i,ß,ß,-i:aß2ff2+T3ß3R3-üiaHaco(.(J,co8^3.     '" 

1  C  =ti=ß,ß,-VÄ2"a+^3^ß3'''3-öra='ÄgCos(3aC<.a^,. 
G,' :=  ÜT2^/^aG08  ^sin  ^a  • 
6B,'8in^/. 

*•:      jt»       ' 

«o  wird  die  In  Rede  stehende  Gleichung: 

I F  g-fic 

(l+tp»)l~'G'-G,'o* 

aus  welcher  Gleichung  nun  v  bestimmt  werden  musa. 
Za  dem  Ende  setzen  wir 

''^ "=(rF^' 

vrobei  u  a|*  poBÜir  angenommen  wiid,  und  aUo 

ist;  dann  Ist,  wie  myn  leiebt  findet; 
58)    .    .    . 


und  die 


aut  drei  gtocentrhclten  Beobachtungen. 
lufEuISBende  Gleichung  H'ird  aisa: 


!«=F 


Cu  T  Gl  VTl 


■"T6VV(l-rt(l  )-»)' 
oder,   wenn  der  Kürze  wegen 

86)    .'.    .    .    .      C'=F6',    G,'  =  FG, 
gea«tit  wird: 

i.^ii  Iji^  (Wi  ..r.i.    .     C'iiTC|'V<l-»Kltir) 

!,u..,/.  ,,^ ,-:.;.  «  -  e,„:f  g^,  ^r(|_„),n.„)  ■ 

woraus  sieb  sogleich  die  (•leichung- 

57)  (C"-6"«>)wT(G.''-  GW)  VÖ^^^ÖTT 
oder 

68)  .  .  (G"-CV)aT(«,"-f;,'K'')V"ü^ 
auf  gen-ithnliche  Weis 


ergielit,    welche  man    nui 
Bive  Näherung  auflOsen  m 


Ise  durch  succe»- 
riach  ilem  Obigen 
die  nichtige  GräMzentestiniinung  Ü<H^  1  faal,  wodurch  uatürlicb 
die  Auflüeung  dieser  Gleichung  ungemein  erleichtert  wird. 

'     Die  llerct'hnung  der  CoefTicicnten  6",  Oi    und  O" ,  Gy"  führt 
man  am  heslen  nach  den  folgenden  Formeln  aus: 

S9) 

coB^a  =  — cosiSaCosCtj-i,).   0<^i<180"; 

A  =itiBiRi. 

B  =  HB%Hi, 

..,,„-      C  =  uBtkt.  ,1^ 

A'  =  Xi*A, 

......  ■ iM 

B'=x,'B, 

C^Xa*C,  =«••  / 

G  =  A—B+C-D. 

G'—A'—B'^C-ir;  ■>*"> 


I 


■ 
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G,   =  ütang^i. 

^    -= ¥- • 

G"  =  FG. 

Gy"=   FGi. 

Bet  der  AuflÜsurig  der  Doppel  gl  eicbung  57)  oder  58)  hat  man 
immer  das  Intervall  zwischen  0  und  1  in  eine  gewisse  Anzahl 
gleicher  Theile  zu  theilen,  die  an  den  tiränzen  dieser  bleinerea 
Intervalle  liegenden  Werthe  für  u  zu  setzen,  and  daraus  auf  bo' 
kannte  Weise  die  engeren  dränzen,  zwischen  denen  u  liegen 
musB^  zu  ermitteln,  worauf  man  durch  n-eitere  Tbeilung  der  klei- 
Deren  Intervalle,  in  denen  die,  der  in  Rede  stehenden  Gleichung 
genügenden  Werthe  von  u  liegen  niflsEen,  noch  engere  Grfinzen 
fB.T  u  findet;  eine  Rechnung,  die  man  in  derselben  Weise  jeder- 
zeit so  lange  oder  so  iveit  fortfühTen  muse,  bis  man  die  reellen 
Wurzeln  der  aufzulüsenden  (ileichung,  auf  die  es  natürlich  hier 
nur  allein  ankommen  kann,  in  der  verlangten  Anzahl  von  Deci- 
malstellen  genau  gefunden  hat. 

Wenn  man  auf  diese  Weise  u,  und  mittelst  der  Formel  5S) 
dann  auch  v  gcfonden  hat,  so  ergeben  sich  ferner  ra.  Ha,  p9  leicht 
mittelst  der  folgenden,  unmittelbar  aus  dum  Vorhergehenden  Üiea 
senden  Formeln: 

i  Aas'iD  ji% 

\>^  =  —r~' 

und  f, ,  /s.  /s   findet  man  mittelst  der  Formeln  47)  oder  genaoer 
mittelst  der  Formeln  46). 

Dann  erhslt  man  ^,  ^  and  r,,  r^  mittelst  der  folgenden,  ine 
13)  nnd  15)  weh  ergebenden  Formeln: 


und 
62}  . 


aus  drei  geocentrischen  Beeöacklungen. 


(Tobei  wir  bemerken,  dass  man  sich  bei  der  Berechnung  der  Ver- 
hiltnisse  zwischen  den  Grüssen  /', ,  f^,  f^  auch  der  am  Ende  der 
rolgeiiden  Anmerkung  zu  diesem  l*arat;rapfaen  an^gebeneo  For- 
meln bedienen  kann,  die  deshalb  nicht  unbequem  sind,  weil  sie 
sigendich  blnas  die  Berechnung  sehr  kleiner  Correclionen  eu  schon 
auB  den  Trüberen  Rechnungen  bekannten  oder  sehr  leicht  unmit- 
telbar aus  den  gegebenen  tirOssen  abzuleitenden  Näberungswer- 
then  dieser  Verhältnisse  erfordern. 

Endlich   erhält   man   die  Coordinaten 

^i.ffi.'i;    a^B.  Sa.  ^aS    *i.  Ja.  ^s 
mittelst  der  falgendeu,  leicht  aus  6)  und  7)  sich  ergebenden  Formeln: 

ffi) 
a:,  =  W,cosi,,4e,cosi,.    .v,  =  ßisinL,-Fe,8iuAi,    :,  =p,tang|?, ; 
a;,  =  fi2C08£a-t-paC08Aa,   y^  =  R^mnL^  +  Q^s\a'Li,    i2=e,fang/J,; 
Ta  =  ß,cos£s  +  eBCoai3,    ss=ßasinl^  +  ejsini,,    i,  =  p,tangjj,. 


Anmerkung. 

Es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  man  sich  bei  der  Be- 
handlung der  vorhergehenden  Gleichungen  noch  auf  eine  andere 
Art  verhalten  kann  wie  vorher. 

Es  ist  nämlich:  ■'.  '^  t       i'^.*'       .  j 


J 
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A=.,(i-§;).  ^.=..(i-'^v  /.='.('-i>»)i 

xiao,  wie  man  mit  Riicltsiclit  darauf,  dass  T|  -f  1^=13  Ist,  leiclit 
findet ; 

h^'i  _'j     <'t.(r,-».) 

Betze»  uir  Tolglich 

I'  II  I  dafin,  trenn  die  Zwiticlienzetteu  r|  und  tj  kwi- 

id  zweiten  unil  zwetlen  and   dritten  Beobut-b* 
gleich  eind, 

^'    Tind    A3r,r, 

zwei  den  GrttBsen  Puni)  Q  sehr  nahe  kommende  erst»  NAhenin;;»- 
irerlbe  diaser  Grossea,   da  iiameatlicb 

nur  um  eine  GrSsse  der  vierten  Ordnung  von  A^jig  verschieden  ist. 
Aus  den  beiden  Gleichungen 

«rbxit  nm  »ogleick] 

ft-     l+P"  '    A-   l+'P  • 

•M<  arei]  nun  tteUlWlIieb   . 

Sj,  =  «tRi^  +  ß.«.^-«.'!a.        . 


"^^^^^^H 

■ 

1 

Ist,    80  wird 

■ 

1 

foJeJich : 

v.tl 

Nun   igt  aber  beLaiinllieh                                                          ^ 

«'>  =  Äa'  +  api/?jCOs(ia-la)  +  ea'»ec/St».                  •' 

odet,  »etin  man 

ea=H2cos^a,   coa^a=  -  c<i8^2Cos(t9  — i«) 

letit:                                                                                                           J. 

r.«  =  «.'-2B»Il.c<i»A  +  »,»; 

•Iso: 

1                            2    ((l  +  Pl(S|»  +  aiRj)     ,1 

(«,'-2«»)liC0.A  +  B«»)l       ol      B,fi,  +  «,K,P  ■     M' 

ind  folglich,   «enn  man 

»a=Ri(co»/)a  +  a;«inA) 

BOtzt,  wie  man  leicht  findet:                  "                                       ,,  , 

(l+i«)' 

-,,afl^8in/fi"i(l  +  P)ßa[M(coB^»  +  j:8ini^a)cosfla  +  &]       ,1 

0     i            «.«.+«,«,/>         ^   '!: 

Setzt  man  also  der  Ktirie  wegen: 

„       2Ba'ain^a'    1(1  +  P)  Sa(Ba  +  5co.  Jacn.A)      ,| 
"  -          Q           1              B,lt,  +  B,R,P                 'I' 

„,      2ßa>.inA>    5(1  +  P)Ä,co.Ja.in  A 

80  ist 

(,+.,9Ji-C+G'«. 

Wenn  man  sich  mit  möglichster  tieoauigkeit  ein  für  aUe  MftI 
eine  die  Function                                                                                  .  ,„ 

1 

* 
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darstellende  Carre  constrnirt  *),  die  man  immer  bei  RechDangen 
dieser  Art  gebraucheo  liann,  und  dann  die  durch  die  Gleichung 

y  =  C  -f  G'x 

cbarakterisirte  Cerade  in  jedem  einzelnen  Falle  zieht,  n-as  nach 
den  Lehren  der  snalytiachen  Geometrie  nicht  der  mindesten  Schwio- 
riglieit  unterliegt ;  ao  beGlimmen  die  Durchschntttspunkte  dies« 
Geraden  mit  der  vorhergehenden  Curve  offenbar  die  der  Gleichung 


(I  +  ;r«)i 


=  G  +  Ca: 


genflgenden  reelle»  Werthe  von  x.  Aua  diesen  Werthen  ergeben 
sich  aber  die  entsprechenden  Werthe  von  Bs.  ^,  n  unmittelbM 
mittelst  der  folgenden,  aus  dem  Obigen  betfannten  Formeln: 

Hs— A3(co9<4a -^  arsin^a), 

p4=Jl2COs|3a, 

n  =  V^Äa^— ÜÄaHacos^s+Ha«. 

Wie  man  Bicfa  nun  äherhanpt  dieser  Formeln  zu  bedienen  ba^ 
noterJiefl  heiuem  Zweifel  und  bedarf  kaum  noch  einer  besondera 
ErlSuterung.    Ans  den  ersten  Nfibemogswertheo ' 

flauet  im«D  erste  NUenmgswvrthe  von  x,  i^,  ft>  **•  'HIcnoT 
findet  man  f\,  f%,  U  mittelst)  der  Formeln 


•)  Die  CopatraclioD  dlMor  Corre  hat  nicht  die  mindeste  S«hwlwlg- 
k«ltt  «etat  Am  «Iim  Tkfel  der  Warthe  dar  Function 
_        1 

TMWia,  die  gleleh&Ui  uhi  leicht  lU  bBiechncn  iil.     Denn  «eist  hmu 

«  =  t«igw 
«■d  nimmt  u  sviichen  — W*  und  +W>°,    so  iat  offenbar: 

If  =  COiO.', 

iirHlebt'ireliAM  FwnMhi  dte  Wertb«  vsa  r  aiweaeta  Melit  buwkatt 
werden  kömiea.  ■     ■ 


|tt^  auf  ärei  geottniriichtn  BeoöaclUungr.n. 

A»r  9  •"    - 

iiQcl  dann  neue  Näherungswerihe  von  P  uDd  Q  mittelst  der  Formeln 

oder  such  unmitlelbar  mittelst  der  folgenden,  aus  dem  Obigen 
bekannten  Ausdrücke  von  P  und  Q: 

P=  a  _  a   *■"(■■ -j.)  ,  ,,„ 

0  =  *^...+  -»^^t 

welche  neaen  NSbemiif^werihe  von  P  nnd  Q  dann  ferner  auf 
dieselbe  Weise  wie  vorher  zu  neuen  Näherungswerthen  von  x.  Ha, 
pt,  rs  fiäbren.  Wie  man  nun  aber  dieses  Vorfahren  immer  wei- 
ter fortsetzen  kann,  bis  man  alle  Grüseen  mit  dem  erforderlicben 
Grnde  der  Genauigkeit  gefunden  hat,  übersieht  Jeder  auf  den 
ersten  Blick. 

Wir  beroerken  hierbei  noch,  dass  sich  aus  dem  Obigen  aucb 
leicht  die  folgenden  Formeln  zu  Berechnung  der  VerhMfiiisse 
zwischen  den  Grüssen  /j,  ft,  /g  ergeben: 


a 

ST.) 

T,- 

:!• 

'■    6r,«(l- 

s 

«■4-Ä 

=  1 

1  '•"'■   1 

i't.n'r. 

'^^'     i^-ci-^V 

„j_&..6. 

.  *^.'t . 

**v,n«.. 

I 
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^   Vi. 


dys  Bin 

Int,  KO  ibI,  wenn  i  seine  aus  rJeni  ertilen  Kapitel  bekannle  Bedea- 
tuag  dir  jetxt  auch  liier  lieibebHil,    nach  I.  4)  uiiO  I.  II)   offenliar 

und  nach  I.  48): 


Y"-' 


also,   n-«nn  man   den  Urach   ü  als  verschwindend  betrachtet: 


64)     .    .    . 

■        «=^- 

Also  ist 

*cas.  =  -/li„ 

.v^- 

Nich  fi.  10.  iBt  atw! 


1o.i 


=a&j 


-     A».     •  ""■'-      TT    • 


aico  nach  dem  Vorhergehenden 


folglich: 


66) 


OK»  dret  peoeenfrtichen  fieobaehltingen. 

.    .    .    \vA 

\VA=~ 


Weil  die  Ebene  Her  Bahn  unsers  WdtkCrpers  durch  die  Snnne 
als  Aafan^  der  CoardinateD  und  durch  die  Punkte  (^i^tii).  (^t^tH)' 
i^sSsh)  K^'"''  8"  '8t  ih""«  Gleichung  nach  den  Lehren  der  aiialy- 
liacben  Geometrie: 

(ya*»  -y»**)^  +  (Hi^^s— »a-Ts)y  +  (.^^3-^0/^)'  =  0. 

wo  bekanntlich  aoch  die  BedinguogsgleichuDg 

Slalt    finden    niGsste,    wenn    die  Coordiuaten    Bfimmtlich    in   aller 
Strenge  richtig  wären. 

Nach  den  Lehren  der  analytischeu  Geometrie  ist  nun  be- 
kanntlich : 


'"   '         (^ly*— ^«yi)''  +  (yiH— Sa*i)*  +  Oi^a-sa^^i)"' 
oder,   wie  man  leicht  findet; 


"^     "(«.*+ya*  +  i.*)(^i»  +  y3"+<:3')-(^a^.+y^a  +  =a>.)"' 
- (Ji.Vi— ^agi)' 

,^- (Jiya-a-aff,)« . 

Tbtil  XXIX.  23 
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kiso '. 

67)     ,     .      )  co8i«= (x,y,-x„yi)' ^ 

(      C08.-»=   (^.g«-^^l)' ; 

folglich   nacb  6S)i 

.  ^^ AYi* 

fiSl  J   ^  — *  /i* 

f  ^^ AVi! 

r'ra'  —  (ar,Ja  +  ^ij/i  +  =i*a)'' 
Beaeichnen  wir  den  in  d«r  Zeit  r,  von  dem  Vector  nnsers 
Weltkürpera  beechriebencii  Winkel  durch  loi,  wo  nir,  iveil  in  den 
Fällen,  in  denen  die  obigen  Rechnungen  überhaupt  zar  Anwen- 
dung kommen,  t,  immer  nur  eine  geringe  Anzahl  von  Tagen  um- 
fassen wird,  jederzeit  zu  der  Annahme  berechtigt  sein  werden,  dass 
der  Winkel  cO]  kleiner  als  180''  ist;   so  ist 

»•a*-H-,'-*i« 

cos  IB|  = 


Urar, 
und  folglicb,  weil 

also,  tri«  man  sogicieb  tibersiebt. 


60)    . 
roJgHeh: 


■fa>  V  Ä r.V,*    • 


nnd  daher  aacb  68),  well  sin«,  positiv  ist: 

70)   .....   .    .>.-.=,^-3' 


folglich  nach  69)  und  70) : 


71)     .    .    .      taDgiO|=: 
Nach  1.  30)  ist: 


(a^«s  +»iys + V»)  VA ' 


also: 


1  1 


Z — ifssÄcosr-,    —  — i4=ficoso.f 


aber  offenbar 

Ü8  =  <^i+»i    ®der  f8=:vs-i-o>i— 960^; 

also  allgemein 

cos  Ob  =  cos  (vg -|- (»i) » 

und  folglich  nach  d^m  Vorhergehenden: 


-  — il  =  Bcost%,     ~  — iJl=Bco8(r,+a>,); 


also: 


r^; — i<  1  COS »1  —  T-  —  -4J  =  Äsin  »i  sint%  >   % 

folglich 

(- — ^jcoswi  -  (-  —il) 

i?sio  r,=  ^^^^      ^     . ^ ^ . 

'  sm  o>i 

oder»  wie  man  leicht  findet: 

B8!nt%=  AUMgifOt  —  -^ — ^; — --^. 

T^T^  Sin  IDi 

Nach  I.  59)  ist  aber 

also,  wenn  man  den  Brach  ^  als  verschwindend  betrachtet: 

T2)     .    .    .        .    .      g^  -      y^    .• 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

28* 
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n,  .  .  ^=„ta,;.H.v^-^S^. 


\:.  '. 


oder  auch: 


-     ,'.i  üSiT»:!  ( i  i 


v.l.  *. 


1  1  .  , 


Beieichnen  wir  den  lo  dW  Zeit  «g  ¥ini  dem  Veetor  aneere 
WeUkOrpere  beschriebenen  Winicel  darcb  m^,  wo  wir,  wie  ¥öfter 
«I,  aniÄ  019  IdeliM^rtla  18QP  aozani^lupfieii  befecbtlKt  eind,  eo  Ist 


^  t 


CO»U%ss- g— »-#  iVi;.!':*!)-'    r-.:l; 

und  folgUeh,  we«  '  <  :   -  e  ' 

also,  wie  man  sogleich  filMmleht, 


t.-  ; 


folglich  4 


r 


f 


sin  V  = ^^^^ — ^ 


und  daher  nach  6^»  weil  sincos  positiv  ist: 

folglich  nach  76)  und  76): 
77)    .    .    .      tang«>3  =  (^^^^_^^^y^»^^^^. 
Nach  L  30)  ist: 


also: 


--:=il+J5rcos«»,    —  =  il  +  Bcosei; 


—  —  il  =  Bcosü-> iissficosf»! ; 


aber  offenbar 
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Ojs=«a — I»,   oder  9|  =  0«  — ot^-l-äOO^; 
aUo  allgemeio: 

cos  0|  =  cos  (9t  —  IVi)  9 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


also: 


—  —  ilssÄcose»,    —  — il=ÄÄC08(üi  — loj); 


—  —  il  —  V  r"""''^y  ^^*  *•  ^^  äsId  i»9  sId  ü,  ; 


Tl 


folglich : 


(r.-^)-(^-^)''^"' 


i7siDet=: 

sinois 


oder 9   wie  man  leicht  findet: 

rirtSiui»!  Ol'-»» 

also  Dach  72): 

oder: 

^       j-cosec(08 — --coti», 
^»>    •    •   Wy- VT^ .-t.og4»,.VA 

Zar  Berechnnng  des  sweiten,  dritten  und  vierten  Differentialquo- 
tienten  hat  man  nach  1.  66),  86).  57)  die  foigeaden  Fermeln: 

SV",  _      „  I  —  Au^ 

8*r.         „  i6(2-i<r.)  /Sr.V     3— 2ifr,    3^,1 

Ffir  den  ersten  und  zweiten  Differentlalquotienteo  von  r,  kann 
man  auch  die  folgenden  Ansdrflclce  entwicltein. 


j 
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Nach  70)  and  76)  ist : 


Nun  ist  aber  nach  &i)  und  75): 


lSlaj'=I  +  CI>8«8 


»■,r,  +  (.^,i3+y*ys  +a»«a) 


Femet  Ist  nach  C9)  and  75) : 

r,  —  r,  cos  CO,  ^ 1 

und  nach  dem  Obigen : 

r,r«  sin  «i .  V4  s=  kfi ,    r|r.  ttn  ta  > .  V^  s=  jt/*! ; 


r,— n  coB  o>.    _  r,r,  —  (f|a,  -f  ffig,  +»!»«). 
r|r,  sino,  .V^  Ati/i 

Folglich  tot  nnch  73)  and  TS):.  '      '  , 

I  ^     r,r,+(:r,a:,+y,j,+»,ii)  r^j  ' 

\  flr*_r.f»-(^g»-l-yt»i+ii*0  *V. 
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Ferner  erhXIt  mtn  aus  der  ersten  Formel  in  80)  nnd  aua  68) 
leicht : 


80**)     { 
WeH  nach  dem  Obigen 

ist»  60  ist: 

81)   .   ,    «'»^•  =  "ja5-gi7>     *«««'•  =-B"r7"' 

folglich : 

mittelst  welcher  Formel  sich  vs  ohne  alle  Zweideatigkelt  bestim- 
men iSssty  wenn  man  nur  die  folgenden,  aus  81)  sich  unmittel- 
bar ergebenden  Regebi  beachtet: 

Wenn 


du 
dt% 


l-ilr. 


■  '  o 


positiv         positiv   j  (       0  <9t<  00<> 

positiv         negativ  (  ]    90<>  <  v«  <  ISO^ 

>    ist,   so  ist    < 
negativ        negativ  l  1  180«<t>,  <«70o 

negativ        positiv    )  (  270®  <  t?,  <  360o. 

Hat  mau  aber  v%  auf  diese  Weise  gefunden,  so  Gndet  man  B 
mittelst  einer  der  beiden  folgenden  Formeln: 

VA.— 

83)    •     »    *     .    B  SS  ~i — •        ,     o  SS  ————— . 
^  Aismo,  rtcosot 

Wenn 

A>B,    A=sB,    A<,B, 

so  Ist  bekanntlich  die  Bahn  respective  eine 

-.  J^Uipse«    Parabel»    Byperbei; 


'  .1 
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Im   letzten    Falle    nümlicb    der  Zweig  einer  Hyperbel,    innerhalb 
welches  M  als  Brennpunkt  liegt. 

Die  FSIIe  der  Ellipse  und  Parabel,'  welche  fOr  uns  hier  su- 
nlchst  nur  von  Interesse  sind,  (rollen  frir  nun  noch  etwas  weiter 
betrachten,  indem  tvir  von  jetzt  an  in  beiden  Fällen  unter  fg  die 
Zeit  verstehen,  welche  zur  Beschreibung  der  wahren  Anomalie 
v,  verwandt  worden  ist,  im  Falle  der  Ellipse  aber  die  der  wah- 
ren Anomalie  r,  entsprechende  excentrische  Anomalie  durch  ti^ 
bezeichnen  werden. 

Sei  nun  zuerst  A'^B,  die  Bahn  alan  eine  Ellipse,  so  Ist 
«ch  der  Theorie  der  Kegelschnitte,  wenn  u,  b,  e,  p  ihre  be- 
uute  gewGhnlicbe  Bedeutung  haben: 


'V{A-B){A\B)' 


B  2 

Zur  Berechnung  von  u^  bat  man  nach  I.  84)  die  Formel; 

88)  ...  .  tangl«,  =  Y  r^'**"8**» 
oder 

88)  ...  .  tanglM,  =  Y  ^j^^.tangl»,} 
and  ^  erglebt  rieh  nach  1.  88)  mittelst  der  Fnnnel 

87) (a=^(B,— csiim.) 


a*  B 

88) («=^(11.  — ;jBinii.)- 

Wenn  fetoer  A=sB,   die  Bahn  also  eine  Parabel  tst,  so  Ut 
Dich  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten ; 


Qod  (•  etbilt  rasD  mittebt  der  ans  1.  94)  bekannten  Formel : 


aui  drtt  geocentrltcAea  Beobae/iiungen. 


oder 

91)   . 


Anf  dies«  Weise  «Icennt  man  also  \a  beiden  Ffillen  alle  El»- 
inente  der  Bahn,  tveiche  sich  nicht  auf  ihre  Lage  im  Räume  be- 
ziehen; mit  der  Bestimmung  dieser  lelztereo  iverden  wir  uu« 
unten  in  {,  14.  begcbäftigeD. 


(.  =  ^-^{tangle,  +itaDg;c,»). 


l  13. 

Wir  Trollen  nun  noch  f^anz  in  der  Kürze  zeigen,  nie  man  eich, 
nachdem  man  mittelst  des  in  9-  ll>  entwickelten  Verfahrens  die 
Grossen  dl.  ßi>  pi ;  r,,  r, ,  r, ;  fuftiftt  ^i  •  yi  •  *■  •  ^>>  ffai  *■  t 
:c, ,  ,<y,  I  I,  bereits  mit  einem  grossen  Grade  der  Annäherung  ge- 
funden hat,  der  in  $.  12.  und  früher  in  §.  10.  bewiesenen  formeln 
bedienen  kann,  um  nach  und  nach  sowohl  die  vorher  genann- 
ten Grössen,  als  auch  die  nicht  auf  die  Lage  der  Ebene  der 
Bahn  im  Baume  eich  beziehenden  Elemente  dereclben  mit  einem 
immer  grösseren  und  griisseren  Grade  der  Genauigkeit  vu  linden. 


MitteUt  dei 
berechne    man 


gefundei 


n  Näher 


ngsi 


'erthe  der  ohigei 
Formeln    68), 


Grossen 
nd   dann 


=p  mittelst  einer  der  Formeln  73),  74),  78),  79).  Dann  bestimme 
man,  indem  man  diesen  Werfh  von  gr^  in  die  zweite  der  Glei- 
chungen 45)  einführt,  und  hiebe!  beachtet,  dass  ein  kleiner  noch  in 
sT^  steckender  Fehler,   wegen  der  Kleinheit  des  Gliedes 

t'r,r,(t,-T,)    8r, 

welches  in  Bezog  auf  die  Grösse  k  von  der  dritten  Ordnung  Ist, 
an  sich,  nur  einen  sehr  geringen  Einfluss  ausüben  kann,  f.  und 
r*  so,  dass  den  Gleichungen  4S)  und  44)  vollständig  genügt  wird, 
wobei  man  sieb  verschiedener  Methoden  bedienen  kann,  die  im 
Ganzen  so  einfach  und  so  bekannt  sind,  dass  über  dieselben  etnas 
Weiteres  hier  nicht  gesagt  zu  werden  braucht;  immer  aber  wird 
diese   Bestimmung   der   Grossen   f*    und   r,   leicht   und  ohne  alle 


I 


346  Cruuert:  Veber  die  Beillmmung  der  Bahn  einet  WeltHOrpert 

WeitläuGgheit  nusgefiihrt  iFerden  künneni  weil  man  deren  Wertbl 
liereJts  aus  der  früheren 'Itecli riung  mit  grosser  Anuäberung  keniri 

Dann  kann  man  miltelst    der  gefundenen  Wertlie  » 
r,  ganz  auf  diesellje  Weise  zu  einem  neuen  Niiherungstvertbe  von  * 

wf-  übergehen,  denselben  in  die  zweite  der  Glcii-bungen  43)  ein' 

fObren,   und  (,  und  r,  so  bestimmen,   dass.  den  Gleicbuiigen  45) 
und  44)    vollständig  genügt  »ird,    ein   Verfahren,    welches 
fib«rhau|it    so    lange    fortsetzt,     bis   znci   auf    einander    folgeni 
Systeme  von  Wcrthen  der  Grössen  pi,  r,   in  der  verlangtei 
zahl    von    Decimalstellen    sieb    nicht  mehr   von   einander    noter- 
scheiden. 


I  der  Weise  fort,   dass 

:  der  vorher  In  die  Rechnung 


i4SJ^ 


Nun    Beti.t  man   die  Rechi 
miltekt  der  jetzt  gefundenen  ' 

geiogenen  Grüssen  auch  ttt-^  nach  der  ersten  der  Formeln  80) 
berechnet,  diese  Grüsse  von  nun  an  in  die  JRechnung  bineinciefat, 
und  pi  und  r,  so  bestimmt,  dass  den  Gleichungen  43)  und  44) 
volUtSndig  genügt  ivird,  mittelst  ivcicher  Werihe  von  ^,  und  rt 
man  dann  auf  dieselbe  Weise  neue  Näherungswert  he  dieser  Grus- 
Ben  findet,  und  die  Rechnung  wieder  so  lange  fortsetzt,  bis  zwei 
Bof  einander  folgende  Systeme  von  Wertben  derselben  in  der  ver- 
langten Anzahl  von  Decimalstellen  sich  nicht  mehr  von  einander 
unterscheiden,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht',  dass  man  bei 
der  Berechnung  der  Grössen  f,,  /j,  f,  sich  stets  der  Formeln  43) 
zu  bedienen  bat. 

Gane  in  ähnlicher  Weise,  was  nun  eine  weitere  Erläuterung 
nicht  mehr   bedürfeH   wird,    kann    man    mittelst   der  zweiten   der 

Formeln  80)  ferner  auch  die  Crosse  sr-f  in  die  Rechnung  hin^ 
einziehen,  und  p,  und  r,  so  bestimmen,  dass  den  Gleichungsfl 
37)  und  43)  mit  Rücksicht  auf  die  hierbei  zur  Anwendung  kodi^ 
menden  Formeln  36)  vollständig  genügt  wird,  wobei  man  sich  in 
Allgemeinen  immer  ganz  eben  so  zu  verhalten  hat,  wie  in  den 
beiden  vorhergehenden  Fällen. 

Wie  weit  man  aber  überliaupt  ouf  dem  Im  Allgemeinen  hier 
vorgezeichneten  Wege  fortschreiten  muss,  wird  immer  von  der 
Genauigkeit  abhSngen,  die  man  bei  diesen  Rechnungen  zu  erreichen 
beabsichtigt,  so  dass  sich  darüber  also  allgemeine  Regele  natSr- 
lieh  gar  nicht  geben  lassen. 


I 


Wie  codlich,  nachdem  i 


I  der  vo r berge b« »den  Rechnung 


")8^l 


aus  drei  ffeocentrlic/ten  Beobachttingi 


die  beabsichtigte  Genauigkeit  erretclit  bat,  ilanti  ferner  die  nicht 
anr  die  Lage  der  Ebene  der  Unhn  im  Kaurne  Hiuh  beziehenden 
Eleroenle  derselben  zu  berecbncn  sind,  erhellet  aus  {.  12,  ganz 
ron  selbst  uod  bedarf  eiav  TfeiteTen  Erlfiuterung  bier  nicht. 


«kW   ifilihü    'tu  n^niriblMl^  nah  Mi. 

S.  14.         "i    .-'■■■■■    li^l  ■■'-■   'i   '.— 

Wir  vTollen  jetzt  zeigen,  ivie  sich  die  Elemente  der  Bahn 
bestinimen  laseen,  ivelche  sich  auf  ihre  Lage  imUaume  beziehen. 

Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  einen  beliebigen  Vector  und 
die  entsprechende  curlirle  Entfernung  unsers  WeltkGrpers  von  der 
Erde  respectivo  durch  r  und  p,  die  entsprechende  geocentrische 
LSnge  und  Breite  detiüelben  durch  l  und  ß,  die  entsprechende 
heliocentrische  Länge  der  Erde  und  ihren  entsprechenden  Vector 
durch  L  und  R,  endlich  die  entsprechende  heliocentrische  LSnge 
und  Breite  des  Weltkürpers  durch  t  und  ]d;  so  bähen  ivir  offen- 
bar die  folgenden  Gleichungen; 

02).  .  ar  =  rcosCcoBS,   ^=:rsin£cosS,    i=:rsin)& 

•  ,,^ 
Pfun  Ist  aber  nach  G)  bekanntlich :  ..^^ 

X=  RcobL,     y  =  RaiaL;  .,|, 

-b 
ferner  nacb  7):  ,,|f 

■  rl 

x'  =  cco»)k,    jr's^^einJl,    a'^ptang^; 

und   nach   der  Lelire    von   dy  VervTandlung   der   Coordtnateo:  ' 

X  =  S  +  x',     y=F-fy,     t  =  i'i 


I 


ir  cos  IT  cos  B  =  ß  cos  L  +  t/coak, 
relDCcosJS   =  fisinZ,  +  pslni, 
rsinS  =  9tang|3; 

oder  auch,  wie  man  leicht  llndel,  tfenn  man  die  erste  and  twelie 
Gleichung  respective  mit  cosA  und  sinil,  ferner  mit  sinA  uriil 
cosil  muUijilicirt,  und  dann  diese  Gleichungen  im  ersten  Falle  zu 
einander  addirt,  tin  zweiten  Falle  von  einander  subtrabirt;        [,  l 


I 
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TCOBlS- 

-A)coB»=ßco«(i/- 

-AJ  +  e. 

W)    . 

r»in(ir- 

-A)co8B  =  Äain(L- 

-A). 

reiiiB  =  ptaDgj3. 


4u8  den  Gleichungen  93)   «rhSit   man  eut  BestiromuDg   \ 
TS  die  folgenden  Formeln: 


=  Jtang|J, 


i  biDgS  = 


rcosB        ' 


r  cos  39 

tt  sin  L  +  QBiitX 
hcosL+QcoBl' 


I  liefert  V  ohne  alle  Zneldeutlg- 

..«.  _  -  lu  -  ^..J   +  90»  liegt.    Eben  deshalb  ist 

J  stets  pMi      ,  und  » —  and  cosU  haben  daher  jederzeit  mit 

Zfihlem  der  ole  darstellenden  obigen  Brüche  gleiche  Vorcei- 

_  .^n.     Bedient  man  eich  nun  zur  Bestimmung  von  £  der   leUlen 

der  Tier  obigen  Foimeln ,  welche  diese  helioceDtrische  LSoge  durch 

Ihre  Tangente   giebt,    so   rouss    man  rficksichtlich  der  Art  und 

Welse,  wie  man  £  zn  nehmen  hat.  die  In  dem  folgenden  Tafaleaa 

'  enlhaltenen  Regeln  berolgen ,    wobei  sich  die  AasdrOcke  ZShler 

nad  Nenner  anf  den  Zihler  nnd  Pienner  des  Bruchs  in  der  viv- 

teo  der  Torstefaenden  Formeln  bedeBen: 

ZKh'ler:  Neanet: 

posItiT        poritiv  0  <£<  fiO» 

posItW        negativ  00°<£<180<' 

ntgMv       negativ  180»  <  £  <  270c 

oegaÜT       postflT  S70o<£<360>. 

CMese  Regrin  lassen  Aber  die  Art  und  Weise,  wie  man  £  xn  neb- 
mn  hat,   nicht  die  geringste  Zweideutigkeit  «n. 

Aas  den  Glelchnngen  94)  etgehtn  steh  lar  Bestbnnimg  von 
£  and  V  ^  folgenden  Fonieln  t 


''°8"'-')  =  fl..,(L-i)+, 


Diese  Formeln  gestatten  eine  etiras  leichtere  Rechnung  wie  die 
Formeln  05);  aber  so  leichte  Regeln  wie  vorher  rScksichtlich  der 
Art  und  Weise,  wie  man  £  eu  nehmen  hat,  lassen  sich  nicht 
gehen.  Ich  nill  annehmen,  dass  man  sich  bei  der  Berechnung 
von  £  der  Formel 

'  rcosS 

bediene,  welche  offenbar  die  leichteste  Rechnung  gestattet,  und 
will  demzufolge  setzen,  dass  9  der,  absolut  genommen,  kleinste, 
also  J«  nicht  übersteigende  Werth  von  £ — i  sei,  welcher  der 
vorstehenden  Gleichung  genügt.  Dann  ist,  wenn  n  eine  posilivs 
oder  negative  ganie  Zahl  bezeichnet,   beltanntllcb 

£~k=2n7t+e   oder  £— i=(2n+I)n— 8 

Bu  setzen.  Ob  man  das  Erste  oder  Zweite  zu  thun  bat,  entschei- 
det sich  nach  dem  Zeichen  von  cos(C — l),  welcher  Cosinus  mit 
dem  Zähler  des  Bruchs  in  der  Formel 

*        ^  rcos» 

gleiches  Vorzeichen  hat,  so  dass  also  das  Zeichen  dieses  Cosi- 
nus immer  leicht  heurlheilt  werden  kann;  ist  nun  der  Z&hler  die- 
ses Bruchs  positiv,  so  muss  man 

ff— i  =  2n7i+ö  ■nU»(af.t    jimil»- 

Mtten,  weil  fär 

£-l  =  {2n  +  l)n-S 

der  Cosinus  von  £ — iL  offenbar  negativ  sein  würde;  ist  dagegen 
der  Z&hler  des  obigen  Bruchs  negativ,   so  muss  man 

fi-l={2n  +  l)«— © 
aetsen,    weil  für  n'.  n.-.     <]<' 
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<ler  Costinns  von  £  — il  offenbar  posiliv  sein   tvOrde-     Wir  (vollen 
nun  zuerst  annehmen,  dass  sich  hiernach 


>en  habe.     Offenbar  kann  man.    6  mag  positiv  oder  negativ 
,  nicht 

n  =  +  2,     ±3,     ±4.     ±5,..., 

I  sonst  der  absolute  Werth  von  £ — l  grüsser   als  2n 
was  nicht  möglich  ist     Wir  können  also  nur 


A.     Ist  nan  9  positiv,   so  kann  man  nicht  n=-f  '  setzen, 
sonst  £ — l:=:'injr~\-&  griisaer  als  2n  iväre,    und   man  kann 
I  in  diesem  Fall«  bloss  »i=0  oder  n^— J,   Tolglicb 
£—1=8    oder  £— A=— 2b+Ö. 


£=A  +  S   oder    £  =  !  +  ©— 2n 

setzen;  jenachdem  nun  aber  \  +  &  kleiner  oder  grüBser  als  2n 
ist,  musa  man  offenbar 

C=i  +  ©    oder  i:=A  +  Ö-2ro 

■«IzflB.  Wem  femer  6  n^ativ  ist,  so  ktmn  mati  nicht  n= — 1 
setzen,  tveil  sonst  der  absolute  Werth  von  £-ril^  — 2»-f  0 
grSsser  als  2n  wSre.  und  man  kann  also  bloss  n^O  oder  ii=-|-l, 
Mglleb 

£-i=e   «der  ff— J  =  2«  +  e, 


t=l+6   oder  S=l  +  9  +  2« 

setzen;  jenachdem  nun  aber  X+B  positiv  oder  negativ  igt,  mnss 
man  offenbar 

£=1-1-9   oder  ff=sl-fe-|-2ff 
■rtmn,    flarnet  woUen  wir  annehmen,  dass  sieb  nach  dem  Obigen 

«-l  =  (2i.+  l)«— « 
ergeben  babf'     OffenlMr  kann  man,   9  mag  positiv  oder  negativ 


•w-  out  ärei  iKoeenoiscAen  BeobaeAcuHgen. 

in\.,i,  «J=  +  l,    +2,    ±3.    ±4,    i5.. 

setzen,  weil  sonst  der  absolute  Werth  von  C — i  offenbar  gru 
als  2n  Bein  wurde,  nas  nicht  möglich  ist    Man  kann  also  ( 

11  =  0,     -I, 

also 

(i-A  =  re— ©   oder   £— A  =  — w— 0, 
folglich 

£=!-«  +  «   oder   i:  =  A— 0  — n: 
setcen.     Ist  nun  1 — Q  positir,   ao  luuss  man 

ir=A  — 0  +  ffl    oder    £  =  1— Ö-w 

setzen,  jenachdem  A —  6  kleiner  oder  grosser  als  n  ist:  ist  da- 
gegen  A  —  @   negativ,    «o  kann  man  nur 

setzen.  Die  vorhergehenden  Hegeln  sind  allerdings  völlig  be- 
stimmt, nnd  lassen  eine  Zweideuligkeil,  wie  man  £  zu  nehmen 
hat,  nicht  zu;  aber  an  Einrachhell  stehen  sie  den  oben  im  ersten 
Falle  gegebenen  Hegeln  offenbar  uacb. 

Noch  leitet  man  aus  den  Gleichuogea  93)    leicht  die   folgeo- 
d«n  Gleichungen  ab: 

!rcos(£— L)coB»=eco8(A  — I,)  +  Ä.  "^ 

rsiD(£— L)cosB=e8in(A— L),  .'. 

rsin)3=:^tang^; 
ans  denen  sich  die  nachstehenden  Formeln : 

810»=  ?t( 


Mangß, 


m) 


sln(£-i)  =  ^ 

1  „        „         üCOB(l  — /,)-f  ß 

I  cos(fl-L)=S yeosS  ■ 

psin(A-L) 

JCÖ8(i— X.)  +  ß 


.1.) 

'1,      X.M.      iM 


1  tang(£-L)  = 


ergeben,  bei  deren  Anwendung  man,  wie  2  zu  nehmen  ist,  ganz 
nach  Shalichen  Regeln  wie  vorher  zu  beurtheüen  Lat,  was  hier 
nicht  weiter  erlSuterl  zu  werden  hrsucbt 


1 
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Nftcb  dM  ToibirgalWcdM  Fofeto  ku»  jhm  Ar  lU«  dnl 

:q  di«  beüoceD  Iris  eben  Läogen  und  Breileo 

«1,  »,i    «,,  B,;    Ä,,  », 

des  Wellkürpers,   um  desseu  Bahobesfimmung  es   sich  bändele 
berecbnen. 


t..L,.L.  £..S„S, 

irachsen  wuchsen 

.     ,  und  reepective 

abnebmeo  '                    abnehmen 

t  der  Weltkurper  recbtlSurig;   tvenii  dagegen 

^1.  i.tX.  ff,,  ff,,  ff, 

wachsen  abnehmen 


und  respectiv 


I  ist  der  Weltkurper  rOcbiäufig. 


nacbsen 


Wir  ivolleM  nun  durch  die  Sonne  als  Anfang  ein  neues  recht- 
winkligem CoordinatencyBlem  der  x^t"  legen;  die  Ebene  derx"y 
sei  die  Ebene  der  Ekliptik,  und  der  positive  Tbeil  der  Axe  dot 
x"  sei  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  unsers  WellkÜrpers  hin 
gerichtet;  der  positive  Tbeil  der  Aze  der  ,v"  »erde  so  angenom- 
inen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Az»  der 
af  durch  den  rechten  Winkel  (Vjr")  hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  g'  xn  gelangen,  nach  derselben  Richtung  hin 
bewegen  tnuss,  nach  welcher  hio  die  LSngoD  gez&hlt  werden;  der 
positive  Tbeil  der  Aze  der  z"  soll  mit  dem  positiven  Theile  der 
Aze  der  i  zusammenfallen.  Beseichnet  dann  ß  die  faeliocentriache 
Llnge  des  aufsteigenden  Knotens  unsere  Weltkürpers,  so  haben 
wir  nach  der  Lehre  vnn  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die 
folgenden  Gleichungen : 

«=;^co8Ä  — ji^sinÄ, 
jf  =  y  sin  Ä  +  y'cos  a, 

also  BMh  92): 

rcosfcesB^ycosA— jr'sinA, 
rsiDffcoeV  =  T*sln  A-fy"cosA, 
rstoÄssj-j 


aus  drei  neocenfrUcAeB  Beebaehlungtn. 


woraus  sieb,  weon  man  x"  eliminirt,  sogleich  die  folgenden  Glei- 
chungen ergeben: 

r^iD(£-a)coö»=.y'. 
rsioB  =  i". 

Bezeichnet  nun  aber  i  *)  den  90°  nicht  übera teigenden  Neigungs- 
winkel der  Ebene  der  Bahn  unsers  Weltkürpers  gegen  die  Ebene 
dei  ELliplilc,  die  sogenannte  Neigun»  der  Bahn;  so  erhellet  leicht, 
dass  in  völliger  Allgemeinheit 

i"  =+y"tawgi,    also  y"=;ti"cnti 

ist,  vrenn  man  hier  und  im  Folgenden  immer  die  oberen  oder 
unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der  Wcllkürper  rechtUufig  oder 
rflckiägfig  ist.     Also  ist  nach  dem  Obigen : 

y"=  +  rBinÄcotf, 
und   Tolglich 

8in(£— ß)cosB  =  ±siaBcot( 
oder 

laDgtsin(£ — Sl)  ^=^  tang]6; 

und  nehmen  nir  nun  die  der  ersten  und  dritten  Beobachtung  ent- 
sprechenden heliocen Irischen  Längen  und  Breiten  £j,  S,  und 
S,,  Sj;  so  haben  wir  zur  Bestimmung  ron  £1  und  *  die  folgen- 
den Gleichungen : 

I  tangtsin(C,-ß)  =  ±tangBt. 

99)  .     . 

{  tangisin(E,  — ß)  =  -J:tang».; 

{d  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 

Durch  Division  etgiebt  sieb  aua  diesen  beiden  Gleichungen: 

sin  (C,  —  ß) sin  C,  —  cos  ff,  tang  ß  _  lang  B, 

sin  (ff,  —  ß)        sinff, — co»C,taDgA  ~  lang»,' 

folglich : 
.„„  „      sinlT,  taneB,  —  sinff,  tangB, 

100)  .     .     ■a.ea=.-a;.,ang»:-c,.t.la„gS!- 

Diese  Formel  liefert  fi'ir  das  zwiscben  0  und  360°  liegende  Sl 
svrei  um  180"  von  einander  verschiedene  Werthe;   welchen  die- 

')  Nicht  vüllig   äbereiaatimmeoil   mit  der  dem  '  früher    bdgeleg'len 
BedeutQQg.  '■v    ■-■'•*■•'■     :"'j;  'j^^itOjit.^  j «L  _i  ^;j_ 


Tt:  Ceier  die  BetUmmung  der  Bai»  etnei  Wellkdrjiert 


ser  beiden  Werlbe  man  zn   nehmen  hat,  kann  aof  folgend«  Alt 
entschieden  vrerden. 


Zur  Berechnung  To 
101)     .     .    tangi=:± 


t  hat  man  nach  { 
tangg, 


R)  die  folgenden  Formeln: 


,n  (£,  -Sl)—^  sin  (IT,  —  ß) '  .« 

immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem 
der  Wellkörper  rechtlSulig  otler  rückläufig  ist.  Nun  erhellet  aber 
leicht,  dass  in  beiden  Fällen  die  7.tvei  obigen  Werthe  der  helio- 
centrischen  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  für  fangt  Werthe 
mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefern.  Weil  aber  t  positiir 
and  nicht  griJsser  als  {H)°  ist,  so  iät  fangt  stets  positiv,  und  man 
muss  also  lur  die  Länge  des  aufsteigentlen  Knotens  immer  den- 
jenigen der  beide«  obigen  Werthe  nehmen,  welcher  fangt  posi- 
tiv liefert,  mag  nun  tler  Weltkörper  rechtläulig  oder  rückläufig 
sein.  Hiemach  künnen  also  il  und  i  immer  ohne  alle  Zweideu- 
tigkeit bestimmt  werden. 

Aus  der  Gleichung 


erh-ilt  man  nach  ein« 


102)  taogli(Ä,+£,)-fli 


in(C,  -Sl)  _  taugg, 
inti:a-fl)-langB3 

bekannten  Verfahren  auch  leicht  die  Fori 

sin(»,-fB,) 


^(».-Ba) 


fangi{£|-ir,). 


welche  für  das  z 
180°  verschieden! 
Weise  ivie  vorbei 


Irischen  0  ui>d  StJO"  liegende  Sl  wie< 
Werihe  liefert,  über  die  mau  ganz  auf  dieselbe 
eatscheideii  kann. 


\ 


Wir  wollen  nun  in  der  Ebene  der  Bahn  durch  die  Sonne  als 
Anfang  ein  rechtwinkliges  CooTdinaten^ysfem  der  x^t/"  legen,  und 
wollen  den  positiven  Thell  der  Axe  der  a^"  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  2"  zusammenfallen  lassen,  den  positiven  Tbeil 
der  Axe  der  y"  aber  so  annehmen,  daas  man  sich,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Ase  der  x"'  durch  den  rechten  Winkel  (a^i/^ 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axa  der  1/"'  zu  gelangen, 
nach  derselben  Richtung  hin  bewegen  muss,  nach  welcher  sich 
der  Weltkörper  in  seiner  Bahn  bewegt.  Uezeichuen  wir  dann  zd 
irgend  einer  Zelt  das  sogenannte  Argument  der  Breite  des  Welt- 
kürpers  durch  V,  so  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

a^  =  rcoaV,    y"  =  rsinV. 

hellet  aber  auch  die  Richtigkeit  der  GleichuDgeni 


mu  drei  geocerür/scAeii  Beobaehiungen. 

wenn  man  nie  früher  das   obere  oder  unlere  Zeichen   nimnit,  je- 
nachdeiD  der  ^Veltltürper  recbliäufig  oder  rückläulig  ist.     Also  ist: 

jr"  =  rcosV,    y"  =  :t  rein  V cos  i'; 

folglich,    weil  nach  dem  Obigen 

rcosCcosB^Ä''cos  ß— y'ainß, 

rsin£cosB  =  ar"sitiil+5''co8i2 
ist: 

co8£cos£^cos52co8  V  =F  cos i sin  .ß sin  V, 
siD£cosB  =  sinßco«V  ±  osicosßsiuV. 
Aus   diesen    Gleichungen    folgt : 

cosV  =  co8{£-ß)co8B,  ...1 

±coeisioV  =  ein(£— Ä)cos»;  * 


103) 


cos> 
j     cosV  =  cos(£— ßlcosB, 


mittelst  welcher  Formeln  das  Argument  der  Breite  sieb  ohne  alle 
Zweideutigkeit  bestimmen  lässl,  weil  man  aus  den  Vorzeichen 
Bcines  Sinus  und  Cosinus  immer  den  Quadranten  beslinimen  kann, 
in  welchem  es  sich  endigen  muss. 

Unter  der  LSnge    unsers  Weltkörpers   in  der  Bahn,    welche 
wir  durch  L  bezeichnen  wollen  ,  versteht  man  bekanntlich  die  GrüssH 

KW) I.  =  fl  +  V, 


and  kann  dieselbe  also  ans  der  heliocentrischen  Länge  des  auf 
•teigenden  Knotens  und  dem  ArguDiento  der  Breite  immer  leicht 
durch  eine  blosse  Addition  fmdeo. 

Durch  jede  einer  gewisäcn  Zeit  entsprechende  wahre  Ano- 
malie V  ist  offenbar  die  Lage  des  Periheliums  in  der  Bahn  be- 
stimmt.    Beseicbnen    wir  aber  die    im    Sinne   der   Bewegung  des 


356  Grunerti  Vfber  die  Btsnmmvng  der  Bahn  eines  WeltkSrptri 

■'-fe  in  seiner  Bahn  gennminene  angulSre  Eniremang  des 
vom  aursteigeoden  Kooten  durcb  P.  an  ist  offenbar 

105).    .    .    P  =  V— t    oder    P  =  V  — p+360», 

icbdem  V  —  e  positiv  oder  negativ  ist;   also  ist 

6)  .    .     .    p  =  V— P   oder   d  =  V-P  +  3Ö0*'. 

cbdem  V  — P  positiv  oder  negativ  isti  und 

)  .    .    .    V  =  p  +  P   oder   V:=r  +  P— 360", 

.cbdem  e  +  P   kleiner    oder  )>ti>8Ber  als  WiY*  ist.    . 

S-  15. 

Ich  will  nun  noch  zeigen,  wie  aus  den  gefundenen  Elementen 

Bahn    die  geocentrische   Länge  und   Breite    des  VVeltkürper« 

die   Zeit  der    zweiten    Beot>achtung    berechnet  werden    kann. 

weil  die  Vergleichung  dieser  aus  den  Elementen  berechneten  geo- 

centrischen  Lange  und  Breite  niit  der  entsprechenden  benbachle- 

ten  geocentriHcheo  Länge  und  Breite  das  schärrste  Kriterium  für 

die  bei  der  Bestimmung  der  Bahn  erreichte  Genauigkeit  abgicbt. 

Aus    der  bekannten    Zeit    des  Diirch<;angs    des   Wellkrirpers 

durch  das  Poriheliuni  und  der  Zeit  der  ziveilen  Oenbaclitiing  findet 

man  leicht  die  seit  dem  Durchgange  durch  das  Perihetium  bis  eq 

dem  Momente  der  zweiten  Beobachtung'  verflossene  Zeit,  weiche 

wir  jetzt,  wie  schon  früher  in  g.  12.,  durch  r^  bezeichnen  wollen. 

Dann  findet  man  bei  elliptischen  Bahnen  durch  Auflösung  der  ans 

j.  13. 87)  bekannten  transcendenten  Gleichung 

die  excBiRriscbe  Anomalie  v^,  und  hierauf  mittelst  der  aus  §.  12. 86) 
bebannten  Formel 


\f\H-- 


tangie,=  Y  j^^.tangi(% 

oder  einer  anderen  der  zu  diesem  Zweck  dienenden  bekannten 
Formeln  die  wahre  Anomalie  o^;  bei  parabolischen  Bahnen  et- 
glflbt  sich  die  wahre  Anomalie  O9  anmittelbar  durch  Anflüsang  der 
«u  S.  12.  91)  bekannten  cubiscben  Gleicbung 

*i  =  ^  (tanfe  K  +  i  tang  ie,»). 


aus  drei  geucmtrttcHm  Bee&acimtnfen.  3B7 

Bezeichnet  nun  P  den  bekannten  Abstand  des  Perihclttinis 
vom  aufsteigenden  Knoten  nnd  Vj  das  Argoment  der  Breite  des 
Wetiktirpers  zur  Zeit  der  iweiten  Beobachtung,  so  ist  nacb  §.  14. 
107)  bekanntlich 

Va=:Pa  +  P   oder   Va=r,  +  P  — 300«. 

jeoacfadem   e,  +  P   kleiner   oder  grrisser  als  360"  ist. 

Ist  jetzt  £1  die  bekannte  heliocentrisch«  L&nge  des  anfslei- 
genden  Knotens,  and  i  die  glcichfalU  bekannte  Neigung  der  Bahn, 
6Q  hat  man  zur  Berechnung  der  beliocenlrischen  Lunge  C,  und 
heliocenlrischen  Breite  S^  nach  103)  die  folgenden  Formeln; 

.    ,-         .  8in(li  — ß)co8», 

sin  Va=:4-^ — ■ -. . 

'      -^  cos  t 

cos  V,  ==  cos  (ü^ — Sl)  cosSg , 

in  denen  man  die  oberen  oder  nnteren  Zeichen  zu  nehmen  hat, 
jenachdem  der  Weltkürper  rechtläutig  oder  rifckläuSg  ist.  An« 
der  dritten  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  zur  Berechnang  ?on 
tig  die  Formel 

lang  {Cj — ß)  ^  i:  cos  1  lang  Vj , 

und  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man  zur  Berech- 
nung von  J^a  die  Formeln 


tang  (Cj  —  ü)  =  :t  cos  i  lang  V^ 

läsal  bei  der  Bestimmung  von  ]^  eine  Zweideutigkeit  eu.  Ober 
Meiche  auf  folgende  Art  entschieden  werden  kann.  Ist  nSmUch 
Gberhaupt  Ü  ein  dieser  Gleichung  genügender  Werth  von  ;^  —  Sl, 
80  ist  bekanntlich,  n-enn  «  eine  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  bezeichnet, 

e^  —  Sl—  Ü  +  Mw, 
also 

£j  =  a  +  (;  +  B«.  ^ 

Nun  ist  aber  Imroei  ■    '  n-       ■'■     'ura  '-'^ 


folglich 


hieraus : 


il  nno 


.-  Veier  dte  Eeitlmmung  der  Bukn  etnei  Wellhörptn 
-  (ß+  t7)<  ««  <  2«  -  (Ä  +  V). 


ist,   Bo  liegen  »vischen 


Immer  nur  zwei  ganze  um  >Iie  Einheil  van  einander  veracbiedene 
Werthe  von  n,    welche  millelst  der  Bedingung 


Immer  leicht  bestimmt  werden  ktlnnen,  worauf  sich  dann  mittelst 
der  Glticbang 

swei  um  n  von  einander  verschiedene  Werthe  von  C^ — A  erge- 
ben, und  es  sich  jetzt  aUo  nur  noch  frSgt,  tvelcheo  dieser  bei- 
den Werthe  von  t^ — Sl  man  zu  nehmen  hat.  Es  ist  aber  lüar, 
dass  der  eine  dieser  beiden  Werlhe  fär 

„         .    cosfeinVg  cosV- 


immer  einen  positiven,  der  andere  einen  negativen  Werlh  liefert; 
und  da  nun.  cosV).  weil  der  absolute  Werth  von  ^  nie  90°  fiher- 
steigt,  stets  positiv  ist,  so  kann  nie  ein  Zweifel  bleiben,  welchen 
der  beiden  aus  dem  Obigen  sich  ergebenden  Werthe  von  J^  — A 
man  eu  nehmen  hat,  worauf  sich  dann  natürlich  auch  S^  leicht 
ohne  alle  Zweideutigkeit  ergiebt,  indem  man  ß  zu  diesem  Werthe 
von  J^  —  a  addirt.  Hat  man  aber  auf  diese  Weise  ü^  bestimmt, 
■o  ist  es  nicht  zweckmSssig,  die  heliocentrische  Breite  Ü^  mit- 
telst einer,  der  Formeln 


aui  drei  geocenlHsehen  ßeobacälungt 


nft- 


COS  Sj : 


ZU  berechnen,  iveil  diese  Formeln  es  unentscbiedeti  lassen,  ob 
Va,  welches,  absolut  genommeD.  'Mi"  uicbt  Übersteigt,  positiv  oder 
negativ  isl.  Nach  99)  hat  man  aber  Eur  Bestimmung  vod  V|  Rucb 
die  Formel 

tangBj  =  J:  laiigi»in(l^— ß), 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem  der  Welt- 
kürper  rechtJäuGg  urler  rücktliuüg  ist,    welche,    weil 

-90o<Ba<+90» 

iat,  rie  eine  Zireideutigkeit  lässt,  nie  man  S,  zu  nehmen  hat. 

Den  Vector  r^   erb&lt  man  bei  der  elÜptiachen  Bahn   mittelst 
der  Formel 

r2  =  (i(l  —  ecaauj), 
bei  der  parabolischen   Bahn  mittelst  der  Formel 


4co8ätB*' 

und  sind  nun  wie  FrUbeT  %,  y^,  t^  die  heliocentrlschen  Coordi- 
naten  des  WellkiJrpers  zur  Zeit  der  ziveiten  Beobachtung,  so  tat 

3-j  =  fa  cos  Cj  cos  Ba , 

^  =rssin!62' 
Die  hello  cell  Irischen  Coordinaten  der  Erde  zu  derselben  Zeit  sind 
A^  ^  /cjcos  un,      jj  ^  n^sm  X/j. 

Hieraus  findet  man  die  geocentrischen  Coordinaten  x^' ,  y^ ,  V 
des  Weltkürpers  zur  Zeit  der  ivreiten  Beobachtung  mittelst  der 
Formeln : 

BezeichoeD  aber  nie  Trüber  l^,  ß^  die  geocentrische  Länge  und 
Breite  des  Weltkürpers  and  t>s  seine  curtJrte  Entfernung  ron  der 
Erde  Eur  Zeit  der  zweiten  Beobachtung,  so  ist  nach  7): 

woraus  eich  '.   ti-  ■    ,,  ^    .     -l  .  ■. ,,     ."     ,ii')ii|iii>>Ww 


360  Grvntrt:   Vtbtr  die  BetUnmung  der  Baltn  «tuet  Weltkörpen 

>|t.  Uie  erste  dieser  Formeln  liefert  für  das  zwischen  0  und 
liegende  )^  zirei  um  180°  verschiedene  Werthe;  filr  den 
dieser  beiden  Werthe  ist  aber  q^  offenbar  immer  posiliv, 
n  anderen  negaliv;  und  da  nun  ^  äciner  Natur  nach  nur 
ir  sein  kann,  na  muss  man  für  l^  iiumer  den  der  beiden  in 
!  stehenden  Werthe  nehmen,  welcher  pj  positiv  liefert  Uebri- 
abei  wird  auf  der  Stelle  auch  die  Richtigkeit  der  folgenden 
In  erhellen: 
Wenn 

positiv        positiv     .  /       0    <  l  <   90° 

negativ        positiv    /  \     90°  <  ;t  <  \W 

negativ        negativ  |   '^''   "^  '"'    j   180"  <  A  <  270° 
positiv         negati?   ]  (  270°  <  1  <  360". 

Die  Formeln 

tangä„=  ^  =  ^  cos  iL  =  Hsini, 

liefern  das  zwischen  — 90°  und  -|-t)0°  liegende  ß^  immer  ohne  alle 
Zweideutigkeit. 

Bezeichnet  Hit  die  Entfernung  des  Weltkürpers  von  der  Erde 
sur  Zeit  der  zweiten  Beobachtnng,  so  ist 

Pj  =  1I,cob|S,,  also  B,  =— ^J 
cosp, 

ndttelct  welcher  Formel  anch  K«  leicht  gefunden   werden   kann. 


Anhang. 

Wenn  ich  auch  im  Vorhergehenden  alle  Formeln  so  weit  ent- 
wickelt habe,'  dass  über  die  Art  der  Anwendung  derselben  und 
den  Erfolg  dieser  Anwendung  nach  meiner  Meinung  kein  Zwei- 
fei  obwalten  kann,  so  möchte  es  doch  gut  und  zweckmässig  sein, 
Sie  AuBOsnng  der  Gleichung  57)  oder  68),  auf  die  bekanntlich  hier 
zunächst  Alles  ankommt,  durch  ein  Beispiel  etwas  nfiher  zu  er- 
IBotern,  und  daran  einige  Bemerkungen,  namentlich  Ober  die  ver- 
schiedenen reellen  Wurzeln,  welche  diese  Gleichung  haben  kann, 
zn  knSpfen,  ohne  eine  vollständige  Berechnung  dieses  Beispiels 
mitztttheilen ,  die  nach  den  obigen  vollatSndig  ansgeführtea- uud]^  - 


am  drei  geoctntiischen  BeotachtHagm.  iJ 

tischen  Entwickelungen  'n\  der  That  als  iiberOüssig  erscheint.  1 
n-ähle  xn  einem  »oicfaen  Beispiel  die  folgenden  Beobachtungen  ( 
Vesla  *) : 


Ai  =  174'>.  7'.  33",2 
Aa  =  173.  44.  21,3 
ia  =  173.   33.   33,0 

A  =  +  ll<'.  37'.  24",1 
ß^=  11.  19.  42,6 
B,=     II.     0,    39/2 


Li  =213«.  42'.  55'',5 
i,=2I8.  33.  22,4 
Z,  =  223.    23.    15,5 

log  H,=  0.0028540 
logWa  =  0,0034240 
logß,  =  0,0039670 


i,=  4,9855208 
1^  =  9,9705405 
^  t=4,9850197 

Die   Zeiten    der   drei  Beobachtungen    n 

1807.  24.  April.  9".  5».  I6*,5 

29.  April.^S.  43.    42,^ 

4.  Mai.    8.  22.    51,'2 

Man   berechne  nno  zuerst  die  Tolgencli 

log  r,  =0,6977105 

1  logT,  =  0,9987187 

'  |logT,  =  0.6976öö9 


lot.jt«=0,4711629  — 4 


Mittlere  Zeit 
zu  Paris. 


LogarithmeD: 


log.r," 

=  1,3954210 

log.V 

=  1,9974374 

log-is' 

=  l,3t>r.3338 
=  2,0931315 

log.  1,3 

log-V 

=  2,9061501 

log...= 

=2,0930007 

^i 

=  4,9855208 

Ti 

=  4.9S30I07 

r, -ij 

^O.OOÜoüll 

l<»g(*i  — «a) 
1.    TheorolJichB    n 

=0.6999244  - 

4 

•)  H. 

nd    pcaktUc 

lie 

J.  J.  tiu 

ow.     Till.  II.     Wi«n 

1821.     S.  139. 

309  Brunerl 

logtang|J,==0.3132'247-l 

Iogtunf;|3a  =  0,30l76l2— 1 

logtang(J,  =  0,28y09-27-l 

lDgco8|3,  =  0,99l459-2  — I 

log.co8/3i,»=:0,98-29I04-I 

logsln  (i,  —  i,)  =0,4073301  —3 

log8in(is— A,)=0,9952406— 3„ 
lügsiii(Ai  —  iy =0,8291796— 3 
Bierau  j  erhiill   man  : 

log.8in(i,—i,)  fang  |3,  =0,8103748- 4 
IoB.fliD(A3,— A,)l»ng(34  =  0,-2970018-3« 
log.eln{A,-ia)langft=0,ll82723-3 

folglich : 

a\o{}^  - 13)  lang^i  =  f  0,0006463094 
8m(la  —  l,)tang^a  =  — 0,0019815352 
8in(i,  — la)(arigft  =  +  0,00I3130229, 

wobei  ich  bemerke,  dass  man,  tvas  ivohl  ku  beachten  ist,  die 
Rechnung  jeilerzeit  en  genau  fuhren  niussi,  »vie  es  der  Gebrauch 
siebflnstelligflT  Tafeln  gestaltet.  Bei  diesen  Rechnangen  habe  ich 
die  treffliche  neneate,  d.  h.  vierzigste  Auflage  des  Vega'schen 
Handbuchs*),  durch  deren  Herausgabe  Herr  Doctor  Bremiker 
in  Berlin  sich  ein  grosses  Verdienst  erworben  hat,  benutzt. 

Aus  den  obigen  Zahlen  findet  man  die  Grosse  ü,  auf  deren 
Bestimmung  man  jederzeit  besondere  Sorgfall  verwenden  muss, 
durch  die  folgende  Rechnung: 

+  0,0006466094 
-0,0019815352 


—0,0013330238 
+  0,1»]  3130229 


logS  =0^24799-«. 


itMb.  IWA.    W«l4maaii*ch«  Bncbhandlaa^.' 
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1 

Ferner  berechnet  raan  folgende  Logarilhnien: 

1 

log8in(L,-A,)  =  0.t«)43324-l 

■ 

log  siD  (Li  -  la)  =  0,807852 1  - 1 

■ 

log^in  (i,  —  As)  =  0,8094751  -  1 

■ 

logflm{i,-J,)  =  0,W31238-l 

1 

log  SID  (La— ^)  =  0,848093-2  — i 

logsin(Lj  — ij)  =  0,8494626—  1 

log  sin  (Lj  —  1,)  =  0,8794966—1 

log  sin  (i,3  -  A,)  =  0,88-20036- 1 

log  sin  (La  —  ij)  =  0,8831597  —  1 

lnRcos(Lj-A,)  =  0,8808679  - 1. 

i 

Hieraus   und    aus   dun    oben  schon   berechneten   Logarithmen 

V 

der  Tangenten  von  ^i ,  ß^,  jSj  erhHll  man: 

Ai  =0,00418220                 log^,  =0,6214048— 3 

^=0,00450547                log^^ =0,6537402 -3 

4j=0.0O479617                log  ^3  =  0.680894(1-3 

ßi  =  -0,00864674            log  ß,  =  0,9368524  -  3„ 

ß,= -0,00922876            logßj  =  0,9651433-3. 

Äj=-0,00974417            logß,  =  0.9887449-3. 

6\  =0,00448155                logCi=:0,6514-283-3 

Cb=0.0O473905                losCi=0,6756913-3 

ti  =  0,00496238                log  C,  =0,6956900—3. 

Ferner  findet  man: 

^a  =  1340.  4'.  13",4 

logeos^a  =  0,8423231-1» 

logBin^a  =  0,8564183-1 

log.sin^.,3  =  0,5692549  —  1 

logtong^a  =  0,0140952» 

log.coiiA,co8^a  =  0.8337783 -1„ 

eos/fg  =  —0.69354159. 

Hieraus  erh&lt  man   weiter: 

^ 

Ü 
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v«=-0,0433y2720 
B=— 0,002744043 

+  0040331323 
C=:— 0,049020618 

+  0,000330705 
fl  =— 0,00015079986 


-  log  G= 0,0826008-4 


^'=—1,0785442 
B'=— 9,21*18404 


+  8,1412963 
C'=— 1,2181832 


+  6,9231130 
0*=: -0,014901266 


G-  =     6,9381043  log  G'  =  0.8413409 

log  G,  =  0,1924961  —4 
IogC,'=0,1899335-2 

logF=3,8865l33  log  F=3,8865I53 

logG=0,682ß008-4  log  C,  =0,192496!— 

log  C =0.5601 161  log  G,  "=0,0790114. 

Daher  haben  wir  jetzt  die  folgenden  Logarithmen: 
logG"  =0,5691161 
logG'  =0,8413409 
IorG,''=0,0790114 
logG,' =0,1899335—2, 
welche  zur  Berechnung  der  Werthe  der  Function 


(G"-G'«»)kT  (G.'-Gj'tt»)  V(l-i()(I+tt) 

der  Gleichung  57)  hinreichen,    wenn   man    io   dieselbe  baliebiga 
Werthe  der  Grösse  u  einführt. 

Setzt  man  nun  filr  a  nach  und  nach  die  Werthe 
0.0;    0,  1;    0,  2;  u.  s.  n.  0,  9}    I,  0; 
so  erhfilt  man  fUr  die  entsprechenden  Werthe  der  obigen  Fanctloii, 
jenachdera  man  in  derselben  das  obere  oder  daa  ootera  Zeichen 
atmmt,  daa  folgende  Tsbleau: 


»  ärel  geoeentrUchm  BeobacMiingen. 


Oberes  Zeichen. 

Unteres  Zeichen. 

« 

Function. 

K 

runclion. 

0,0 

-1,1993307 

0,0 

+ 1,1995307 

0.1 

-0,8-234167 

0,1 

+  1,5635887 

0.2 

-0,4117152 

0,2 

+  1,9056328 

0,3 

-0,0877397 

0,3 

+  1,2000215 

0,1 

+0.2070210 

0,4 

+2,1039810 

0.5 

+0,3831193 

0,5 

+  2,1574153 

0.6 

+0,3685511 

0,6 

+2,2821490 

0.7 

+0.0767771 

0,7 

+ 1,7824633 

0,8 

-0,5905709 

0,8 

+0.8393517 

0,9 

-1,73.30116 

0,9 

-0,697J294 

1,0 

-3,2303915 

1.0 

-3,2303915 

Hieraoa  sieht  man,   dass  die  Gleichung 


(G" -  G'a»)«T (Ci"- G.  V)  SfO.  -«)(!+  «)  =  0 

zwischen  0  und  I  drei  reelle  Wurzeln  hat,  vrelche  znischen  0,3 
und  O.'l;  zivischen  0,7  und  0,8;  zwischen  0,8  und  0,9  liefen.  Wie 
man  sich  diesen  VVurzeln  ferner  nähern  und  ilieseihcn  mit  jedem 
beliebigen  Grade  der  Ccnaaigkeit  jinden  kann,  ist  bekannt  genug; 
wenn  nämlich,  um  nur  bei  der  eiufachsten  Melhode  stehen  zu 
bleiben,  überhaupt  a  und  b  zwei  NähernngüiH'erfhe  einer  Wurzel 
der  Gleichunn;  f{ii)^^  sind,  und  den  Werthen  n  und  b  von  w 
die  Wertbc  A  und  B  der  Function  /(u)  entsprechen,  so  dass 
f{a)=^Ä  und  f{b)-^B  ist,  so  ündet  man  einen  neuen  Niihe- 
rangswerth  u  der  Wurzel  unserer  Gleichung  mittelst  eines  d«i 
bndeD  folgenden  Ausdrücke: 


u=^a  —  - 


-B 


A  =  b  — 


t  —  B 


B. 


Nach  der  Formel  55)  liefert  das  untere  Zeichen  für  p  einen 
negativen  Werlb,  und  da  nunsin^^  positiv  uud  cos^^  negativ  ist, 
so  liefert  die  zweite  Formel  in  6U)  in  diesem  Falle  fiir  Ka  offen- 
bar einen  negativen  Werth,  was  unstatthaft  ist,  und  uns  daher  be- 
rechtigt, die  zwischen  0,8  und  0,9  liegende  Wurzel  von  unseren 
ferneren  Betrachtungen  auszusch Hessen,  und  uns  von  jetzt  an 
bloss  mit  den  zwiüchen  0,3  and  0,4  und  zwischen  0,7  und  0,8 
liegenden  Wurzeln  zu  beschäßigen. 


Wenn  i 


aber  zuvörderst  die  zHischen  0,7  und  0,8  liegende 
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Wurzel    dnrch 
daraus  Jann  m 
ten  Formeln  tlii 
des  Weltkörpei 
und  von   p»,    t 
Erde  zur  Zeit  < 

Buccessive    Annäherung   genaaer   berechnet,    nnd 
ittelst  der  su  diesem  Zneck  im  Obtijen  enttvickel- 
B  entsprechenden  Werlhe  von  Hj,   der   Entfernung 
■8  von  der  Erde  r.ur  Zeit  der  zneiten  Beobachtung, 
ler  curtirten   Entfernung  des  Wellkörpers  von   der 
der  sH-eilen  Beobachtung,  ableitet;    so  findet  man. 

dass  diese  Werthe  fielir  klein  ausfallen.    Nun  ist  aber  klar,   das« 
die  beiden  Gleichungen  unserer  Aufgabe,  nämlich  die  Gleichungen: 

ra»  =  ffa'  +  ^e^ßaCos  (L^  -  i^)  +  p,»secj9a«, 
die  Auflösung  q^  =  ^  zulassen.      Denn   fiir  diesen  Werth  von  q^ 
wird  vermöge  der  zweiten  Gleichung  r^  =  R%,  und  die  erste  geht 
dann  offenbar  in  die  Gleichung 


über,  Ras  nach  ]4)  In  der  Tbut  vulÜg  richtig  ist.  Wenn  nun  auch 
die  zweite  der  beiden,  nach  Ausschliessung  der  dritten,  noch  zu- 
lässigen Auflrisungen  nicht  genau  P3=:0  liefert,  so  liefert  sie  doch 
Q^  sehr  klein,  was  darin  seine  vullständige  Erklärung  ündel  und 
ganz  der  Natur  der  Sache  gemüss  ii^t,  weil  die  obige  Auflüsung 
fQr  jetzt  eine  blosse  Näherung  ist,  und  also  auch  Dar  nSbernngs- 
weise  richtige  Resultate  liefern  kann.  Jedenfalls  wird  aber  die 
aneite  der  beiden  obigen  noch  zulfissigen  Auflüsungeii  der  gs- 
nanen  Auflüsung  Ka  =  0  nnd  ^=0  entsprechen,  was  offenbar 
anch  unntatthaft  ist,  so  dasa  also  biernacb  bloss  noch  die  erste 
der  beiden  in  Rede  stehenden  Auflösungen,  nämlich  die  xwiachen 
0,3  and  0,4  liegende  Wurzel,  als  zulässig  übrig  bleibt. 
Setzen  wir 

/ta)  =  (G"-G'a>)tt-(G,"-Gi'tt»)V(l-u)(l+^), 
■o  ut  (tlr 

11  =  0,3269852    und   «  =  0.3260853 
retpeefiT« 

/tii)  =  - 0,0000001  und  /Tu)  =+0,0000003; 
■bo  liegt  der  richtige  Wertb  vnn  u  zwischen 
0,326»852  und   0,3269853 
aber  «twu  nibet  bm  dem  letateren  Werthe,  m  dua  wir 
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K  =  0,3269Ä53 
zu  setzen  haben. 

Die  iveitere  Fortsetzung  der  Reclinung  hat  nnn  nicht  die  ^e- 
ringdte  Schnierigkcit,  da  dieselbe  ßanz  auf  rollständig  entnicLei- 
ten  Formeln  beruhet.  Ich  will  jedoch  noch  kurz  anlubren,  was 
sich  mir  bei  derselben  ergeben  hat,  bemerke  aber,  dass  die 
Rechnung  nicht  mit  der  grüNsten  Sorgfalt  geführt  worden  ist,  da 
es  ja  nur  auf  ein  Beispiel  zur  Erläuterung  des  Verfahrena  ankam. 
Mittelst  der  Formel  55),  in  derselben  das  obere  Zeichen  ge- 
nommen,  habe  ich  zuerst  gefunden: 

logr  =  0,460!II72; 
dann  ergaben  sich  mittelst  der  Formeln  60): 

[ogr,  =0,3453141 

logMa=0.1456100 

log  93  =0,1350652 
und  nach  den  Formeln  47): 

log  A  =0.6076616 

log/'a  =  Ü,99S3->27 

log /ä  =0,697617!!: 


dann  nach  61}: 


'  ^  ««fc  Juii  Im»i> 


logp,  =0,1-238773 
löge»^0,1474671; 

dass  wir   also  haben : 

löge,  =:0, 1238773 
log  pj =0,1350652 
Iogej=0,U74671. 

Dann  ergaben  sieb  mittelst  der  Formeln  63): 


X,  =-2,1003835 
.V,  =  -  0,4226039 
I,  =  +  0,2735911 
a:,  =— 2,1448351 
54= -0,4793810 
ia  =  + 0,2734173 
3;,=-2,12886U 
y,  =  - 0.5357017 
1,  =+0,2732497 


log  3r,  =  0,3345309« 
bgj,,^  0,6359335- 1„ 
log.-,  =0,4371020-1 
log  a'a^  0,33 1393% 
l<.gj,=0.6806808— 1. 
logia  =0,4368264— I 
logarj=0,328U74„ 
logy3=0,7289230-l» 
legis  =0,4365508—1. 


I 


f 
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Dann  findet  man  tnittelBl  der  Formeln 

i-.  =  V.V  +  y,»  +  i,a    und    ra=V:r,«+V  +  V 

remer; 

logri  =0,3460137 
logr,  =0,3448184 
nnd    hat    also : 

logri=  0,3460137 

logra  =  0,3453141 

logrj  =0,3448184. 

Mittelst  der  zweiten  der  Formeln  C8)  ergiebt  eich  aber: 

logJ  =0,6393633—1 

and  mittelst  der  ersten  der  Formeln  81*): 

log  1^^=0,7084639-4,. 

Nun  ergiebt  sich    nach  82); 

rj  =  308».  35'.  I6'',92 
und  nach  der  ersten  der  Formeln  83): 

logß^0,3993323-2.  ~  w^^.  — 

Also  i«t: 

^4  =  0,43587838, 
ß=  0,02509298, 
und,  weil  A"^  B  iat,    ist  folglich  die  Bahn  eine  Ellipse. 
Mittelst  der  bekannten  Formelo 


B  2 

log.« =0,3620763 
log  6 =0,3613555 
log  8=0,7601870-2 
lagp=0,6616047. 
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Ich  habe  auch  noch  die  folgenden  Grossen  berechnet: 

log  ^^i^^i^  .  ^  =  0^13609  -  lOw 
log  **  i'^^*         =0.6807335-7 

logg^        r=:  0,2357089 —6 

die  letzte  Grosse  nach  der  ersten  der  Formeln  80)»  Man  sieht 
hieraus,  wie  klein  die  Grössen  sind,  von  denen  hier  die  Loga- 
rithmen angegeben  worden  sind,  was  wir  hier  namentlich  mit 
Rficksicht  auf  die  Gleichungen  45)   bemerken* 

Die  weitere  Fortsetzung  dieser  Rechnungen  nach  den  oben 
entwickelten  Formeln  würde  för  den  Zweck,  den  wir  hier  durch 
dieselben  zu  erreichen  beabsichtigen,  dberflfissig  sein  und  an  viel 
Raum  in  Anspruch  nehmen. 


Dritte»  Kapitel« 

Ueber  die  scheinbare  Bahn  eines  sich  um  die  Sonne 

bewegenden  Weltkorpers. 

S.  I. 

In  Bezug  auf  ein  beliebiges  durch  die  Sonne  als  Anfang  ge- 
legtes rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  xyx  haben  wir  be- 
kanntlich far  unseren  Weltkorper,  dessen  Coordinaten  in  diesem 
Systeme  zur  Zeit  i  durch  x,  y,  %  bezeichnet  werden  m5gen,  die 
folgenden  Gleichungen: 


1) Uä  +  '^=o, 


und  wenn  nun  zu  derselben  Zeit  in  demselben  Systeme  die  Coor- 
dinaten der  Erde  durch  A,  K,  Z  bezeichnet  werden,  so  ist  ganz 
eben  so : 

ThM  XXIX.  85 


;  Ceber  die  Besllmmung  der  Bahn  eine»  WellkOrpert 


'  hfi  ^  «» 


=  0. 


Bezeichnen  wir  jetzt  die  Entfernung  des  Weltklirpera  von  der 
Tde  durch  n,  und  die  180"  nicht  Qbcrsteisenden  Winkel,  welche 
e  von  der  Erde  nach  dem  Welllciirper  gezogene  GeBichlslini« 
It  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  einschliesst, 
inrch  fi,  (d,  ü;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
rdinalen  offenbar: 

a:  =  jr+pcoa6,    y=r+eco6oj,     irrZ+pcoflS. 

Beschreiben  irir   ober  um  die  Erde  als  Mittelpunlct  mit  der  LSn- 

neinheit   als  HnlbmcHser  eine  Kugelfläche,   und  bezeichnen  die 

ordinaten  der  Projection  des  Wellkörpers  auf  dieser  Kupelfläche, 

amiich  die  Coordinaten  des  Durchschnittüpunkts  der  von  der  Erde 

trh   dem   Weltkürper  gezogenen    Gesicblstinie   mit  der  in  Bede 

oveheoden  Kugellläclie,    in   einem   durch  die  Erde  als  Anfang  ge- 

le;:len ,    dem  primitiven   Systeme    parallelen    Coordinatensysteme 

durch  X,  i}>  };  so  tst  offenbar 

3)    .    .    .       r^cosd,    4  =  coaa>,    f=icosü( 

•Uo  nach  dem  Obigen: 

irob.!t  man  Tflcksichtllch  der  Coordinaten  r,  9.  f  zn  bMiw4ea  hat, 
dass  Dach  3): 

«) i-«+u»  +  i«=l. 

folglich 


«) 


'8i  +  '8i+'a  = 


r>  ■  '0+.^+.s+(i;+©'+(i)"=» 

Au  4)  folgt: 


tat.  ao  iat: 
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also; 

und  weil  oon  nach  1)  und  2) 

BP    dP  -*  V.Ä«   W* 

-8ii--*\gi-  f»^ » 

also,  wenn  man  die  in  diesen  Gleichungeo  vorkommenden  cwJBiten 
Oifferentialqaotienten  entwickelt: 

Wenn  man  diese  Gleichungen  paeb  der  Reihe  mit 

S}      Sn      Br     B}      St)       dr 
^^r^Si'  ^Ft-^Zi'   '^"^Si 

m  _ 

mnltiplicirt»  und  dann  zu  einander  addirt»  so  erhält  man  die  Giei- 
cliang: 

10)  .u,|-,|)^  +  »|-.|^+*|-4)S. 


H 
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°'")    -i'^ll- 

-%-uy<u^- 

St   !IH\     \ 

- 

+'®- 

IT'- 

=H(^-?> 

'%- 

4>^a 

-^ 

H-4>  ) 

*a 

—  P 

)<'^"l;.  1' 

Nach  4)  Ul: 

-p 

=-(^.- 

^)- 

-^.. 

r 

-s 

=''a- 

.^)- 

-U 

z 

Tu- 

-;t 

=^a- 

i) 

-iv. 

alsn  nach  9): 
als«,  nenn  wir 


12) 
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also,  wenD  man  differentiirt: 

Wenn  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

roultipllcirt»  und  dann  zu  einander  addirt,  so  erhält  man  die  Glei* 
chang: 

=  -  l(t>Z- j  F)  gj  +  (}X-  yZ)  1^  +  Cr  F-V^)  0 1 

oder: 

(^^  +  /?|)(t,Z-jF) 

+  (^^  +  ß|)(rF-a) 

+  C|r(Ff -Z^)  +  ,(Z^-Xf  )+,(:r^-F^^)» 
+  Kt,Z-,F)|+(jjr-yZ)|+OrF-t,Jr)|)^ 

=  _  t  („Z- j  F)  ^  +  (j  Jr-jrZ)  ^ + (y  F-v  JC)  ^ }. 
Nach  I.  4)  sind  die  Grossen 
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_3z     „er    „e.T     ^ez    ^sr    ^,bx 

*^Tt~^Ji'  ^~Br~-^df  ^  dt~  *  dt 

Cooatautflu,  welchfl  wir  durch  K,  K^,  K^  beieichnen.  und  dabvr 

I,.8Z      .ST_ 

en  wollen,    wodurch   die   obig«   Gleicliung    In    die    rolgeod« 
Tgelii : 

—  ■»  Wjji— Ij^)  +  J^OäjS  -  ijjl)  +  2('5jr -«Jii)- 
Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

16)..  P=»/,-lj;.  P.=ls-'a'  ^-  =  '»-'87 

Dod 

17) 
Bi)^     S)  Pv    „  _Bf  a^     *^  arS^     8i)8% 

«o  Ul: 

8f;_    8^      8^    80,  _  8^      8^   8P,  _  8«i)       8«i 
81  -  '5?  -'81«  '    81  —  'SP  -'äP'  "Sr  -  'SP  ~  'ä? 


8fl  -'^i- »gif -'S?' 


8«C7«     „  __8Jit       3»x 


oder: 


Alao  wird  di«  obige  Gleichung: 

I«^  AtX^^  MY^^^  ^X^^'\ 

-C(Ä>r  +  ÄiD  +  Ar,f) 

• 

^(Jr^+  F^'+z?^)~c(i&+Äti|+Ä.j)i 

f    y/r    ^^^     rrr     ^^^    Z(V     ^^«v 

gi~~*""  JCü+Füj+ZÜ, 


$.2. 

Die  GleichoDgen  der  Berflhreaden  der  ■cbeinbareo  Baba  Vm 
Punkte  (piff)  in  dem  Coordinatensysteme,  auf  welches  sich  die 
Coordinaten  t,  9<  ?  dieses  Punktes  beziehen,  sind,  wenn  M,Tf,  ^ 
die  verflnderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  in  diesem  Systeme 
bezeichnen,  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

"> ~^~  !?  ~"~i~*     ' 

dt  8t  m  . 

Durch  den  Mittelpankt  der  Spbftre  und  diese  ßerOhrende» 
also  auch  durch  den  Punkt  {txfi)»  lege  man  eine  Ebene»  deren 
Gleichung  die  allgemeine  Form 

haben  wird;   da  aber  diese  Ebene  durch  den  Punkt  Cr9|)  geht« 
00  Ist  auch 


rl;  Vtbtr  alt  BnUmmunf  ier  Balm  Unit  WeUkOrptrt 


t(I-r)  +  iI/(V-ilH  W(S-i)  =  0, 

od  daher,  weil  die  Ebene  durch  die  Berilbrende  in  deia  Puokto 
>I)  gebt,  iiaeb  18): 


4+ 4; +4= 

jB  den  beiden 

Gleichungen 

Lt+m+Ni=o. 

(iebt  aicti,  we 

nii  G  einen  gewissen  Fac 

'-  =  c4-'s) 

»=«o|! -,?!,, 

»  =  G-(r|-„|,: 

ao  dass  atoo  na<A  dem  Obigen 

difl  Gleichung  unaeret  Ebene  iat. 

Auf  diese  Ebene  errichte  man  jetit  im  Mittelpunitte  der 
Sphire  ein  Perpendikel,  und  bezeichne  die  180"  nicht  Qberatei- 
>  gendan  Winkel,  nelche  der  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  dar 
m  liegende  Theil  dieaea  Perpendikels  mit  den  poaitireD  Theilen 
der  drei  Coordinatenaieu  einscbliesat,  durch  o,  ß,  f,  so  sind  die 
Gleichangen  dieses  Perpendikels: 

_*_=     V    _    9 
cos  a       cosß       cos  y  * 

und  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  ist  folglich 

oj       Ott        df       0}        elf      Sx 

coa«     *~      cosß      ~"      coty     ' 
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aUoy  wenn  &  einen  geviissen  Factor  beieichnet: 


co8a=G'(9|-|gJ), 
co»|J  =  G'(|g^— jrg), 

CMy=G'(irgj-Vg^); 

folglich»  mit    Besiehung    der    oberen  und    unteren  Zeichen  auf 
einander: 

cos  0=1: 


V('||-^|)H4-lg)»+ö|-.|«' 


20)  .  <  cosß=± 


coey  =:±      r     Q^         !!l-  L         6     "~       Ji>        äT^* 


oder,  weil 


'^-4)'+4-»H>*+<^"l' 


=<»-+^+rt|(|)%©%(D-|-(^+,|*.|)'.: 


und  folglich  nach  5) ,.6),  7) 


<'|-'R''+4-'^>'+4-'5>' 


ist: 
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t  Jf     .^ 


'81 -"de 


>f(sy*m'^m' 


V- 

-"8?  +  'S?  +  'S) 

.1- 

--1 

r- 

8*r       d*n       dh 

'1- 

* 

-"(5 

y: 


Den  Pankt,  in  trelcban  von  dem  vorher  betraGhteten  Tbell« 
uiuwr«  Perpendikels,  welchem  die  Winkel  a,  ß,  y  entsprechen,  die 
Oberfllche  der  Sphäre  geschnitten  vrird,  wollen  wir  von  jetzt  an 
den  positiven  Pol  des  durch  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  and  die 
Berührende  der  scheinbaren  Bahn  in  dem  Punkte  (rtj})  derselben 
gelegten  grGssten  Kreises  der  SphSre  nennen.  Die  dritte  Coor- 
dinale  dieses  Pols  ist  offenbar  cos  y,  und  da  diese  Coordinat« 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nothwendig  positiv  ist,  so 
sieht  man,  dass  man  in  allen  ohigeu  Formeln  die  oberen  oder  nn- 
toren  Zeichen  nehmen  muss,  jesachdem  die  Grösse 


3«t        8r 


poaitiv  oder  negativ  Ist. 


OHt  dfti  geocetUrttchta  Beoöachluuget. 


Die  Gleichung  der  £bene  des  KreramuDgalireisfiB  der  «chein- 
bsren  Bahn  in  dem  Punkte  {i\r})  dersellien  ist  bekanntlich  nach 
den  Lebren  der  analytischen  Ueometrie,  nenn  injmer  X,  {),  5  di« 
verfinderlicben  oder  laufenden  Coordinaten  bezeichnen; 


/*  85,_8j   »-!,-„ 

Bezeichnen  »ir  die  ISO"  nicht  übersteigenden  Winltel.  welche 
die  von  dem  Mittelpuniite  der  Sphäre  nach  dem  Mittelpuniile  des 
in  Rede  stehenden  Krüramungsltreises,  welcher  natürlich  immer 
ein  Kreis  der  Sphäre  ist,  hin  gezojrcne  Gerade,  die  auf  der  Eiiene 
des  Krümmungskreises  senitrecht  steht,  mit  den  positiven  Thei- 
ien  der  drei  Coordinatenaxen  einschliesst,  durch  ei.^j,)', ;  so  sind 

—*—=-?'— =^— 
cosfti      cos|3,       coK  }■( 

die  Gleicbangen  der  in  Rede  stehenden  Geraden,  und.  auf  gans 
Shnliche  Art  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  findet  man  mit 
Beziehung  der  oberen  oder  unleren  Zeichcti  auf  einauder: 


5f  ■  3/*  ~~  dt  ■  5/" 


V  \FtSfl~St' SfiJ  ^\8l'Sf~Si' 5t* J  +  W S/«     diSflJ 


8t' St^      ^idl» 
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cos  j-,  = 

8f'8f»        g/'Sf . 

\  ^,Sf•ö(«~e/  Bi'J  ^ystSf    dt'dflj  ^\Si  et*    dt  dt*J 

•ro  IDBD  auch  lienierken  kaiiu,  dass 

Kdi   9*r     31)  3^.  e?   35.  • 


Die  dritte  Oonrilinate  des  Mitteipunkts  des  Krdininnngskretses 
hat  offenbar  gleiclies  Vorzeichen  mit  coaj',.  Liegt  nan  der  Mit- 
telpunkt des  KrüminnngBkreises  aur  der  positiven  Seile  der  Ebene 
der  xv,  und  ist  also  cos/,  positiv,  so  niuss  man  in  den  obigen 
Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenacbdem 
die  Grösse 

8r  3fi)_3o  3^ 
dt '  Bf^      Be  "3/3 

poritiv  oder  n^fttir  ist  Liegt  dagegen  der  Uittclpinikt  de« 
Krtminnngakreisea  sDf  der  negativen  iSaite  der  Ebene  der  rt),  and 
bt  also  coayi  negativ,  so  idubs  man  in  den  obigen  Formeln  die 
oberen  oder  die  unteren  Zeichen  nehmen,  jenacbdem  die  GrSsse 

St   3ht     dtf  8^       * 

n^atir  oder  positiv  ist. 

Beseicbnen  wir  den  scheinbaren  Halbmesser  des  Krflmmnngs- 
krelses,  welcher  offenbar  immer  ein  spitser  Winkel  tat,  durch  d, 

so  ist 

cos  li  ^  cos  9  cos  «1  -f-cosncosA-fcosScos/i, 

also  nach  3): 

cos  J  =  x  cos  er,  +  if  00s  ft  +|  cos  j^ , 

md  folglich  mit  derselbeD  Bestinunung  wegen  der  VoraeldioD 
«!•  Torber  nacb  34): 


X 
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25) 

oder : 

26) 

a?       8»?v?5f./^      ^x?!?./^      3r8«j 

*  4  r/3r  3^     §^3^\'    /85  8^     3?  8W    /8f8«r     aTä^A^* 
1  Wsfi^Si'di^J  ^KdiSfi^Ftdi^J  "'^W3?'"S/5?y 

Weil  nach  5) 

ist,  80  kann  mai^  den  Zähler  von  sin^^    auf  folgende  Art  an«- 
drücken : 

\dt'Wdt    dfij 

.  A  a^r    dt  85V 
^'  \8t  di*~ dt' dfl J 

^/8}   S^     dx  8*fV 

~^  \ßidF~rtdÄj 

~'  \dtdfl~8t'dflj 

~^\dt  de»~ Ft' dfij\ff  W^ ft'BfiJ 

~^\Ft'W~Tt'SfiJ\5i'WE'dÄj 

-  /ar  a»v   a«>  a*r\/aw  a»?   a?  a>>\ 


>  #.•  > 
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und  erhSlt  hieraos  zuerst  ohne  alle  ScfawierigLeit  für  dieBen  Zfib' 
ler  den  fotgenden  Ausdruck ; 

/8i   P,     St  ?A      „/-Si,   3=1     8i  8»i)'l„ 

"\.sfap-!iise)'''>\.si  '3^~si'Sf'J'^ 
/■fem)    85  B5-\      /Si  S't    St  s^\ 

,  ,y8i,  8=!     6,  ^\        /a»  Sä»     81,  8»c\, 
+  "Wr8(»~8C8lV~'Wl'8C      Si'BpJ'^' 
a  fernpr  den  Ausdruck  : 

,    8^x,   8>t)  .    82|8r         8r  ,   8t,.   8|^8»r„ 

'  "sp  +"» + 'SP'  si  ~  "81  +"«! +'ri'  8? ' 

,  8'J      B'i,  .   e"!*      ,  8j  .   Si,      8j  3^., 
b  nach  6)  den  Ausdruck  : 

Cfsp+V+'S!"'  IW  ^\siJ   '\siJ  ' 

uud  daher  nach  7}  endlich  den  Tnlgenden  sehr  einfachen  Ausdrucii: 

Also  Ut: 

27) 


i©'^@'^©r 


\SiiP  ~di  'S?)  *\ii  SP~siWJ  +Ur5?~S'Sis/ 

folirllch  nach  SS): 

28) 
tang^  = 

i(i)^@^@r 

*/8»8^    a  e«»\    ys,  81*    Sl  8S\    yST  8«i,    85  B^v 
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29) 

1V0  immer  dieselbe  Bestimmnog  wegen  des  Voraeiehens  glli  wie 
vorher. 

Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man: 

_     ar  8«r,  Sv  .  Öj,      ,3Vj/^«)Y  .  AY« 

+ 8/ •  a/ä  ^äf +''57  ^    '  aiä  ?  Uy  +  W  * 

und  folglich,  wenn  man 

coSi^i  =  cosacostti  -|-co8/}co8/}i  -|- cos/cos/^ 

seilt,  wo  die  fiedeutang  von  Ji  aus  dem  Obigen  leicht  von  selbst 
erbeilen  wird,  oach  21)  and  24): 

30) 


K^'^^WW  ■H.Sf'fi**"»P?/  +U*5»"»*S*>^ 
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wo  eine  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  nicht  weiter  gege- 
ben werden  soll,  iudem  wir  hier  nur  die  aus  der  V'ergleichuug  der 
Formeln  27)  und  30)  sich  unmittelbar  ergebvnde  Gleichung 

31) 8in^  =  co8^,» 

ableitaa  wollten. 


Nach  26)  ist : 

=  ±i©^©'  +  (l!)Veo... 
tt(l«r  nach  29: 

-    =±i(l)'+©'+(l)V"-. 

wo  wegen  der  Vorzeichen  die  folgenden  Bestimm angen  gelten: 

Wenn  der  Mittelpunkt  <1es  Krümmurigskreises  auf  der  pnsili' 
Ten  Seite  der  Ebene  der  m  lie.E;t,  so  mus«  man  das  obere  oder 
untere  Voneichen  nehmen,  jenacbdem  die  Grösse 

Be'S(^~ei'  in' 
positiv  oder  negativ  ist;  wenn  dagegen  der  Mittelpunkt  des  KrOm- 
mungskreises  auf  der  negativen  Seite  der  Ebene  der  pf  liegt,  so 
muss  laao  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  nefanieD ,  jenacbdem 
die  Grösse 

»je  8ht     B^  8*f 

H'.df     3/ 'S? 
negativ  oder  positiv  ist 
Nun  ist  aber  nach  11) 

\  J.(E    *\fj^  >J 


aus  drei  te»eeian$ekm  Beetaektmigen'i  38S- 

also  nach  4): 


Folglich  ist  nach   dem  Obigen,  mit   derselben  Bestimmung 
wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher: 


±« 


s(l)'+©'+®V-- 


Fuhrt  man  jetzt  in  diese  Gleichung  fSr 

8|      89       3jr      8j       8i)      ftr 

•^si"^s?'   ^5?"^äi'  ^äiT""^ 

ihre  aus  den  Gleichungen  21)  sich  ergebenden  Ausdrficke  ein,  so 
ergiebt  sich  Folgendes: 


Wenn  die  Grösse 


<         * 


8i|       ftf 


positiv  ist,  so  ist 

=  A:«(^^  — -J(2rcosa+  Fcos/J  +  Zcosy), 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  des\Votzeicheav^  wie  mdUr. 
Wenn  die  Grösse 


negativ  Ist,  so  ist 

TheU 


I  <  9 


9Ml  9run€rt:  iMmt  äk  Mtmmwmm  ämr  JM»  ^ttmWBUirß0r9 


mit  Aemelbeii  BesfioMning  wegeo  4*«  VoneletoMi  wh  ▼•ifcOT. 

BesMchatn  wir  die  scbtf obare  EotfemoDg  des  fioeittven  Pob 
des  durch  den  Mittetpankt  der  Sphire  «dd  dte  Berittrende  der 
eehebbaren  Bahn  in  dem  Punkte  (pff)  derselben  gelegten  grSssp 
tea  Kreist  der ,  9Rhlre  ton  der  Sonne  dnrch  JD,  m  Ist,  well 
oleabar  — -X,  —  F,  — Z  die  Coordiaaten  der  9onne  in  Besag 
apf  die  Erde  alsAiJhBg  sind,  wie  segleiab  «rhellet} 

X  IT  Z 

cos />==•— 2®^^*^ — '^^osß'^j^eoBf, 

«Iso  * 

Xaesa-f  Feos^-l-Zcosya^JtmiA 

was,  in  die  obigen  Gleicbangen  eingeflibrt,  an  dem  fe^genden 
Resvitats  führt: 


Wenn  die  OrSase 


89      8r 


positiv  ist»  so  ist 

.t©'+(l)'+(D'i='*'*(«.-i)«-.^"">- 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorseichens  wie  vorher. 

•■ 

Wenn  die  GrOsse 


89      8r 


negativ  ist,  so  ist 


mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Voraeieb6BS  wto  verfeer. 

Bezeichnen  wir  die  Geschwindigkeit  des  Weltkdrpers  in  sei- 
ner scheinbaren  Bahn  in  dem  Punkte  (pif)  derselben  durch  V, 
so  ist  bdmnntlich : 
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»•=©*+(i)'+®*- 


was  .zu  dem  folgenden  Resultate  ftihrt: 
W^n  die  GrOsse 

posUiT  ist,  so  ist 

«V«  =  T  ««ß(^,->p,)«ang^cos/>. 

mit  derselben  Bestimmang  wegen  des  Vorseichens  wie  vorher. 
Wenn  die  GrSsse 

negativ  Ist,  Ho  ist 

^»«=  dtA*i2(^,-^)taDg^cosA 

mit  derselben  BestimmuDg  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 

Eine  weitere  an  sich  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit  unter- 
liegende Discussion  der  Regeln  wegeb  des  Vorzeicheos  führt  nnn 
aber  zn  dem  folgenden  Resultate): 

Es  Ist  allg^iielh 

32)  .    *.    .    ^»«=dk**Ä(gJ-^)tafli2/ciisZI, 

nod  wegen  des  Vorzeichens  hat   man   sich  an  die  folgenden  Rli^ 

geln  zu  halten. 

• 

Wenn  der  Mittelpunkt  des  Krfimmungskrelsfe^  anf  der  positi- 
ven Seite  der  Ebene  der  jrn  liegt ,  so  mass  man  das  obere  oder 
untere  Zeichen  nehmen  9  jeoachdero  die  Grossen 

ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 

Wmtni  dsf  Mlttei^iikt  de«  KrÜmmiiogskreises  Mf  der  eega- 
tWen  Seile  der  Bheiie  der  pf  liegte  so  muss  nisn  dm  obere  oder 
unter«  Zeichen  nehmen,  jenachdem  die  Grteeen 
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'»~»8«     '"''s«- 5? -5? ''S? 


I         « 


gleiche  oder  ungleiche  Vonelcbe«  .babeik 

BeBeichoen  wir  die  scheinbare  Entfernong  des  WelllMpers 
▼on  4dr  Sonne  durch  ID»  so  Ist 

f*  =  Ä* — SÄ^cos  J) -f  ^«^ 

nnd  die  Gleichung  32)  wird  also: 


• .      I 


_      iPlttapg;i^€osi).i  1  1    •  I 


oder 


■ '  I  • 


[l-2jco.ll>+(g^]l 

Setsen  wir  aher 

■ . 
33)    .....     .     ^sseoslP+tfsinD 

und  der  Kürze  wegen 

^  _  A^taogiicosZ) 

'^^ ^  —  Dafia         » 

60  wird  die  vorstehende  Gleichung»  wie  man  leicht  findet: 

also: 

0.-X                       ^              .   «.«/1  -1-  cosXI^+ttsinD. 
'^^     •     •    •    (Tfi?)»'^®*"      ^^  C'' ^' 

oder: 

1  8111 JD' 


§.  5. 

Wir  wollen  nun  zeigen»  wie  man  sich  der  im  Vorhergehenden 
entwickelten  Formeln  zur  Bestimmung  der  wahren  Bahn  des  Welt- 
korpers  bedienen  kann. 


Wenn  mau  sich  im  Besitz  «i »er  süsseren  Anzahl  durch  kieiim 
Zeitintervatle  von  einander  getrennter  Beobachtungen  des  Wett- 
kürpers  belindet,  so  kann  man  immnr  mittelst  der  liekannten  In 
terpolationsnielboden,  über  die  natürlich  hier  nichts  weiter  zu  sagen 
ist,  die  scheinbaren  Cuordinalen 


im  Allgemeinen  als  Functionen  der  Zeit  l  darstellen,  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit,  je  grüsser  die  Anzahl  der  dabei  benutzten 
Beobachtungen  ist,  uinl  je  genauer  dieselben  sind.  Das  Conrdi- 
natensystem  ist  hierbei  ^aiiz  willkübrlicb,  und  es  ist  ganz  gleich- 
gOltig,  welche  der  drei  Fundanientalebenen ,  die  man  bekanntlich 
in  der  Ast^iiomie  benutzt,  den  Beobachtungen  zu  Grunde  gelegt 
wird.  Denn  sind  überhaupt  L,  B  die  durch  die  Beobachtungen 
bestimmten  polaren  Coordinatei^  so  ist  allgemein: 

r  =  cos  6  ^  cos  L  cos  B, 

tf  =:  cus  m  =  sin  L  cos  B, 

f  =  C09Ö  =  BinB. 

Hat  man  aber  auf  diete  Weise  r,  n,  }  durch  allgemeine  For- 
meln als  Functionen  der  Zeit  l  dargestellt,  so  kann  man  durch 
deren  Differentiation  auch  allgemeine  Ausdrücke  der  Differential- 
qnotienten  der  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  t  erhalten, 
trobei  man  nur  bis  zu  den  dritten  Uifferentialquotieiilen  zu  gehen 
nötbig  hat. 

Ist  man  nun  über  auf  dem  Wege  der  Interpolation  in 
diesen  allgemeinen  Ausdrücken  der  scheinbaren  Coordinaten 
und  ihrer  Differenliali|uotienten  bis  r.u  den  dritten  als  Functionen 
der  Zeit  gelangt,  so  kann  man  mittelst  derselben  diese  schein- 
baren Coordinaten  und  ihre  Differentialiguotienten  für  jede  beliebige 
Zeit  t  berechnen,  irozu  man  übrigens,  wie  aus  der  Natur  dieser 
Interpulations  -  Rechnungen  von  selbst  hervorgeht,  am  besten  die 
möglichst  in  der  Mitte  zwischen  den  Zelten  der  benutzten  Beob- 
achtungen liegenden  Zelten  tvlihlt,  und  findet  dann  durch  Aulli!' 
sung  der  drei  linearen  Gleichungen  13),  in  denen  X,  F,  Z  die 
derselben  Zeit  entsprechenden,  natütlicb  als  bekannt  zu  betrach- 
tenden  Coordinaten  der  Erde  bezeichnen,  die  drei  Grössen  A,B,C. 
Da  sich  nun  voraussetzen  las.sl,  dnss  man  l'ür  die  Erde  die  drei 
in  15)  durch  K,  Ky,  K^  bciteichneten  Constanten  kuimt'),  ao  kann 

*)  Diu  Eur  Berccimoiig;  ilirarr  CunatHnten  erfurdotÜrhon  Formeln 
«ind  In  I.  10*)  und  1.  i'i)  gcf^sben,  wo  ilieie  CoDslsiileii  fiir  jeden  betie- 
bigen  W«llkürper  durch  C.  Ci,  C,  bcieiclmel  worden   tiiid. 


mm  jj^HMf.«  ^  f^nm*  17)  ¥^  dw  4n  Mit  ntnmfmäm 

Wardi  des  Difbrenfl)Ji|Qotientoii  ^  beree|in6D. 


Well  BOB 

k  oacfc  IS) 

■   ^«=4? 

Mtifotlit 

« 

mA  Mgtleh, 

weil  ferner  nach  13) 

• 

9=<»-')» 

Ist,  wMn  IBM  iBgWafc 

^=1-, 

Mtltt 

■ 

^+45««*-^. 

*9? 

• 

87)    .    . 

.    .    .    5=Ä-^(J«  +  9^. 

mtttebt  welcher  Fermel   die  EntferanDg  r  des  WeltkSrpers  von 
der  Sonne  zur  Zeit  t  berechnet  werden  kann. 


Ferner  Ist  nach  19): 

3«  ......  .  c%«**(^-:gi)- 

piittelst  wekber  Formel  nun  anch  die  curtirte  Entfem.wg  q  des 
WelftQrpers   vop   der  Erde   aar  Zeit  t  gefundeu  werde«   bann- 

Führt  man  in  diese  Formel  den  Werth  Ton  -j  aus  37)   ein ,    so 
erhUt  man;  ^ 

89)    ...    .     C^=:l?-i(i<*+2|^-El» 

mtttebt  welcher  Formel  q  unabhSngig  Ton  r  gefunden  wird* 

Beaelchnet  endlich  M  die  wirkliche  Entfernung  des  Weltkds- 
pers  Ten  der  Erde  sur  Zelt  t,  so  Ist  offenbar: 

40)    ......    .    ]|s=fsecB« 


«art  drei  ^iocefUrUeäem  ß99b4mknm§m»  ^  JH. 

wo  fi  mitteUl  der  aus  dem  Obigeo  belcamiften  Formel  sinBssf 
gefunden  wird»  wenn  diese  GrOsse  nicht  schon  bekannt  sein  sollte. 
Auch  ist  offenbar: 

—  _£_  — 


41)    .    .     .    lt  = 


Vi-j*     V(i-iKi+f)' 

mittelst  welcher  Formel  X  aus  7  und  q  leicht  gefunden  werden  kann. 

Die  weitere  Berechnung  der  Elemente  der  Bahn  braucht  nach 
den  im  zweiten  Kapitel  gegebenen  ausAfarliehen  Entwickelungen 
natflriich  hier  nicht  weiter  erifiutert  su  werden. 


§.  6. 

Wenn  nur  drei  durch  nicht  grosse  Zwischenzeiten  von  ein- 
ander getrennte  Beobachtungen  gegeben  sind»  so  kann  man  n&he* 
rungsweise  den,  durch  die  des  drei  Beobachtungen  entsprechenden 
Projectiooen  des  WeltkSrpers  auf  der  Sphäre  bestimmten  Kreis 
der  SphSre  als  den  Krfimmungskreis  der  scheinbaren  Bahn  tii  dei^ 
mittleren  der  drei  in  Rede  steb^den  Projectionen  betrachtetit 
wefches  die  Grundansicht  ist,  auf  der  die  ganze  folgende  Uelhode 
der  Bestimmung  der  wahren  Bahn  beruhet 

• 

Wir  wollen  die  den  drei  Beobachtungen  entsprechenden 
scheinbaren  Coordisaten  des  Weltkurpeis  durch 

bezeichnen.     Shid  die  durch  die  Beobachtuilgen  bestimmten  po- 
laren Coordinaten  des  WeltkSrpers 

Bo  bt: 

i  %  =cosX  cosA,   9  =sin£  cobB,   |  =siniB; 

42)  .   (  jC|=:cosJ>|Cos^i,  9i  =sinL|00s£|9  7i=:sinAi; 

l  jCa  =  cosI«sCOs£f,  t^:^8ittIi^eesJ3^,  f^^sini^. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Crleiehung  der  dsfch  dl«  drei  Punkte 
(Pf})»  ifiVih)»  iWh}^  bestimmten  Ebene  des  Krfimmnngskrelses 
der  scheinbaren  Bahn  In  dieiii  Punkte  (Ki9ifi)  deivetben  durch 

so  Ut: 


MI  ffrmmeri:  IMtt  älm  BiUimmmn§  äer  M9km  ««M»  WMUrpßrs 

t*  • 


Ajcb  +  B9,  +  Q,  +  E=0; 
woraus  «ich  leicht  ergiebt,  da«*  Immer  • 

Ca— Or%— wk)— Ori%— i>iii)-(JWf=-iwr),      '     ■ 

gMetst  werden  kann,  wobei  man  aaeh  noch  an  bemerken  hat,  das* 

E  =  -(Ajr  +Bi>  +Cj) 
•••=.-(Ajr»  +  BiH+Ch)    ■■  -.   -'■"•    ';•     ' 


' .  #■      j  • 


ist,  9Q  das»  ako  B  immi^r  aof  A,  B,  C  leicht  gefiiadeB.4ver4ea 
iamn;  und.  fillirt  mao  oan  in  dieae  AuadrQeko  fi|r  die  achohifaiaieo 
Coofdinaten  ihre  aus  42)  bekannten  Ausdrflcice  durch  cUe  beobacV* 
teten  polaren  Coordinäten  ein,  so  erhUt  maii  nach  leichtfr.R^cb- 
nnng  die  foigendeo  Formeln: 

A  =  — 26inX  cosfi  »\nl(Bi^B^)coB\(Bi+B.J 

—  2ain  Li  cos  Bi  sin  i  (B^^-B)  cos  i (jB^  +  B) 
-^2BinL^cosB^sini(B  —  Bi)co8i(B  +  Bi), 

B  n=      2cos £  cos iB  sin i (B^—B^ cos i(i&i  +  B^ 
+  2codLico8Bi8inl(B^'^B)coiii(B^i^B) 
+  2coBL2i:oaB^8inl(B'^Bi)co8i(B+Bi), 

C=  siii(L  — iii)coa£^  cosfi| 
+  8in(jLx — L^  cQsBi  cos  B^ 
+  sin(I^— Xf)  cos  i^cos  J?» 

E  =  —  sin  (Zf|— La)  sin  B  cos  Bi  cos  B^ 

—  sin  (£2  "~  ^)  cos  jB  sin  fi|  cos  B^ 
— sin  (L — Li)  cos  B  cos  Bi  sin  J?«.  ^ 


Beieichtieti  wir  die  CileiehaflgeD  der  voo  dem  BKltelpiiokte  der 
S(iii&re  auf  die  Ebene  dea  Krfimmaogskids^  senkrecht  geüogenae 
Geraden  durch 


-  »•;- 


•  •  j«  > 


COS  A       cos  fA       cos  V 
SO  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen.  Geometrie : 

A    _  _B_         C  . 

cos  k       cos  fi       cos  V 

woraus  man  mit  Hülfe  del*  bekannten  Gleichung^^ 

* 

C0Si*  +  C08ft*-|-  COSV'  =:  1 

•ogleich  die  folgeqden  Formeln  erhält: 

_      A   . 

cos  A_  ±  ?V'"a«  +  B»+C«  • 


in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  aufeinander  bezlebien. 
Setzt  man 

45)  cos  k  =  cos  6 cos  i2^  cosfi  :±=  sin  6cos  Sl,  cos  v  =  sin  i$2; 

so  ist:  ♦  j 

^       cosu    tangi$2      cosv     tang52       cos  V 
^  cos  A     cos  9        cos  iL      sin  9        cos  fA  *   ' 

und  zur  Berechnung  von  ß  und  i2  hat  man   also  nach  44)  die 

folgendfen  Formeln:  ;  >      .«. 

-       •  -      •  ■•.,,'...-? 

B  C  C 

46)  .    .    tang6  =  -r  >  tang<$2= -^  cos  6  =  »sin6*). 

Jak,  '  A.  O     t  -"^ 


t  / 


*)  Et  genügt  hierbei,  für  S  den  einen  iwitchen'O  und  180^  lie- 
genden Werdt  dieee«  'Wiokele  in  titseii  ^  welcher  der  ertteii  GleichM^ 
in  46)  goiugt,  und  dann  für  j?  die  iwei  iwitoheo  0  und  360^  liegenden 
Werthe  dieeet  Winkelt,  welche  den  sirei  lilMUd  GHeichnngen  ia4i)  ge- 
nügen. Beselchpet  altö  6  den  einen  in  Hede  ttehenden  W4rlh  Toua  0 
und  Si  die  beiden  in  Rede  ttebenden  Werthe  ▼on  P»  fo  itt.eigeiill^l^S):. 

cotX  =  cot49cotA,  eot^sstindieetl^^  cbei^afrainA     i   .«(<./ 


^rmmeri:  WiiiiF  äl§  Bmtlmmmm^ltt  §9llm  ftm^^WMUknn 


MBpphrabw  nrab  V|f  1^^  819  ••  Md  ms  mi 
di«  GieichoDgeo: 


JL.«JKl 

MW  desMi  «ich  «abr  Mcbt  die  folgaadea  Fimneb  ergeben 

- Ecoei 

**"•      AcoeA'l-Bcoeii'l-Ceoeif' 

-•.  J  ^  Ecoeyt 

47)    .    •    .    <  »1=  -AeoeX+Beeiii+Öeoei^' 

^  _      ■ Eceey , 

eder,  wie  au»  leicht  indet: 

•     AR 

j|7*\  1    ^  BE 


^  _  CE 

^»  -  "■  i?+B*+C^ 

Aus  dem  Vorzeiehen  von  9^  ergiebt  sich  anmittelbar,  ob  der 
Mittelpunkt  des  KrOmmungskreises  auf  der  positiven  oder  auf  der 
negativen  Seite  der  Ebene  der  jrt^  liegt 

Beseicbnet»  wie  frfiher  d^  jetzt  Jx  den  scbeinbarea  Halb- 
messer des  Krfimmungskreises»  so  ist,  wenn  man  in  den  folgenden 
Formeln  das  Zeichen  immer  so  nimmt»  dass  cobJi  positiv  wird: 

48)    •    •    .    coSi^i  =^iCOsX-|-t^iCOSfft'|-||COsy 
oder: 
48)    eot4| «% coelcosXii cos^i  -f  cea fisin  Lg  cosJ^ -f  eoeysiDjBi. 

Doffcb  dea  Mittelpunkt  der  SphSre»  den  Punkt  (Ti^ih)  «»^ 
des  durch  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  gehende  Perpendikri  «of 
der  Ebene  des  Krftaunongskreises»  dessen  Glelchonge»  nach  den 
Yerhergebeadea  bekantiieh 


tm»  är0i  §eo€mur4ickm  Mmf^0Mm§m^      .       >  flW 


=  JL=_i 


•) 


COS  k       cos  f*      cos  V 
sind,  lege  iqi^  eine  filbepe,  d^n^n  Gieiehopg 

sein  mag;  so  ist: 

AiXi+Bi9i+Cih=0, 

Ai  cosil-f  B|  cosf*-f  Ci  Qonv  i=  0; 

woraus  sich  leicht  ergiebt,  dass 

•  (  Ai  =9j  cosir— ficosf*, 

50)    .....   j  BiSh^of^^— Xicosir, 

^   CiSSjTiCOSf*  — 9iC0Sil 

gesetzt  werden  kann. 

Die  Gleichung  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  vttd 
den  Punkt  (j^it^'h)  gehenden,  auf  der  ▼orhergehendon  Elleiie  senlh* 
recht  fteheiMlcip  £hem  WS. 

so  ist: 

Aiil+Bi»  +  Ci«=0; 
woraus  sich  leicht  ergebt,  d^iss 

folglich  nach  50) : 

Ä=friH9iHh*)cosA— XiOfi  cosX +9|C0f  |i  +  ficosv), 

»  =  frlH9lHh*)C0IWft-^ifttOOSA+1^COe|l+JiCOSV), 

<= friHthHh*)cos  V- hfe  cosi  +  %  cosf»  +  h  cos  v); 
also,  weil  Mw^Al^fb 


.} 


^*)  Welche  Zeichen  in  deo  Formebi  f&r  cosA,  cotf»,  cos  ¥  geaofli 
wefiesy  iel  hfeiM  nndl  fan  Fslgeadf»  gaas  gMehgilllg» 


tfÜ  Sruutrt:  Ot$tr  äh  taUmmUHf  ätr  Bakm  wttt»  WelMrpen 
ht: 

1il==C0«  l  — TiCTi  CO«  il-t- 9|  C08fl-t-||  CMir), 
]93co0  f*  —  ^V(r|  cosX  -f  9|  cos  fft-f  h  c<Mi^)» 
<s=eMv— f|(riCo«il-f«iCosfi-f  faeofli^); 
wo,  wie  nan  leicht  mittebt  42)  und  45)  findet : 

83) ricoail-f  9iCoef*-f  h^O*^ 

s=siDJB|  sinA-f  coe(£f| -^9)coelf|C08  A 

ist;  folglicb  »qch: 

64) 

■ 

il=coe9coe  A— coeüfi  coeUTi  [buiBi  ein  A-f-co0(l^— 9)  eoeB^  coeA)» 

KssinacoeA— sinl^coeJBi  {ein^i  ein  A-|-coe(£|— 6)epe/7iCoeAU 

«•«  jdn  Ai^fliB^  irfBÜ^  «in  a^po»(l^  —  €!)«m  ^^i^wi^t  - 

welche  Fonneh  man  noch  auf  yerschiefleöe  Arten  'tiiüieloririi^eii 
konnte.         '  ^ 

Die  Gleichongen  des  aaf  die  vorhergehende  Ebene  In  4eni 
Mittelpunkte  der  Sphäre  errichteten  Perpendikels  seien 

cos  X'       cos  fi'       cos  v' ' 

so  ist  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher,  mit  Beziehung  der  oberen 
und  unteren  Zeichen  auf  einander:  • 

cos  A'  =  4-     ,' f 


55) <  cosft'=  J: 


cosv'  =± 


g 

oder: 

66)  .    .    tange'  =  ^,  tangÄ' =  | cos 6' =  | sin Ö' 
und 

57)  cosil'=:cos9'cos  A\cosf*'=sin6'  cos A', cos v' sein  A'. 


ans  drei  feocentriteäem  Be^äackiumf^n.  .<  jJHS' 

För  den  auf  der  positiven  Seite  der  Ebene  der  T9  liegeo4eft 
Theil  des  so  eben  betrachteten  Perpendikels  ist  cosv'  offenbar 
positiv«  und  sollen  also  die /Winkel  i'^/i'»  v' sich  auf  diesen  Theil 
unsers  Perpendikels  beziehen,  so  mvss  nian  in  den  Formeln  55) 
die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  ,  jenacbdem  die  .Grosse 
i  positiv  oder  negativ  ist.  Dies  vorausgesetzt,  ist  nun,  wenn  Z>| 
jetzt  för  die  zweite  Beobachtung  ganz  dasselbe  b(edeiktet  vrie  D 
in  $.4.,  und  A|,  F|,  Z,  und  R^  die  Cbordinaten  der  Erde  fedr  Zi^ft 
der  zweiten  Beobachtung  fSr  die  Sonne  als  Anfang  und  ihre  Ent- 
fernung von  der  Sonne  för  dieselbe  Zeit  bezeichnen: 

ftftv  ^^.j>  _      ^1  cog  ^'  +  Yi  cQgfi'  +  Z|  cos  v' 

Oo)     .      .      COS  I/j  =  —  — '■ p  t 


I      "1 


mittelst  welcher  Formel  Z>|  gefunden  werden  bann  >  indem  4ie 
Grossen  Xi^  F| ,  Zj  und  Ri  natürlich  als  bekannt  Toraim»« 
setzen  sind. 

Durch  Interpolation  wird  man  nun  aus  den  drei  BeobacMiin- 
gen  leicht  allgemeine  Ausdrücke  der  scheinbaren  Coordinaten 
durch  die  Zeit,  und  daraus  dann  die  Werthe  der  .  Diffecential- 
quotienten  .        •  ..i'i 

??i      8i^i     ^      „n,1       ^1     ^    ^t 
3//   Sil  •  d$i      ""''      Sil*'  3/i«'  a/,« 

berechnen  können.  Dann  kann  man  aber  auch  die  Geschwindigkeit 
berechnen  und  die  Vorzeichen  der  Grössen 


■  s< 

.  <7 


bestimmen. 

Bezeichnen  wir  endlich  die  scheinbare  Entfemoqg  des  Welt^ 
kSrpers  von  der  Sonne  zur  Zeit  der  zweiten  Beobachtang  durch 
©1,  so  ist  *  * 

DU)      ....      COS  JIP|  =  — g^ f 

I 


•         .' 


und  wir  haben  also  jetzt  alle  Data,  welche  erforderlich  sind,  um 
für  die  zweite  Beobachtung  die  Gleichungen  * 


.  '  ;■» 


—        it^tangi^iCosDt 


Bruutrt:  Oittr  alt  fMMNMMV  Ar  JWhi  ttHmWtUMiftn 


<tÄ9  *  ^*<<^<  "f  («*  »»l  +«l  •»•»!)  J 


(V    AiM  dar:  lafttten  GMchnng»  in  dk»  paA  «ock  auf  ikailialba  Im 
frfin  ta  IL  fi.  IL  aiaa  neae  arfttoiat  der  Fonad 


•  •  1 ., 


1 

la  beatinneade »  awiaehea  0  «ad  1  limeada  ullbakaaata  Chrtaae 
«1  alaflibren  kSnnte,  waa  wir»  ala  Iceinar  Seliwierigiceit  naterile- 
giad  aad  aaa  IL  {.  U.  bakaaal,  Uar  niab«  walter  ariftatata  wMm^ 
ifi#  aad  dahn  ^  aad  ri  adttalat  dar  Fanairias 


I  ^  SS  |t|  (coa  Dl  •^tl|  aio  Dl), 

«0  •  •  •  •   I 


n  «  V  «i'-^^aoaPt +«^V. 


-     Wla  fliaa  btertaa  #6itär  di«  KfaaMita  fadat,  iat  kakiaatf  iMfd 
hraadit  aleht  aoeh  alniaal  tob  Naaan  erliatart  aa  wardwij 


Anhang. 

Mittelst  einiger  Rechonng  und  Zeichoong  kann  man  l>eor- 
thailen»  ob  lur  Zeit  dar  iweited  Beobachtaag  dia  Entfernung  dea 
Weltkörpera  von  der  Sonne  grösser  oder  kleiner  war  ala  die  Ent- 
fernung der  Erde  von  der  Sonne  3 

Zu  dem  Bade  Aehma  icb  an ,  dass  man  aus  den  gegebenen 
aebeinbaren  Caardiaatea 

d««  WekkSrpers  di«  GrSaMH  A,  B,  C  mittelst  d«r  FonMin 

A  =  — i»(h -f«)— Vi(Ji-l)— 9«(l— Ji). 
B=a      Kh-I«)+nÖi-f)+>f»Ö*-fi). 


am  drei  pjodimtriteäm  B€9^aekiuw0m.       ^  flÜ 

berechnet  bib^  wa#  eÜMt  Schwierigkeit  nkM  mrterliegt. 
Nach  111.  47*)  ist 

_      __CE__ 

dod  9]  let  «bo  poaHW  «det  negativ^  d.  h.:  dbMr  Mlttelpaeftt  dee 
KrBnunuttgakreieM  liegt  auf  der  poeitSven  eder  negathreo  Seile 
der  Ebene  der  irt^,  jeaaebden  die  Grilaeea  C  mid  E  «agi^icfce  odket 
gieiehe  Voraelcben  liabeti. 

Nimmt  man  non  in  dmn  Formeln  AA)  die  oberen  Voraeichen« 
was  beluwntiich  verstattet  bt*)»  so  ist  nach  52)»  wie  man  feiert 
findet : 

Va«+b«+c« 

C^(Ay,-fBi>i-f<^i)h. 
also  nach  dem  Obigen: 

Va«+b*+c«         Va*4B«+C«*        Va«+b«+c5«' 

und  C  iat  also  posHir  odet  negativ,  Jena  Adam  G  -fEh  pa>iliw 
oder  negativ  iat 

.     Nach  65)  and  58)  bt 

also  nach  dem  Torhergebendeb : 

AX  4^  B  F,  +  CZ,  4^E(^.y.  4  Ft»,  4Z.fc) 
ÄiV(A«+p«+C«)(JI«+3IP+««) 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  C» 
d.  h.  nach  dem  Obtgen  C-I-Et^»  poeilir  ote  aegathr  iat  Folgiicb 
hat  cos  Dl  mit  der  GrOeee 


cos 


•)!!.•«  die  Nele  aal  d^Mft. 


400  erunert:  l'fitr  die  Btitfmtmmt  äff  Bahn  efnn  WtUkOrptn 

ungleiches  niler  itIpIcIi«»  Vnrzeicheo ,  jenacbdcm  C  -f  ^h  !>■■>>(" 
oder  negativ  ist.  ^^h 

Mit  Hülfe  der  scheinbar  eh  Coordinsten  ^^H 

oder  b«sfieT  mit  HQire  der  mehr  ala  bloss  drei  Beobachtung«! 
entsprechen  de»  gleichnamigen  scheinbaren  Coordinalen,  kann  m« 
DU»  leicht  eine  Zeichauog  der  Projectioo^  der  scheinbareo  Babi 
auf  der  Ebene  der  p;  eiilneri'en.  Verbindet  man  dann  die  Eoil 
punkte  der  Coordirjaten  n  und  i;,  mit  einander  durch  eine  Geradi 
und  lieht  durch  den  l'unkt  (jr,!)])  eine  Berfihrende  an  die  in  Redi 
»tehende  Projeclion  der  scheinbaren  Bahn;  so  kennt  man  in  dei 
trigonometrischen  Tangenten  der  180"  nicht  übersteigenden  Win 
kel,  tvelche  die  auT  der  posiliveo  Seite  der  Axe  der  f  liegendei 
Tfaeile  dieser  beiden  Geraden  mit  dem  positiven  Tfaeile  der  Ast 
der  r  eiiischlieK«'en ,  die  Quotienten 


""^  t- 

und  n-ird  nun  auch  leicht  aus 

der  Zeichnung  die 

Vorzeich 

Differenlialquiitienten 

»G) 

-f) 

Sf, 

erkennen  und  entnehmen  künr 

en.     E.  ist  iber 

<l) 

8»,         8f, 

8«.     - 

«■' 

Hill 

81,    -       ai, 

1  l;&-t 
^     (!)■ 

_!,  , 

woraus  man  sieht,   dass  die  Grössen 

mpective  mit  den  Differential quotienlen 

m ...  <!) 


_j__    „„j    _g^_,       "»"-JHW" 


jederzeit  glelobc  VtnrBelGhett  haben^  «ild  datfR  mkam  toch  die  Vor- 
zeichen der  beiden  in  Rede  stehenden  Grossen  immer  leicht  aus 
der  entworfenen  Zeichnung  erkannt  werden  können. 

Man  hat  daher  offenbar  j^tzt  alle  Data,  welche  nach  III.  er- 
forderlich aindvt^  zti'eÄt^ch^^DyWeteh'ei  Z^it^bnfn^er  Gleichung 


t'fi'i 


jg-j  —  — bJI  tang  Ji  cos  A, 

in  welcher  tang^i  jederzeit  positiv  ist^  genoonn^  wenden  fujofißp 
und  auch  ein  Kriterium  zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  von  Di, 
so  dass  <>ich  also  »üdl  Immer  wird  ^1i#ilifimen  lassen ,  ob  Vi 
grösser  oder  kleiner  kl#  Mi,  d.  h.  ob  kif'>eeit  der  zweiten  Beob- 
achtung die  Entfernung  des  Weltkorpem  von  der  Sonne  grösser 
oder  kleiner  als  die  fintfernuiigj  der  Erd^  von  der  Son^j^  Mf»  »i- 

Hieraus,  in  Verbindung  mit   III.,  ergiebt  sich  der  folgende 
merkwärdige  Satz: 

'S         *       I 

(!)    .    .    C  und  E  haben  ungleiche  Vorzeichen. 
Wenn  die  Grossen 

gleiche  Vorzeichen  haben,  so  uM  '  .<:..•  f;.!  W*  i}i'*iHi:ti:iv*\ 
jenachdem  die  Differ^CUdquotlenten     V« 


K|)  „„r  'M 


.'li.l-   .1! 


;»•>!   i|''II-'     T»!»«»     *hI'>!  »Iü 

ungle^l^e  oder  gleicji«  YprzeioheiD  habtn,  ,.  : ;»{;«!'. ti  i 

Wc^n -die  ^CMston'' '^'' '  .-m. :•«..>  -;.i«if/   \,\\   ,•.«!»;  .•!>, 

ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  Ist 

r|  >  i?|     oder    rg  <  IZi, 
jenachdem  die  Differentialquotieiiten 


© 


3/i  3^ 

ungleiche  oder  gleiche  Vorzeichen  haben. 


(H)    .    ;   €  ««d  B  haben  fileicli«  Vorieiche« 

■ 

Wenn  die  GrOeeen 

C  +  Eh. 

gleiche  Voneleheo  haben,  eo  Ist 

fi<Äi    oder    ri>fi|, 
JMmmM^  die  DUbrenlialqaoHenten 

gleUdie  edJir 'nngleieke  Veraeieben  babeiu 

"  AJ^  Hh  B  Fl  ■!■  CZ| +E(J^j^  +  ^9»  +  Zif,) 
■agl«lelM  VoTMidiMi  habes,  m  tet 

jemehdeBi  die  DlfferwitialqaotieDtMi  -  ■ 


© 


ar?i 


und 


gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Schon  Lambert  hat  in  den  M^moirea  de  Berlin,  J77L 
p.352.  Unterauchongen  über  dieaen  Gegenatand  angeatellt,  die 
ich  aber  fflir  wenig  genügend  halte,  indem  ich  rielmehr  der  Mei- 
nung bin,  daaa  der  Sata  allein  in  aeinem  obigen  Auadrucke  auf 
völlige  Strenge  Anapruch  machen  und  in  der  Prazia  von  Nutzen 
aein  kann. 


Spitner:    Inlegratt^n  der  ümearen  Dilter€tUißi§iHekim§  tic^ßß 


Till. 

iDtegration  der  linearen  Differentialgleichung 

(1 )  y  («)  =  Jtgf^yf + Äar«-»y '  +  Cr«-«y. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer 

IQ  Wien. 


I. 

Ich  uetze,  geleitet  dorch  meine  frfihereiiUoteraochoogen,  das 
Integral  obiger  Differentialgleichong  in  folgender  Form  voraus: 


^2)  ^    ^~o/    "*  ♦(tta:)Fdi«, 


anter  V  ond  ^(ux)  Functionen  von  u  ond  ux,   und  unter  «|  und 
u^  constante  Zahlen  verstanden.    Ans  (2)  folgt: 


lll 


ond  werden  diese  Werthe  In  (1)  sobstituirt,   so  folgt: 

(3) 

=  0. 

Thtii  xxn.  tr 


« 

Die  beiden  hier  ▼orlconiBieDden  lotegrale 

«I 

geiieBy  nach  der  Methode  des  Ckeiitreieen  Integrlrene  hebrnndeit: 

«     ■-.'■■■ 

■:•.'■■■'  «, 

...  ■      ■  •  "  "  ■    I      ■■        . 

iiiid  führt  man  diese  Werthe  in  (3)  ein,  so  erhSit  man: 

(4)    —  Ax^-^  t  tt«  V^'{iix)  r  +a:'"-*  { ^(ua:)  [A  ^-  -^-  Bu  V]^ 

ttl  CU  H, 

■  —  Cr«-*  Fi^(tf  o:)  I  </ti  —  0. 
Setzt  man  jetzt: 

(6)  t/;(»)  (fiar)  =  «»"-^  j:«-«  if;(M;r) , 

so  läs^t  sich  die  Gleichung  (4)   auch   folgeodermassen  schreiben: 

(ß) 

--  ^:t«->  I  «•  Ff'iux)  "'  +  ar--«  t  Mux)  [A  E^^Q  _  |^„  yi  )"* 

t».  Oll  "*  «. 


+«^«y^''  tK«r)tu-+»-«F- ^^P+Ä?^^-CF|die=0; 


und  di^n^r  getilgt  man,   wenft   man    V  kU  Pnnettoft   ^on  ti  «• 
wählt  4  da«s 

(7)  «^-.F-^?^+i»?<^_CF=0 

ist»  femer  di*  Int^gratiuBsgrensen  Ug  und  %0*»  dass  zu  g)eic|ier 
Zeit  die  beiden  Gleicbungeo: 

(8)  |tt«Ft(;'(iia:)|     =0,    |t(t«^)M^^^^— ^t*F]l    =0 
stattfinden. 


II. 

Hat  auui  daher  «ine  Gleicbasg  von  d#r  Fonti: 

zu  integriren,   so  setze  man: 


y==  /        ^tLx)Vdu$ 


bestimme  dann  i(;(tia?)  ond  F  aus  folgenden  zwei  Differentialglei- 
chungen : 

i(;(")(iu:)  =:  tt"^*  ar>»-*  ^/(tfj:) , 

die  offenbar  einfacher  gebaut  sind  als  die  vorgelegte.  Nehmen 
wir  nun  an,  es  gelänge  uns  die  Integration  derselben,  sei  näm- 
lich das  Integral  der  Gleichung  (5); 

'^{ux)  =  Cit|^i(Ma:)  +  C%^^{ux)  +....+  Cn'^n{ux), 
und  das  Integra)  der  Gleichung  (7): 

unter  C\ ,  C^,....  d  und  Ai,  A^  die  willkfihrlicheD  Constanten 
der  Integration  verstanden,  so  kann  man  das  Product  V'^{ux) 
und  folglich  auch  y  als  einen  mit  »-1-1  willkübrlicheo,  Constanten 
versehenen  Ausdruck  betrachten. 

Fuhrt  maa  alsdann  d#n  gefuildenen  Wertb  von   F  in  die  bei* 
dea  Gleichungen 

IT* 


apU%$r:   M$§rmiim  dir  Ummrem  DUFintiiM§iHek9m§ 

ein«  und  latten  aieb  Ar  «»  etw»  darcb  sdikikUche  WaU  von 
^,  solche  iwd  conetente  Zahlen  «nfBnden,  die  beideii  6Ieid«Bgen 

«iglelcb  genügen,  so  kann  man  diene  alä  IntegratfonagreBnen  »i 
und  1%  den  Integrab  iietraehten  ond  hat  aonit  die  vorgeeetate 
Aufgabe  gelSat,  blla  daa  gewonnene  Integral  innerhalb  der  Inte- 
grationagrenxen  nidit  dorch  nnendlieb  geht. 


Die  Gleichang  (5).  die  flir  aurss«  die  Form 

anninunt,  iat  in  den  FiUen»  wo  ns=:3  oder  »ssS-*»  int,  bSchat 
eiafadi  au  integriren;  man  bat  nlEnilich  flir  m=S: 

wo 

at|  >  *% » •  •  •  •  nb 

die  Woneln  der  Gleichung 

« 
sinfl,    and    fSr  m  =  2 — n: 

^(e)  =  iieß^  +  (t^eß*  +  ....  +  tmS^*, 

2 
WO 

r  1 »  A  >  •  •  •  •  r» 
cite  Worxeln  der  GleicbuDg 

/5(/J-l)(/3-2)....(^-n+l)  =  l 

sind.    In  diesem  letzten  Falle  ist  freilich  die  vorgelegte  Gleichung 
selbet  nicht  schwer  zu  integriren,  weil  sie  leicht  auf  die  Form 

gebracht  werden  kann. 

Ist  m>2  und  zugleich  eine  ganze  Zahl»  so  verdankt  man  die 
Integration  der  Gleichung  (9)  Herrn  Kammer,  der  dieselbe  im 
19.  Bande  von  Crelle's  Journal  verSffentiichte ;  flIr  ffi=l  habe 
ich  das  Integral  der  genannten  Gleichung  in  Grunert's  Arehiv 
far  Mathematik  Tbl.  XXVI.  Nr.  IV.  S.  57.  mitgetheiit,  in  einer 
Abhandlung»  die  den  Titel  fdbrt:  Integration  der  Differen- 
tialgleichung  ary(<*)— 5f  =  0. 


jf(«)  =  A:emi^  +  Bim^ip'  +  Cr»-«y.  407 


IV. 

Die  Gleichnng  (7)  gibt  geordnet: 

(10)  «'^+«8ir— J-+''. ^^ =0. 

und  bildet  einen  specielleu  Fall  folgender«   vom  Herrn  Professor 
J.  Petzval  betrachteten  Gleichung: 

^y +  (^1  +  Äia:"0^'  +  Mo+Äoa?->  +  C;,x«-.)y=0, 

die  derselbe  durch  die  beiden  auf  einander  folgenden  Substitutionen 

auf  die  Form 

3h  dz 

bringt,   unter  k  eine  Wurzel  der  Gleichung 

mi^i^s -f  mi  A;(  Ji  —  ]) -f  i4o = 0 
verstanden. 

FOr  unsem  Fall  kann  man  entweder: 

AqSz ^         >   ^=— "j»     Co^Of 

itii=:ffi-|;n — 2 
und  k  als  Wurzel  der  Gleichung 

(m  +  n-2)«*«+ («+n-2)*5^J^  +  ?^t:J±^=0 


oder: 


^1=      ^     »  Ä|=0; 

f»!  Ä 5 9 


4S     *fit»*r:    iHttfreilm  der  linearen  BlFernUtalpMchunff 
a»i  k  ai»  Wan^  dar  Glsicfcong 

j-i.ii- !..->,(  •>''.<i  1'}  j.ini'Jsiat'l  Mil 


f  «touder  blgwdeb  Sutwtituttwp 


(«+«-S)«l0+(«+n-2){|[(2*  1 1)(™  +n  -2)t3-?l_i=0. 
nd-faM  imitMl  Fall«  dorcb  die  beiden  Substitutionen 

II  ..!.:>  I.V.  I  ,111,..,  -*— « 


o.-=„i    (    I   (1«   1,.',  l.l>,» 


Wir  babea  also  die  Gleichnng.    nelcbe  tiir  BevtimmaDg  von 
F  dient,  darcb  EinRAninf;  neuer  Variablen  aaf  die  Formen 


zuTflckgftfShrt,  ivelcbe  eigentlich  von  einander  nicht  ffe9enäi<ih 
veracbiedea  sind,  da  die  erste  sich  unmittelbar  in  die  sweite  ver- 
wandelt, wenn  man  die  unabhängige  Variabh  t=:^*  setzt,  und 
SDgleiGb 


Herr  Prof.  J.  Petsval  hat  sich  sabi  viel  In  seinem  grossen 
Werk*  mit   der  Integration  der   Gleichnng  (16)  beschäftigt,    wir 


frollen  hier  eine  Zasaninienstelloiig  der  von  ihm  gefundeoen  Inte- 
grale geben. 


Die  Gleiehong 


*^+*»|-**^="' 


in  welcher  a  positiv  ist,  hat  f&r  positive  Wertho  von  «das  Integral: 
und  fOr  negative  x  folgende«  andere: 
Die  Gleichung 

* 

in  welcher  ebeotalls  a  positiv  ist,  hat  fSr  positive  Werthe  von  x 
das  Integral: 

(6' — «*)       (Bi8muX'\-B%co9ux)du 


und  flir  negative  x: 


(fr*~-tf*)       (Aisim<j;-|-iBtC08tc4r)tfif 


0 


Ist  tf  ftegaftvi  iras  wir  dttdufth  aosdiauBdi  nucWowdltii»  dass 
wir  —  a  anstatt  a  setzen,  so  haben  wir: 

(17)  ,*ä-«^-^**«ybte«. 

t 

deren  allgemeines  Integral 


(WO 
bt;  wird  dieMr  Audrnek  entwiekelt,  so  erhill  mm: 

■    ■  ■  ■■  \    I  "■ 


^     «der.'  wenn  man  den  Aoadroek  (18)  in  beatlmmte  lotognie  am- 
wandelt: 

(19) 

o  o  • 

H&tte  man  eodlich  die  Gleichung 

80  brauchte  man  bloss  in  den  eben  gefundenen  Formeln  6V^— 1 
«tatt  b  m  setzen. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  oben  gegebene,  nach  feilen- 
den Potenien  von  x  geordnete  Reihe  abbricht ,  wenn  s  eine  ganie 
positive  oder  negative  2Sahl  ist,  hingegen  eine  anendliche  and  diver- 
gente Reihe  wird,  wenn  ^  nicht  ganz  Ist 


J*i)=rito-r^+Ä«i»~%'  +  C»«P-^.  411 


Tl. 

Betrachten  wir,  um  die  Anwendbarkeit  der  aufgestellten  For- 
meln zu  prüfen,  folgende  anendliche  Reihe: 

(20)  »  =  *  +  I!5!  +  §^+5!iI  + 

die  der  linearen  Differentialgleichong 
(21)  ay^-,=:0 

genOgty  and  auchen  wir  dieselbe  durch  eine  geschlossene  Form 
auszudrücken. 

Fabren  wir  nach  Herrn  Professor  J.  Petsval's  Vorgange  statt 
X  eine  neue  Variable  $  in  die  Rechnung  ein  durch  die  Substitution 

so  erhalten  wir: 

wofOr  Herr  Professor  J.  Petzval  das  Integral  aufstellt: 

•         * 

oder,  wenn  man  statt  der   Differentialquotienten  bestimmte  Inte« 
grale  einfährt: 

o  o 

was  sich  auch  folgendermaassen  schreiben  ISsst: 

Nun  soll  fElr  a?  =  0,  y  =  0,   ^  =  1  sein;    demnach  hat  man: 


was 

gibt,  und  da  >     •    I        .  -i,: 


y .=y       «-4 VX  j  4v,(v:r-l)i  +  vi 

« 

ist,  wa«  «ich  für  «=0  in  o»  verivgiiMt,  «o  sMt  man,  daMiieh 
die  ConataDlen  Bg  and  B^  nicht  deimaasaen  besttnioieii  laMOTi, 
das«  der  Gidcbang  (20)  genigl  wird« 

Wir  fanden  in  unserer  frfilier  tftirten  Abliandinng  flir  y.M* 
genden  Wertfi: 

■  '        •  •      ■ 

TOD  desawi  Richtigkeit  man  sich  sehr  leicht  fih«nmg«i  luim. 


▼U. 

Wir  finden  nna   daher  genOthigt,   die  Glelchnng  (10)»  oder, 
was  anf  Dasselbe  hinansIcOmnit,   die  Gleichung 

(22)  ,^,=n,|  +  ^y 

anf  selbstständigem  Wege  zu  untersuchen. 

Wir  differenziren  die  Gleichung  (22)  canat  nach  j?,  und  erhal- 
ten dadurch 

ga-f^  3«+^  go+ly  goy 

setzt  man  nun 
(23)  ^  =  W^' 


SO  erh&lt  man : 


-^=^>r. 


was-  inm  Integrale  folgenden  Ausdrncic  hat : 


AS«9        AS~S        54^ 

+  ^- ^   -l!5i  <*+2^  +  231  y + 2 + 3^  +  SÜT  <' +2  +  3  +  4> 

fi*«»  .222      I 

•  •  •  *■ 

D^fdbe  läa«l  Jii4;b  auch  so  daratelieD: 

/3«a:«      ß^x^      /J*ar* 

^  rt  ^^*       ß*^^        ß^^ 

+  Ci[l+log/Ja:.|/Ja:+-j|2j-+-2J3j-  +"3!4J"  +  — ' 


o 


'        1121       +213!         ^^       3141       +••!** 


and  gestattet  noch  eine  weitere  Vereinfachung  dadurch,  daas  man 
die  unendliche  Reihe 

ß^x*      ß^a:^     ß*a^ 

/^^  +  TF2T  +  "2!«  +  IHT  ■*■••••=  ^^'^'"'^ 

setzt,  wodurch  man  erhält: 

Endlich  ist  '      ^ 


0 

t  ■ 


TID. 

Es  kann  leicht  gezeigt  werden,  dass  ganz  daaaelbe  Verfahreo 
auf  die  DiffarentialgleiciHiDg 


J 


5«        ftr«»-* 
angewendet  werden  kann,  denn  ein  croialigesDiSerensireobaiders^ita 


gibt 

für 


•  »♦   -r         J        .»'i     <<  »:0 


/ 
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IT 

ÜMTgdbt  to 

Wb  hdbaii  das  lotogral  dieser  GteMmg  h  der  ecbea  Crfher 
erwihalea  Abhandliiii^  fai  omMidiicbe  Reihea  entwickelt  ud  da- 
eelbet  aneh  die  MetlMideD  angeAhrt,  welche  blnrelcfceed  eied»  dieee 
oieadlichen  Reihen  durch  beetimmte  Integrale  wiedenogehen. 

(Die  Fertaetnng  In  eiee«  der  BAohfllee  Hefte») 


Ueber  die  Maxima  und  Minima  der  Polygone  in  ond 

am  Kreise. 

VOD 

Herrn  Oberlehrer  Dr.  Birnbmum 

IQ  Braantchweig. 


1.  Von  allen  io  einen  Kreis  beschriebenen  gerad- 
linichten  Figuren  derselben  Seitensahl  schllesst  jedes- 
mal die  reirtilftre  den  grossten  Fläcbenranm  in  sich. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  iSsst  sich  ganz  elementar  durch- 
führen. Beginnen  wir  zunächst  mit  dem  in  einen  Kreis  beschrie- 
benen Dreieck,  so  ist  klar«  wenn  wir  uns  dasselbe  auf  einer  Seite 
in  demselben  Kreisabschnitte  veränderlich  vorstellen,  dass  dann 
das  darauf  stehende  gleichschenklige  Dreieck  das  grösste  ist,  weil 
dies  nnter  Voraussetzung  der  constanten  Grundlinie  die  grtaete 


der  Polvgene  in  unä  um  Kreise. 
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H3he  hat.  Daraas  folgt  nun,  dasB  «in  Dreieck  im  Krei«e,  wel- 
ches auf  jeder  als  Grundlinie  betrachteten  Seite  gleichschenklich 
ist,  den  gnlssten  Flächenraum  in  sich  schüessen  muss.  Ein  sol- 
ches Dreieck  ist  aber  das  gleichseitige. 

Gehen  nir  nun  zu  dem  Viereck  im  Kreise  Über  und  denken 
uns  dabei  eine  Diagonale  gezogen,  so  wird  nnter  Voraussetzung 
der  UnVeränderlichkeit  dieser  Diagonale  von  allen  Vierecken  das- 
jenige ein  Maximum  sein,  welches  aus  zivei  gleichschenkligea  Drei- 
ecken zusammengesetzt  ist.  Und  überhaupt  muss  daher  das  Vier- 
eck im  Kreise  das  grüssle  sein,  welches  durch  jede  Diagonale 
in  Ewei  gleichschenklige  Dreiecke  zerlegt  wird.  Ein  solches  Vier- 
eck kann  aber  kein  anderes  als  das  gleichseitige  sein. 

Und  richten  wir  nun  allgemein  unsere  Aurmerksamkeit  auf 
irgend  ein  Vieleck  ini  Kreise  und  denken  uns  dabei  mit  Hülfe  einer 
Diagonale  ein  Dreieck  abgeschnitten,  so  wird,  wenn  blos  dies 
Dreieck  veränderlich  wiire,  wieder  das  gleichschenklige  das  grüsste 
sein,  woraus  also  folgt,  dass  das  Vieleck  derselben  Seitenzahl, 
wobei  jedes  durch  eine  Diagonale  abgeschnittene  Dreieck  ein  gleich- 
schenkliges ist,  das  grüssle  sein  muss.  Ein  solches  Vieleck  kann 
aber  kein  andeies  sein  als  ein  gleichseitiges  oder  reguläres. 


2.  Von  allen  um  einen  Kreis  beschriebenen  gerad- 
linichten  Figuren  derselben  Seitenzahl  achlieast  jedes- 
mal die  reKulJire  den  kleinsten  Flächenraum  in  sich. 

Wir  gehen  wieder  von  dem  Dreiecke  aus.  Das  ^ABC  (Taf.  X. 
Fig. 3.)  sei  um  den  Kreis  um  Jf  beschrieben  und  D,E,  F  seien  die 
Berührungspunkte,  welche  wir  mit  JU  verbinden.  Dies  Dreieck 
denken  wir  uns  nur  in  so  weit  veränderlich,  als  F  auf  dem  Bogen 
DFE  eine  beliebige  Lage  annehmen  kann,  wodurch  also  das 
Stücki>ß£»conslant,  die  anderen  beiden  Stücke  AD /tIF,  FMEC 
aber  variabel  wären.  Bezeichnen  n^ir  dessbalb  ^DME  mit  n, 
^DMF  mit  X,  so  ist  ^EMF='mP~{a^.x).  »er  Kurze  wegen 
mag  der  Halbmesser  des  Kreises  um  ^  =1  sein,  dannist  der  Flächen- 


inhalt V 


a^^x^ 


I  ADMF  =  tangier,  der  von   FMEC  =tBng(I80O- 

Ferner  sei  der  Inhalt  von  DBCiU  =^c.     Angenommen  nun,   dass 
der  veränderliche  Inhalt  des  ^ABC^y  heisst,  so  wäre 


y  =  lang  ta:  -f  tang(l80^- 


a  +  ^. 


ill  Birn^mmm:  ffilir äMMiMilut üUrf IWüMiiiiftr  Hi9§mm  Hc. 


.  1 1      I  .   '      .    -'     ji  ■ 


.  f.- 


Jetst  frlgt  68  stell»  oDter  welcher  Bedioguog  dieser  WerÜL  tm 
^.=0  wird.  Die  ADtwort  aar  diese  Frsge  ist  jetcbt  (eAuBden; 
m-  wnm  staHcb 

ciisid;scas(180<»-^^)  ^\ 

liier 

f 

sein.  Das  sagt  vns  onn ,  dass  der  erste  DifferenxialcoefBdent  des 
VMUiderileiieii  Dreleeiks  ABCt^O  wird,  weos  jLDMF^'^fME 
gturlbK  ist  Dnter  dieser  Voraossetsneg  farmf  «Mb  Aber  dai 
t^ABC  aa  eioeiH  gleicbscheiikligeo. 

• 

Cm  BOD  an  erfahren,  ob  dieses  Dreiecli  dann  efnean  Ifajd- 
ninn  oder  Mlaimura  entspricht,  so  mdssen  wiiviiock  den  swedten 
PlferensialcoefBcieDten  bestimmen,  and  erbalten  ans 

^ 4_  1 L 


^  C!O8«(180<>  — ^— ) 

durch  fernere  DiiTerentiation : 

rf*3f  __  isinj^r  .isini(ii-l-ar) 


rfo:«        co8»U      «„,(,8oo_?^) 


I>ie8er  Werth  fiSr   -H^  kann  immer  nur  ein  positites  Re^ 

snUat  geben,  weil  x  und  auch  360^ — (a-f  ^)  jedes  Mal  weniger 

als  180^  betragen  und  mitbin  kx  und  \W^  —  ^^^^  immet  Icleiaer 

als  90^  sein  muss.  Daraus  folgt  aber,  dass  unter  allen  Dreiecicen 
am  den  Kreis  um  Mj  welche  das  Stuck  DBEIU  unveränderlich 
beibehalten,  das  auf  ^C  gleichschenklige  Dreieck  ^^C  den  klein- 
sten FläeheBraum  in  sich  schliessL  Ist  also  dies  Dreieck  so  koo*^ 
struirty  dass  es  auf  allen  drei  Seiten  gleichschenklicb  ist,  so 
muss  es  einem  allgemeinen  Minimum  entsprechen,  und  ein  sol- 
ches Dreieck  ist  das  gleichseitige. 

Es  sei  nun  ABCDE  (Taf.  X.  Fig.  4.)  irgend  ein  Vieleck  um 
den  Kreis  um  Üf,  wobei  die  entsprechenden  ßeruhrungspunkte 
Ft  G,  B,  Jt  K  mit  dem  Mittelpunkte  M  durch  gerade  Linien 
verbanden  sind.    Denken  wir  ans  dann  den  Theil  FAEDB 
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onTerftnderiich,  wäbrdod  da«  andere  Stack  FBCHM  ▼erändcdldi 
ist,  so  wird  nach  ^em  YorfaergebeAda»  von  allan  denkbaren  Poly* 
gMien  derselben  Seftensabl  dasjenige  den  kleinste»  Flftcbenranm 
in  sieb  schliessen,  welches  j^FM6=  ^GSm macht  Lassen  wir 
ferner  iCEÜ>CCr ilf  censtant  and  KABGM  veränderlich  sein,  se 
wird  wieder  das  Vieleck  derselben  8eitenaabl  ein  Minimam  s€ln 
mfissen,  welches  j^KMFtss ^FMG  sein  lasst.  Und  so  scbllesst 
man  im  Allgemeinen,  dass  jedes  Mal  das  Polygon  von  einer  be- 
stimmten Seitenzahl  um  den  Kreis  den  kleinsten  Baum  in  sich 
schliessen  muss,  wobei  die  Yerbioduogslioien  der  Berührungs- 
pnnkte  mit  dem  Mittelpunkte  die  ganze  Umdrehung  in  so  viel  gleiche 
Theile  theileo,  als  das  Vieleck  Seiten  besttzt.  Dias  föllt  aber 
genau  zusammen  mit  der  Bedingung  der  Konstruktion  der  regu- 
ISren  Figuren  um  den  Kreis. 


Ueber  die  Cuiren  der  grossten  Neigung. 

(Lignes  de  la  plus  grande  pente.) 
dem   Herausgeber. 


Unter  den  Curven  oder  Liiueti  der  grOssten  Neigung  auf  einer 
beliebigen  Fläche  versteht  man  alle  diejenigen  Linien  auf  'dieser 
FUcbe,  welche  in  allen  ihren  Punkten  die  grösste  Neigimg  gegen 
eine  gegebene  Ebene  haben»  d.  h.  hier  immer:  gegen  diese  Ebene! 
wofilr  man  am  besten  eine  der  drei  Coordinatenebenen »  etwa  die 
Ebene  der  xy,  annehmen  kann»  unter  dem  gr5ssten  Winkel  ge* 
neigt  sind.  Bei  den  wichtigen  praktischen  Anwendungen,  die  von 
diesen  Curven  bei  den  Bewfissermgsanlage«  nnd  den  sogenannten 
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DraiDirangeD,  welche  in  der  Landwirthsehaft  gegeowirtig  eine 
•o  groese  Rolle  spielen  und  allerdiogs  schon  sehr  yiel  su  deren 
Forderung  beigetrageo  haben«  wflrde  die  Ebene  der  ofg  ak  ho- 
risontal  anzunehmen  sein,  was  wir  der  Kürze  des  Aosdmcks 
wegen  auch  In  der  Folge  zuweilen  thun  werden,  wml  dajnreh  die 
Allgemeinheit  der  Betrachtung  durchaus  nicht  beeintriehtigt  wird, 
indem  wir  zugleich  »bemerken,  dass  wir  im  Folgenden  stetn  recht- 
winklige Coordinaten  zu  Grunde  legen  werden. 

Zunächst  beschäftigen  wir  uns  mit  der  Entwickehing  der  all- 
gemeinen Gleichung  der  Curren  der  gr5ssten  Neigung,  und  be- 
merken zu  diesem  finde,  dass  die  Erklärung  dieser  Cunren  in 
strengerer  Weise  wie  oben  auf  folgende  Art  auszudrildceo  ist : 

Linien  oder  Cunren  der  grussten  Neigung  auf  einer  beliebigen 
Fläche  heissen  alle  diejenigen  Curven  auf  dieser  Fläche,  deren 
Berfihrende  in  jedem  ihrer  Punkte  die  grösste  Neigung  gegen  eine 
gegebene  Ebene,  die  man  zugleich  am  besten  als  Ebene  der  :ry 
annehmen  wird,  haben. 

An  diese  Erklärung  wollen  wir  nun  unsere  folgenden  Ent* 
Wickelungen  anschliessen. 

Die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  M: 
1) C7  =  /(i:,  F,Z)  =  0, 

Indem  wir  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  durch 
X,  Y,  Z  bezeichnen. 

Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Punkt  auf  dieser  Fläche  sei 
(xy%)f  so  dass  also  auch 

ist 

Die  Gleichung  der  Berubrungsebene  unserer  Fläche  in  dem 
Punkte  (xyz)  ist  bekanntlich: 

3)  .   .    .  |(x-x)  +  |(r_.v)  +  ^«(z-z)=o. 

WO  die  Differentialquotienten  partielle  sind. 

Jede  in  der  Berührangsebene  liegende,  durch  den  Punkt  [pcyi) 
gehende  Gerade  ist  eine  die  Fläche  in  demselben  Punkte  berüh- 
rende Gerade.  Die  Gleichungen  jeder  durch  den  Punkt  {xy%) 
gehenden  Geraden  haben  bekanntlich  die  Form: 

X--£  _  F-y  _  Z-^i 
^  cos  9  ""*  cos^  ~"  cosx' 


Veber  die  Curtea  der  grösuten  iVefffting. 
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wo  <p,  i/i,  X  ihre  bekannte  BpWeutuni:  haben.  Sotl  diese  Gerada 
in  der  durch  den  Punkt  (a//:)  gehenden  Berßhrun^ehene  liegen, 
so  milsnen  ihre  Coordinaten  die  Gleichung 3}  erliillen,  ivaa  mittelst 
der  Gleichungen  3)  und  4)  unmittelbar  zu  der  Bedingungsgleichung 


Su 


du 


fuhrt. 

Um  nun  unter  allen  Berührenden  der  Fläche  in  dem  Punkte 
(xyz)  diejenige  herauszuäiiden,  welche  die  grüsste  Neigung  gtgen 
die  Ebene  der  XI'  hat,  stellen  wir  die  folgende  seht  eioTache 
Betrachtung  an.  Die  Entrernung  ties  Punktes  (a-yi)  von  der  Ebene 
der  Xy  sei  H,  und  E  sei  die  Entfernung  des  Punktes  {xyi)  von 
dem  Durchschniltspunkle  einer  beltebit;en,  durch  den  Punkt  (.ryi) 
gehenden  Berühren  den  der  Fläche,  deren  Neigungswinkel  gegen 
die  Ebene  der  XY  im  Allgemeinen  durch  t  bezeichnet  werden 
mag,  mit  der  Durchschnitlslinie  der  nerübrungeebene  im  Punkte 
ixyt)  mit  der  Ebene  der  XY.     Dann  ist  offenbar 

.  .     n 


I  Henlhrenden   unmiltellia 

!ti  analytischen  Ausdruck  bnn' 


woraus  sich,    da   für  alle  Berührenden   H  constant  iet,    unmittel- 
bar ergiebt,  dass  i  ein  Maximum  wird,   wenn  £  ein  Minimum  wird,  ^ 
wenn  also  die  in  Rede  stehende  Berührende  auf  der  Durchschnitts- 
linie der  Berülirungsebene  mit  der  Ebene  der  XY  senkrecht  steht, 
wodurch  uns  das    allgemeine  Criterium    der   die  grüsste  Neigung 
gegen  die  Ebene   der  XY  habender 
geben  ist,  welches  wir  nun  auf  eint 
gen  müssen. 

Zu  dem  Ende  bemerken  wir  zuvörderst,  dass  nach  einem  be- 
kannten stereometriachen  Satze  auch  die  Projection  der  die  grösstfl 
Neigung  gegen  die  Ebene  der  XY  hnlienden  Berührenden  auf  der 
Ebene  der  XY  die  Durchsehnilt^linie  der  Berübrungsebene  mit 
dieser  Coordinatenebene  unter  rechten  Winkeln  schneidet.  Da 
nun  die  Gleichung  der  Projection  auf  der  Ebene  der  XY  der 
durch  die  Gleichungen  4)  im  Allgemeinen  cbaraklerisirten  Berüh- 
renden 


E_Zz^ 


.der    Y—y 


l(X^-). 


und  nach  3)  die  Gleichung  der  Durchscbnitlslin 
ebene  mit  der  Ebene  der  XY  offenbar 
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dK  du 

ist,  M  «rhalten  wir  nach  den  Lehren  der  aaelythehen  GeomeWe 
fBr  die  Berflbreode,  weiche  die  grOeete  Neigung  gegen  die  Eliene 
der  XV  hat,  die  folgende  Bedingongsgleicbnng: 

Nebmeft  wir  dqo  io  deo  Gleichungen  B)  ond  6)  noch  die  be- 
kannte, iwieehen  drei  WioIcelD  wie  9f  ip>  %  jedeneit  Sfett  findende 
Gleichorig  hioia,  so  hdben  wir  iwiechen  diesen  drei  Winkeln  die 
folgenden  Gleichnngeo: 

^  ^       .      ii 

7)  .  .  .  .  (    du  ,  du        ..8«  ^ 

g^C08g)+  gr  C08^+  g  COS2=0, 

cos  9*+cost}>*  +  co8X*=  1 ; 

welcho  zur  Bestimmung  der  Winkel  9>>  tf;,  ^  bullig  hinreichend  sind. 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt  sich  znvOrderst: 

du  /a«£  y    /duy 

dy  \di)  ^\dyj 

cos ^  =  g^cos 9,    COS z  = du    du        ^^^  * 

dx  5S  *  dz 

also,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in  die  dritte  Gleichung  einfährt, 
wie  man  leicht  findet: 

du    du 

dx  'Sz 

und  folglich  überhaupt,  nach  den  zwei  vorhergehenden  Ausdrücken 
von  costp  und  cos^,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zei- 
chen auf  einander: 
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8) 

hu    du 

""  ^Ks)"+(i)'ü(g)-+(i)%(B')-r 


cos  1^=4: 


du   du 

dy '  8z 


\^!(srK©"*iCi)"+(S)"+®)V 


V  ©'+©'+ (1)*' 


'8a \*  .  /8m 
cosx=T 


wobei  man  bemerken  kann,  dass,  wenn  P  die  Enfferniing  de« 
Anfangs  der  Coordinaten  von  der  Berfihrungsebene  in  dem  Pvnkte 
(xyi)  bezeichnet,  nach  den  Lehren  der  analj^iachen  Geometrie 

i      8«       8ii       du^  • 
/8ttV  .  /8ttV  .  /^«'V      \  ^dx^^dy'^'^dz 

Kfd  +(s^>)  +(8;)  =  ( p  — 

ist. 

Nach  4)  sind   folglich  die  Gleichungen  der  Berührenden  der 
grussten  Neigung  in  dem  Punkte  {xyx)  offenbar : 

^E^"^  SM""      fhuy    /du^ 
dx' dz      dy'dz  \dxj      \dy/ 

Denken  wir  uns  jetzt  aof  der  im  Allgemeinen  durch  die  GleicIiliDg 

charakterisirten  Fläche  eine  Curve  grosster  Neigung  gezogen,  und 
nehmen  an«  dass  {xyz)  ein  beliebiger  Punkt  dieser  Curve  sei,  so 
wird  der  durch  die  Coordinaten  x-{-^Xf  y+^y,  z  +  Jz  bestimmte 
Punkt  dieser  Curve  mit  desto  grosserer  Genimigkeit  in  det  durch 
die  Gleichungen 


X—x      F-v  2- 


du   da     81K  du 
dx'dz      S^  St 


z 


©xi)- 
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cbaraltterisirten  üerüfarenden  <ler  grrisslen  Neigung;  liefen ,  je  näher 
JjT,  und  deia/ufolge,  weil  g,  i  jetzt  offerliar  als  Functionen  von 
X  zu  betrachten  sind,  auch  ^j,  Ji  der  Null  kommt.  Für  die 
Curve  der  ftrüssten  Nelf^ung  nt^rden  also  die  vorstehenden  Glei- 
chuugen  mit  desto  gTüsBcrer  (jcnauiglceit  er(iiltt  iveiden ,  wenn 
man  :r  +  /tx,  y  +  /1t/,  i-f-^t  Tür  X.  Y,  Z  eetzt,  oder  für  die 
Curve  der  grussten  Neigung  »in]  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 


^ix         4v 

^i 

du    öu       du  du 

(tr^ipj 

dx~Bu      ^x 

3:9 

a»  du 

sein,  je  näher  j^x  der  Null  kommt.  Mit  absoluter  Genauigkeit 
n-erden  folglicb  der  Curve  der  grii^ii^ten  Neigung  die  Granzglel- 
cliungen  der  vorstehenden  Gleichungen  entsprechen,  denen  die- 
selben sich  nähern,  iveun  dg:  sich  der  Null  nähert.  Da  man  nun 
aber  diese   Gränzgleichungen    offenbar    erhält,    wenn  man  für  die 

Differensenquotienten  -^  i  ~j-  die  Uifferentialquotienlen  W '  s~ 
setzt;  Bo  hat  man  Tfir  die  Curve  der  grüsslen  Neigung  die  Glei- 
chongea : 

3»  /Buy    /Buy 

101  ^-S     ^-     ^%Uj^. 

"^   •■■■&-  8«'    dx~  du  du        ' 

Sä-  dx'Bi 

tu  denen  natürlich  noch  die  Gleichung 

H) K  =  /-(x,,.i)=0 

kommt. 

Wir  wollen  einmal  das  allgemeine  dreiazige  Ellipsoid  betrach- 
ten, desMD  Gleichung 


Jle  Ist  also 


Id  diesem  Falle  Ist  also 
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und  folglich: 

ft«  _  2ar       &f_2y       8tt_2r 
3a?       «•  *    Sy  ""  A*  *     3i       c*  * 

Ais«  ist  für  die  Carven  der  grössten  Neigung: 

Aus  der  Gleichung 
folgt: 

uad  es  firigt  sich,  ob  diese  Gleicbnng  wirklich  erf&Ut  wird,  wenn 
man  in  dieselbe  fttr  ^  und  ^  ihre  obigen  Ausdrücke  einflihrt. 

Dass  dies  aber  in  der  That  der  Falf  ist,    erhellet  auf  der  Stelle, 
da  die  Gleichung 

o*      6* '  5?      c* '  ar     z     "^  ' 

a*  c" 

welche  aus  dieser  Substitution  hervorgeht,  sich  auf  die  Form 


s 


(?+fö-(^+9=» 


bringen  lässt,  und  sich  also  als  eine  identische  Gleichung  erwei- 
set, wie  es  erforderlich  ist. 

Dass  die  ßerührende  der  Curve  der  gr5ssten  Neigung  in  dem 
Punkte  {xyiL)  durch  die  Gleichungen 


11)    .  .  .  . 


X-x      T—y  __  Z— « 


dx'Sz      dy'Bz  \^J   "*'v8y/ 


cbarakterisirt  wird,    und  dass  f&r  diese  Berdbrende 


«<"»=T 


trwMZ 

llt,  nntolit  sich  nach  dem  Obigeo  vou  selbst. 

"'tJBtW  Horizontalen  einer  Fläche  versteht  man  alle  drejotitgen 
<}urnWr  in  denen 'dieseihe  von  horiznntaten ,  d.  b.  hier  mit  der 
Ebene  der  XY  parallelen  Ebenen  geechnilten  wird. 

Wr  iPolleo  jetat  die  durch  den  Punkt  (:ryi}  gehende  Borizoit- 
Ue  and  die  durch  denselben  Punkt  gehende  Ciirve  der  grussteii 
Neigung  betrachten. 

Rexeichnen  wir  die  von  dem  einen  der  beiden  Tbelle  der 
ßen'ihrenden  der  Horixontalen  in  dem  Punkte  (cyi),  in  welche  die- 
selbe durch  den  Punkt  (:i^yi)  getbeilt  nird,  mit  den  positiven 
Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  eingeechloBBenen ,  180**  nicht 
fibersteigenden  Winkel  darch  tp' ,  ^p' ,  / ;  so  ist  zuT&rderst  klar, 
daes  j'  =  90<*,  also  cosj's^O  ist.  Da  die  in  Rede  siebende  Be- 
rfihrende  offenbar  In  der  Berübrungsebene  der  FISche  in  dem 
Punkte  (^^i)  liegen  niiiss,    deren  Gleichung  bekanntlich 


ist;  80  ist,  weil  offenbar 


"  COSIff'  ' 


die  Gleicbuiigen  der  Berflhrenden  der  Horiioniaten  in  dem  Paniite 
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du  «  .  dtf  ,     g\      t  t         Sw         , 

K-  CO«  9+5"  cos  ^'  =  ü   oder  cos  t(;'  =  —  5-  C0S9'. 

Nach  dem   Obigen  ist  aber  ftir  die  Berührende  der  Curve  der 
grossten  Neigung  in  dem  Pankte  (aryx): 

dif 

X50S^  =  ^  COS 9. 

dx 
Also  ist: 

dtf    bu 

ox  *  iy 
cos^cos^'  =— g — g^cosycosy  = — cos^cos^S 

Sa:  *  ^ 
folglich 

cos  9  cos  9' -f  cos  ^  cos  ^'  =  0» 

oder,    weil  cos%'  =  0  ist: 

cos  tp  cos  tp'  -f  cos^  cos  ^  -f  cos  %  cos  x' = 0. 

Nach  einem  bekannten  Theorem  der  analytisehen  Geometrie 
ergiebt  sich  hieraus  der  Hir  die  praktische  Anwendung  sehr  wich- 
tige Satz:  dass  die  Curven  der  grossten  Neigung  einer 
Fläche  auf  allen  Horizontalen  derselben  senkrecht 
stehen. 

Wenn  die  gegebene  FIficbe  doreh  Umdrehung  einer  ebenen 
Curve  um  die  Axe  der  Z  entstanden  ist,  so  ist«  wenn  C>(Z)  eine 
beliebige,  bloss  von  Z  abhängende  Function  bezeichnet,  ihre 
Gleichung  bekanntlich  von  der  Form: 

ü=  Jr«+r«+*(Z)  =  0; 
also: 

und  folglich: 

Also  bt  in  diesem  Falle  f&r  die  Curven  der   grössteo  Neigung 
nach  dem  Obigen: 

dx      x'    Bx  xV(x) 
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DasB,   wean   die  erste  dieser  beiden  GleichiiogeD  erfidlt  ist» 
immer  aach  die  iweite  Statt  fiodet,  erhellet  leicht    Deaa,  weil 


iety  so  ist 


4r  +  2,^+«^W.g-0, 


also: 


2(*+y|^ 


& 

folgKcb,  wenn  nan  fllr_  s^  seiDeii  obigm  Audmck  eiafObrt: 

wie  ee  nach  dem  Obigeo  eeio  rouss. 
Aue  der  Gleichung 

OX  X 

folgt  durch  DilerentiatloD : 

Sa:*  a:*  a? 

Also  ist»  wenn  C  eine  Gonstante  bezeichnet: 

d 


IX 


==^=C,  folglich  y  =  Cx^ 

X 


Daher  ist  die  Projection  jeder  Curve  der  grSssten  Neigung  auf 
der  Ebene  der  xy  eine  durch  den  Anfang  der  Coordinaten  gehende 
Gerade  «.woraus  sich  ergiebt,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle 
die  Curven  der  (rrössten  Neigung  die  ebenen  Curven 
sind,  in  denen  die  Rotationsfläche  von  den  durch  die 
Rotationsaxe  gelegten  Ebenen  geschnitten  wird.  ^  Sonst 
werden  im  Allgemeinen  die  Curven  der  grOssten  Neigung  Linien 
von  doppelter  Krümmung  sein.  Die  Constante  C  bestimmt  sich 
durch  den  Punkt,  durch  welchen  die  Curve  der  grossten  Neigung 
gehen  soll,  eine  Bemerkung,  die  in  allen  Fällen  för  die  Bestim- 
mung der  durch  die  Integration  eintretenden  willkührlichen  Con- 
stanten festzuhalten  ist. 


Grüner tT    Oebtr  die  Curven  der  gröuten  NHfuug,        4Sf 

Für  das  aUgemeioe  dreiaxige«EHipsold  haben  w\f  s^hon  oben 
gefunden : 

öy  _  a*  y 

also : 

dy       a^  hx 
y        &*    X 

und  folglich,  wenn  man  integrirt: 

/.y«  =  p/.^«+C 

Soll  nun  die  Onrve  der  grSssten  Neigung  durch  den  Punkt  (fgh) 
gehen,   wo 

(0'+(f)'<fy='  -  ; 

ist,  so  mnss  sein: 

also,  wenn  man  subtrahirt: 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung 

sind  die  Gleichungen  der  .durch  den  Punkt  (fgh)  gehenden  Curve 
der  grussten  Neigung  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid,  wobei  auf 
mehr  in's  Einzelne  gehende  .Discussionen  uns  einzulassen  wir 
jetzt  nicht  beabsichtigen. 


■  ■ ; « 


Dieser  geometrischen  Untersuchung  wollen  wir  nun  noch  die 
folgende  mechanische  Betrachtung  hinzußigen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  auf  ei^en  Punkt  gewisse  Zeit- 
kräfte wirken,  denen  zur  Zeit  I  die  parallel  mit  den  Azen  der 
^»  y»  *  wirkenden  Composanten  X,  T,  Z  entsprechen,  dass  aber 
dieser  Ponkt  nicht  der  Bewegung,   welche  diese  Kräfte  üua,  als' 


1 


tti        Crmueri:  iM^r  äle  Cwnm  4»  fffUum  iftittmß, 

•fiMD  ireiM  Pmifct  gadadit»  arflieibo  wOrdeB«  big««»  soocten  auf 
einer  gewbsen»  dorch  die  Gleiclmiig 

diarakterisirten  Fllclie  lu  bleiben  genOthigt  sein  «oll;  «o  kdnnea 
wir  uns  die«  bewirkt  denken  durch  dne  gewisse  besondere,  nor- 
mal anf  der  Fläche  wirkende  Zeitkraft  *) ,  die  wir  durch  9  be- 
leichnen  wollen.  Sind  dann  |,  ii,  {  die  180^  nicht  fliiersteigenden 
Winkel,  welche  zur  Zeit  I  die  Richtupg  dieser  Zeitkraft  mit  den 
positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenazen  einschliesst,  so  sind 
deren  derselben  2ieit  t  entsprechende,  den  Coordinateoazen  paraK 
lele  Composanten: 

<Pcos{»    •coSi|,    9cest; 

und  lieseichnen  nun  x,  jf»  %  die  Coordinaten  des  sich  bewegenden 
Punktes  zur  Zeit  f ,  so  haben  wir  nach  den  Lehren  der  Mechanik 
die  folgenden  Gleichungen: 

^s=Z+<Pc08C. 

Die  Gleichungen  der  auf  der  gegoltenen  Fliehe  im  Punkte  (jb^) 
senkrechten  oder  normalen  Riclitung  der  Kraft  O  sind  nach  den 
Lehren  der  analytischen  Geometrie,  wenn  wir  die  laufenden  Coor- 
dinaten durch  jr,  t;,  ;  bezeichnen: 

8tf    """ItT ""   hu  * 
8a:  ^  •        ST 

und  wenn  also  F  einen  gewissen  Factor  bezeichnet,  so  ist: 

dtf  dtf  dtf 

^^-^^^^'  ''g^=«<'*'»'  ^&=co«t; 

woraiu,  wenn  man  qnadrirt  and  addirt. 


«)  Otr  WMflrttasi,  den  Me  Flache  vermege  ihrer  Festighstt  Msitt 
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also 


folgt.     Die   obigen  Gleichungen   der  Bewegung   lassen   sich  also 
jetzt  auf  folgenden  Ausdruck  bringen : 

9*x      «. du 

od«r,  wenn  der  Kfirse  wegen  .    -      i 

OF=P 
gesetzt  wird,  auf  den  Ausdruck: 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt: 

dx  S^     By  S'x      _,8a:      y§»  .  n/^*  ^*       ^  ^"\ 

ät  •  s?~3<  •  ä?  ~ '^W"  ^  a< + ^Var  Sy  ~  a«  •  W 

dy  Sh     dt'  8V_«8*      v^^of^  ^      ^*    3«\ 
dt   8*x     dx  8h       y8*      „dx      «/S*  Ö"       Bx  du\ 

BiW~dt'W'^Ft~'^dt  ■•" '^vä?  &  ~  SF •  Si/ 


Nun  ist  aber; 


Bx  3^     ^  8*x 

d.dg,dx     di'dfi~'si'W 

3.8«.^,     ft'iSfi-rt'Sfi 

3i'8«'Bl**= TST" ■• 


bUMir 


1  /t«r  grSsslen  Neigung. 


*  et«     er  et« 


"W 


Bä  ev    ^  B»£_/Sjy  8,ev-8« 


■  e(*    sc  6(« 


~\^t)    St 


^'di 


8y  e%    ei  s^_A>v  ^1^1  ^1 

St  8*x    Bx  S^_fSt\*  S   Sx  ei 
Stsi'~stdfl~\BtJ  'drdfft'- 


BakumtNch  ist,  vrenn  d  die  von  dem  «ich  benegenden  Punkte 
Bade   dw   Zeit  t   erlangte   nescliivindigkeit,    und  j   den   von 
b  der  Zeit  t  durchlaufenen  Weg  bezeichnet: 

*\8V  ~\ZxSt)  ~\Sg'8tJ  -\StSiJ  ' 


folglich  aach  dem  Obi){en: 


'#'  ®'^^' 


?5V 


8x  ^ 


(!)■  ■ 


Wie       8('8P  " 


3»   8^       ix  fh 
S8<»       8l'5"  = 


(!)■  • 


Wenn  man  dl«M  Audrdcka  In  die  inü  obigen  Gleicbungsn 
im  Beiragmg  afaiflUirtf  dann  «nnimmt,  daH  auf  den  »ich  bewe- 
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genden  Punkt  bloss  die  Schwere  wirke >  demzufolge  ^=0,  F=:0 
Z  =  — 2G  setzt,  und  hierauf  aus  ddr  zweiten  und  dritten  Gleichung 
die  Grosse  P  eliminirt,  welches  Alles  nicht  der  geringsten  Schwie 
rigkeit  unterliegt,  so  erh&lt  man  die  folgende  Gleichung: 

IG  ]  /dty  \da!~dx '  BzJ  +  /8*\«  V^  "8»  '5F/ 

m 

Diese  Differentialgleichung  und  die  Gleichung 

bestimmen  die  von  4prä  sich  bewegenden  Punkte  auf  der  Fläche 
beschriebene  Curve. 

Die  Curven  der  grossten  Neigung  werden  nach  dem  Obigen  ^ 
durch  die  Gleichungen 

charakterisirt. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  sieht  man,  diass' 
auf  einer  Fl&che  ein  Punkt,  auf  den  bloss  die  Schwere  wirkt*), 
keine  Curve  der  grossten  Neigung,  sondern  eine  solche  Curve  jeder- 
zeit nur  näherungsweise  beschreibt,  wenn  v  klein  ist,  und  zwar 
jederzeit  desto  genauer,  je  kleiner  t>  ist,  eine  Bemerkung,  die 
in  vieler  Beziehung  für  die  Praxis  nicht  ohne  Wichtigkeit  ist,  w^ 
aber   näher  zu   erläutern   nicht  an    diesen  Ort  gehOrt. 


*)  Also  I.  B.  da«  aof  einer  Fläche  herab  laufende  Waieer. 


ii-i     '.-.:{       ,,'i 


4)i  ünferdinper:    Zwr  Lehre  vom  DreieeM, 


XI. 

Zar  Lehre  yom  Dreieck. 

Herrn  Franz  ünferdinger, 
Lehrer  ao  der  Marine*  Akademie  m  Tri  est« 


Sind  Ji,  Bi,  Ci  (Taf.  X.  Fig.  5.)  die  Mittelpunkte  der  äoese- 
ren  BerGhruiigskreise,  welche  beziehungsweise  den  Ecken  A,  B^  C 
eines  Dreieckes  ABC  gegenüberliegen ».  ao  geben  die  Verbindangs- 
linien  AiBi,  AiCi,  B^Ci  durch  die  Ecken  C^By  A  und  stehen 
auf  den  Geraden  CC^ »  BB^ ,  AAi ,  welche  sich  im  Mittelpunkte 
o  des  eingeschriebenen  Kreises  schneiden,  senkrecht.  (S.  Herrn 
Rump's  Aufsatz:  ,, Beiträge  zur  Geometrie  im  Archiv  Theil 
XXVII.  p.  35.) .  Da  ferner  ^A^BC^liym^  —  B),  ^A^CB 
=  i(180O— C),  so  ist  in  dem  Dreiecke  A^BCi 

Z^  =  180«  —  4(1800-  ß)  —  i(180o— C)  =  i(Ä+  C)  =900— i^l. 

Auf  dieselbe  Art  bestimmt  man  die  Winkel  bei  Bi  und  Q ,  und 
man  hat  in  dem  Dreiecke  AiBiCii 

(1)       ^1=900— ii4,   ßj  =900—4»,   Ci  =  90o-4C. 

Nach  der  Figur  ist  auch  der  Winkel  a:  =  90o  —  4^  «nd  der  Win- 
kel y  =  90« —  JC;  man  hat  daher,  wenn  ACi'^u,  ABi  =  v  ge- 
setzt wird»  im  ^ABCi  tt:c=Sina::Sin  Ci  =Cosi»:Cos4C,  und 
im  ^  ABiC  ist  t?:6  =  Sin^:Sin»i  =Cos4C:Cos4/^f    mithin  ist 

_  cCosjig        _  ^CosjC      g^  r  _  _  cCosHB+bCos\C 

"""   cosiC  '    ^~    cosiB  '     ^iCi  — M  +  tJ—      CosTßCosjC     ' 

da  aber  bekanntlich 
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iac  '  iab 

so  wird 

c  Co8«iÄ  +  6  Co8«i  C  =  l(a  +  6  +  c) , 

mithin  ist,  wenn  wir  ^C\=ai  setzen  und  die  beiden  andern  Sei- 
ten des  Dreieckes  AiBiCi  mit  6|  and  C|  bezeichnen: 

g 2aV6c        

^""Siniil""V(a+c— 6)(a+6— c)' 

(2)  j  ^1  -  Sin  iÄ  -  V"(6+c-a)(ii+6-7) ' 

_      c 2cVäh 

^^  ""Sin  4C""  V(6  +  c— a)(a+c-«)' 

Mit  Hilfe  dieser  drei  Gleichungen  kann  man  die  Entfernungen 
Oif  6i9  Ci  der  Mittelpunkte  der  Süsseren  BerOhrungskreise  eines 
Dreieckes  berechnen,  wenn  die  drei  Seiten  a,  b,  c  desselben  ge- 
geben sind.  In  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  BiCxC  ist  der  Win- 
kel 2=90O-Bi  =  90O— (y0o_i^=:ij8.  setzt  man  daher  oCi=Ä8* 
oßi^A2*  oAi^hi,  so. hat  man  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
ACxo:  ti  =  AaCo82  =  A8Coslß,  mithin,  wenn  man  für  u  seinen 
oben  gefundenen  Werth  setzt  und  h^  bestimmt: 

"8  =  ft  1 1/^=  ./•; "   ,     '    .      ,     == »  und  ebenso  ist: 
^     CosjC     V(a+6+c)(a-t6-c) 

6      _  26V^ 

*•  -CoaiÄ'^  V^(ö+6_j.c)  (a+c-6) ' 

• 

__a laWTc 

'^~"Cosi24""V"(af6+c)(6+c-o)' 

Diese  drei  Gleichungen  gebe»  die  Ei^tf«rnungea  A|,  A^,  Ag  des 
Mittelpunktes  des  eingeschriebenen  Kreises  eines  Dreieckes  von 
den  Mittelpunkten  der  drei  Susseren  BerfibFongskreise,  wenn  die 
drei  Seiten  a,  b,  c  desselben  gegebeD  sind. 

Wir  werden  auf  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  später    wieder 
zurüclckommen  und  gelMn  nun  über  wmr  AnfUtonng  folgender 


(3) 


Zur  It/Ire  nun  Oreteek. 

E«  »ind  dU  Radien  a,  fe,  ^  der  ärel  IsiierecS«- 
ribrang«krel«e  elnea  Dreieckes  gegeben,  nan  aM^^ 
Dreieck  annVaeg.^  ,    . 

Beteicbnet  9  den  Radina  de*  eii^eadirtebeDe«  Kreleee  md 
^  den  FMchnrana  dea«reUcfce«.^  «o  iat-  ^'^chUJ^bL^ÜCVa 

p.-9aa)r-  ■■■■"  .i  ,   -•■-"^^-  ■ 


Femer  iat  nach  dem  Obigen: 

o  +  ft  +  c  =  2^Ci  +  ^  + J-), 
V.Pi       «t       ft/ 

nnd  wenn  man  von  dieser  Gleichuni;  nach   nnd   nach  die  aweite» 
dritte  nnd  vierte  in  (a)  aubtrahirt,  so  ei^ibt  sich: 

--^bh)-  '-(^s)'  '=<-^- 

and  wenn  man  Kt  J  seinen  Wertb  aua  (5)  setzt  und  redaclrt: 

f  j—         g«(ft+fa> 
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Eliminirt  maDin  den  aus  der  ebenen  Trigonometrie. beicannten 
Gleichungen : 

Sln«M=4j^(a+c-6)(a+6-o),    Co8«W=4j3(«+6+c)(6+c-a) 
die  drei  Seiten  a,  b»  c^  indem  aus  (d)  und  (a)  folgt: 

VPi      9%/\9i      9^  9i^9^Qz  . 

4^  /l     1     1  \iJ^ 

Q%Q9  \Qi    Q%    99/  Ol 

80  erhält  man  mit  Leichtigkeit: 


mithin  ist 


Slni=  *» 


2       V(ft  +  p,)(fa  +  p,)' 


(7)  <    Sin-^  = 


05„  C ^^ . 

r-,  -^  —  Vgig-2+ftg»  +  fag» 

I^OS  7%  SS  — ^  > 

(8)  ^    r^.g-Vftfa-'-ftgdS. 

1/08  Tf  ^  — ,.  .  .  =•» 

2     v^(o.+ft)(*.  +  e«) 

woraus  sogleich  folgt: 

(9)  <    S,nÄ=2^-^-^^^j(^^^j     . 

S.nC=2,?,     (^+^>(^+^     • 

TkeU  XXIX. 


Vnfträlngir:    Zur  Lehre  iwr  Brtleek. 


Di«  Gleichan;;  (4)  gibt  den  Hadim  p  des  eingeffcbrlebeiMB  Krei- 

•es,  ausgedrüclft  durch  die  Radien  @, ,  p,,  pj  der  äasacron  Uerflb* 
rangskreiBG.  VVill  man  ebenso  den  Radius  r  des  dem  Dreieck 
mnscb  riebe  neu  Kreit^es  uisdrüclien ,  6i)  eet/.e  man  in  der  h«lc«nn- 
ton  Formel 

für  a.  b,  e  and  d  seine  Wertlio  aus  (8)  und  (5),  und  man  «r- 
bSlt  sofort; 


(10)  r  =  i 


PiPi  +  eiPs  +  ftiPa 


Um  die  Entfernungen  Oi,  A, ,  Tj  der  Mitlefpunkte  der  Äusseren 
BerQhrnngslireise  unter  sicli  und  die  Enlferninigen  A| ,  Ag,  Ag  der- 
selben vom  Mittelpunkte  des  eingeachriebeiieu  Kreises  eu  erbal- 
tea,  haben  «vir  die  Gleicbun|ten  (2)  und  (-t),  welche  durch  Ver- 
bindnog  mit  jenen  (6),  (7)  und  (H)   unmittelbar  geben: 

-  V"(pi+eaKgi-|-p.Kfa+Pa) 

^eiea  +  eipj  +  paps 

V^PiPa  +  fth  +  faP« 

vpiPi  +  Pift  +  eie» 


(12)  I  A,=^v-^pj:i;.:^^MSKiIS(S±^, 


V(gi-fet)(ei-t;pi)(ft+gi). 
»ih  +  ftPi  +  e«ft 

?  lÖf'p. 

Fahrt  man  in  die  Gleiebnnf^en  (II)  durch  Verbindung  mit  (10) 
ritn  Radius  r  ein,   m  «rh&lt  man  ancb: 

(13)    «i"=4r(«,+fci.    ♦i»=w«<«i+e,).    c,«=4r(fc+ft). 
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vnd  Am  imn  die««  Gioichoogeii  aadi  «nte^  der  Porm  echreibeB  kann : 

so  wird  ersiclitlicb,  dase  die  Entfernung  der  Mittelpunkte 
zweier  äusserer  Berfihrungskreiee  die  mittlere  geome« 
irische  Proportionale  ist  zwischen  dem  Durchmesser 
des  umschriebenen  Kreises  und  der  Summe  der  Durch- 
messer jener  zwei  äusseren  Berührungskreise. 

Bezeichnen  wir  die  drei  Perpendikel»  welche  von  den  Ecken 
A»  ß^  C  eines  Dreieckes  ABC  auf  die  gegenüberstehenden  Sei« 
ten  üf  bi  c  geflült  werden  mit  Pi»  p%*  p%*   so  ist 

2A=apiy    %d=^bp^9    2A  =  cp^ 

oder 

_2£  2^        _2A 

"""Fl*       ""PS'    ^^P^* 

und  wenn  man  diese  Werthe  von  a,  6,  c  id  die  Gfeiehungen  (a) 
einflQhrt  und  dann  durch  2A  abkörst ,  so  erhält  man: 

1=1 .1.1 

9       th      th     Pt' 


(14) 


mithin  ist  auch 


1=1+1-1. 

^i       P%     Pi     Pi 

l  =  l  +  l-i. 

I»«        Pl       PH      Pt 

1=1  +  1-1; 

^8         Pl        P«       Pt 


(15)  1  +  1+1=1+1  +  1  =  ?, 

Pl      P2      Pt      Qi      Q%      Qi      Q 

d.  h.  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Perpendi- 
kel ist  gleich  der  Summe  der  reciproken  Werthe  der 
Radien  deräusseren  Berührungskreise  oder  gleich  dem 
reciproken  Werthe  de«  Radius  des  eingeschriebenen 
Kreises. 

Zieht  man  von  der  Gleichung  (15)  nach  und  nac^  die  swehe» 
dritte  und  vierte  der  Gleichungen  (14)  ab,  se  gelaogl  rata  ra 
folgenden   Relationen: 


(16) 


Px~'\9»^(J'  ^.-^W^)'  ft-We;)' 


»• 


41t  Brnfwälufir.-   zm-*Uny*0m9mtmL 


Wenn  nir  denjenigen  Snsseren  Benlhrangskreis,  dessen  Rftdins 
Pi  ist,  iu  Be^ugaufdas  Perpendikel  pi  den  gegenüberliegen- 
den BeriihrungKkteia,  die  beide»  anderen  aber  anliegende  Be- 
iDhrungsbreise  nennen  und  dieselben  Begriffe  in  Bezug  auf  die 
Perpemlikel  /ig,  p^  feilhalten,  ao  kann  man  sagen:  Der  reci- 
pToke  Werth  eines  Perpendikels  ist  gleich  dem  arith- 
metiachen  Mittet  der  reciprokcn  Wertbe  der  Radien 
seiner  anliegenden    Berührnngskreise. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  enthalten  die  AuflQsung  eines 
Dreieckes,  wenn  die  Radion  der  drei  äusseren  Berührungs- 
kreifue  gegeben  sind.  AnT  ähnliche  Weise  gelangt  man  zur  AuflÜ- 
sung  des  Dreieckes,  nenn  der  Radiuiü  q  des  eingeschriehenen 
Kreises  und  die  Radien  p, ,  q^  ztveier  äusserer  ßerühnings- 
kreise  gegeben  sind,  nie  sieb  überhaupt  zwischen  den  hier  in 
Betracht  gezogenen  Stücken  noch  manche  bemerkenswerthe  Rela- 
tionen ableiten  lassen. 

Anmerkung.  Aehnliche  Relationen,  wie  jene  (14),  (13)  nnä 
(16)  lassen  eich  auch  für  die  dreiseitige  Pyramide  aufstellen,  wie 
folgt:  Bezeichnen  wir  die  SeKenflSchcn  derselben,  heziehangs- 
-neise  den  Ecken  A,  B,  C,  D,  mit  a,  b,  c,  d,  den  Radius  der 
cingeschnebenen  Kugel  mit  q,  die  Radien  der  vier  äusseren  Be- 
lührungKkugeln  mit  Qi,  ^,  ^,  ß^  und  das  VuiumeD  der  Pyra- 
mide mit    F,  so  ist : 

r=i(,a  +  b-^c  +  d)Q, 

F=Hb  +  c  +  d-a)e,, 

■  r=i(a  +  c  +  rf-4)ft, 

F=Ha  +  b  +  d-c)tt. 

=  Ha  +  b  +  c—d)t^. 


<■«'  h'(^+s+s+fJ- 


(S.  Archiv.  Tbl.  XXVIIl.p.QO.)  Sind  ferner  ;>,,;>„  p, ,  p«  die 
vier  Perpendikel,  welche  von  den  Ecken  A,  B,  C,  D  auf  die 
gegeoBbersteheDden  Seitenflftchen  geßtllt  werden,  so  ist  aiidi 

V=\api,     V=\bp^,     V=\cp,,     V=\dp^% 


3r 
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Setzt  man  diese  Werthe  von  a,  b,  c,  d  \n  i\e  Gleichungen  (17), 
so  erhält  man: 

1=1.1.1.1 

9       Pi     P*     P»     Pt' 

1=1 .1.1_1 
9i      Pt'^Ps^P*     P\ 

(19)  <1=1  +  1+1_1.  • 

9%      P\     Pz     P^     V% 

i=i+l+i_l. 

^      Vx     P%     V^     Ph 

i=i  +  l+i_l. 

^4         P\        P%       PZ       P4 

Die  erste  dieser  fünf  Gleichungen  gibt  in  Verbindung  mit  jener  (18): 

(20,  1  +  1  +  1  +  1  =  1(1+1  +  1  +  1). 

P\     P%     Pz     P4        VPi      ^t      9%     QJ 

und  wenn  man  von  dieser  Gleichung  nach  und  nach  die  zweite« 
dritte»  vierte  und  fünfte  der  Gleichungen  (19)  subtrafairt,  IM),  er- 
gibt sich  leicht  folgendes  System  von  vier  Gleichungen : 


(21) 


Pi       \9*      9»      9«     9t/' 

I=i(l+1+1_1Y 

l=i(l+l+l_l). 

P9       \Qi      Q%     Q^     9%/ 

!   L  =  l^i  +  1  +  1-1^ 
P4       Vpi      ^^^      qJ' 


Smmp:     SM*  mätrt  AuflOnMf 


b 


Eine  andere  Auflösung  der  im  Archiv  Band  XXV 111. 
Heft  3.  Seite  314.  behandelten  Aufgabe. 


Herrn  Professor  F.  H.  Aum;t 

am  GymoBiium  ed  Cäafctd. - 


Von  eiuem  Dreiecke  AOB  (Taf.  X.  Fig. 9.)  seien  die  beiden 
Sfilten  OA  =  a,  OB:=b  und  der  von  denselben  eln^achlossene 
Winkel  AOB=i  gegeben.  Man  soll  die.««  Seilen  um  zivei  SUtdir 
AC  und  BD  verlängern,  so  dasH  diese  Slficke  in  einem  gegebe- 
nen VerbSUnisRe  m:n  stehen  und  die  ihre  Endpunkte  verbindende 
^•radfl  Linie  CD  eipe  gegebene  GrOsse  e  b»t. 

G^ometriscfae    ^^ttflOsui^. 

Conetruction.  Schneid«  von  der  Saite  OA  eio  Stflck  OP 
ab,  so  daaa  sich  verhält  QP:OB^m:n  und  ziehe  PB.  Ter- 
IKnt(ere  hierauf  AB  um  sich  selbst  bis  X  und  schlage  mit  c  als 
Radius  ans  h  einen  Bogen,  der  die  Pß  in  BS  trifft.  Ziehe  dann 
aus  M  eine  su  AO  purallele  Linie,  nelche  die  OB  in  li  schnei- 
det und  verlfingere  itie  Seile  OA  am  AC^TfM  und  die  Seite 
OB  um  BD  =  NB.   vromlt  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

Beweis.  1.  V.s  Ut  AC.BD  =  JS]II.Nß=  OP:OB=m:n. 
Die  VeilSngeningen  haben  also  das  verlangte  Verbältniss. 

II.  Ziehe  AK  parallel  OD,  DK  parallel  BA  and  verbinde  C 
mit  K,  C  mit  Z>  und  Jlf  mit  h.  Dann  ist,  da  AC=yM,  AK 
=iBD  =  NB  und  der  Winkel  CAK=MIiB  Ist,  auch  ^CAK 
^^MNB,  und  folglich  CK=MB.  ferner  CKA=MBIV;  ned 
daher  ist  auch,    wenn  man  zu  beiden  Seiten  die  gleichen  Winkel 


AKD  und  NBL  bioBufilgt,  der  Winkel  CKD^MBL.  Da  oud 
überdiess  auch  KD^AB=  BL,  so  ist  A  CSD  ^  A  MBI^  und 
folglich  CD=zML=zc.  Es  hat  also  die  Verbindungslinie  CD 
die  verlangte  Grosse. 

Nach  Anweisung  der  vorstehenden  geometrischen  Behandlung 
ergiebt  sich  nun  feigende 


Trlgonenietri«che  Auflösung. 

a.  Aus  dem  Dreiecke  AOß  ergiebt  sich 

to   fl^,  ««'"< 
^'^      6  — acost* 

b.  Aus  dem  Dreiecke  POB,  in  welchem  OP=^'-.OB:=s — 

n  II 

ist,  ergiebt  sieh 


tngiy  = 


m  sin  t 


n — fficost 

c.  Aus  dem  Dreiecke  JUBL,  in  welchem 

^Z.^^JB=Va«f  6«— 2aöcost 

Ist,  ergiebt  sich  nun 

glr.sInQg— iy)       sin(/J— iy)Va«  +  6«  — 2a6cos< 
•*"'  = SI ==" c • 

d.  In  demselben  Dreiecke  MBL  ist  nun  ferner 

""        sin(/?— iy)        ""      sin(/J— iy) 

e.  Setxen  wir  nun  ACz=:x  und  BC^y,  so  ergiebt  sich  ans 
dem  Dreiecke  MNB: 

M»T_  MB.Blufi  ^  csln(/?  —  iy  — g)siniy 

ar—ÄiV-      ^.^^.      —       sln(/}— i7)sin£      ' 

^  sm£  sIn(/3— i7)sln< 

Wir  haben  also  zur  Auflösung  unserer  Aufgabe  folgende  Formeln : 

^v  mslnl 


44i  Mump:  mmmmLättfff^.mrmirek.BAMa.MMi. 

W  «ntss ^  • 

...  ^^ csIpQ?— i|-f)siny, 

/K\  __c«hi(p— iy— f)«iafa+t) 

Zasati.    Setien  wir  -  =  fi   und    j^^t  «ogelieB  4ie  drei 
arstra  der  Tontehendeo  Formeln  Ober  in: 

^^  iistnl    . 

(3)  sintsi^sinOI— f)Vl  +  «*-Sye«w{> 

e 


XIII. 

Beweis,  dass  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  cubischen 

Gleichung 

reell  sind. 

Von 

dem  Heraasgeber. 


Den  Ton  Herrn  Sylvester  gegebenen  schOnen  Beweis»  dass 
die  sämmtlichen  Wnrzelo  der  cubischen  Gleichung 

(ar— a)(a:— 6)(a:-c)-iP(a:-a)— 6«(j:— 6)— /«(o:— c)+2€ie/*=0 
oder»  wenn  man  der  Kurse  wegen 


Srun^ri:  Bemeti,  dan  die  Mämmü.  Wur%.air€uä.£ietek.el€.  443 

setzt,  die  Wurzeln  der  GleicbuDg 

sämmtlich  reell  sind»  bann  man,  aach  ohne  auf  die  allgemeine 
Theorie  der  Determinanten  zurfickzagehen,  einfach  und  ganz  ele- 
mentar auf  folgende  Art  darstellen. 

Man  setze 


so  Ist 


/(— a:)=— «»— ilr«— Bx  -  C; 


also: 


^a:)e:(a:»  +  Bar) — (Ar«  +  C) , 
und  folglich: 

woraus  sich  sogleich 

ergiebt 

Nun  Ist  aber  nach  dem  Obigen: 

^«-.2i?=(a+6+c)«—2(afi  +  ftc+ca—iP— «•-/*) 
=    aS  +  6*  +  c*4-2(a6  +  6c-hiMi) 
— 2(ii6+6c+ca— iP— 6«— /^; 
folglich  offenbar: 

woraus  sich  erglebt»  dass  JP^-iB  eine  posItlTe  GrSsse  Ist 
Femer  ist  nach  dem  Obigen: 


— S(«  4-  A  -I- «)  («te—Mi*— li^  ef*  -  Id«/) 
— S<i6e(a + 6 -f- e) +S(a + A  ^  e)  («P-|-6^-f  €/•  f  5kb/)  ~ 

^  .  .  I      •  ■  i 

-f- S(«  •!■  A + e)  («P  4- ^  +  </* + Sii«/) 

-Soft/*— 26eil*- Seofl^  ■!•  4Mi^-|- 4Wi/-|>  4e^/ 

+S(«l+«/)«+9(6«+il/)«+2(</+«fc)«, 

woraus  sieb  ergiebt,  iuB  «ach  B*--ftifC  eiB»po«itiv«  GrOMe  iat. 
8«txen  wir  der  Kdrie  wegmt 

Ai=A*—2B,    Bi  =  B*-2AC.    Q  =  C«j 

•o  sind  Ai,  Bi,  C|  Unter  positiv«  GrSssen,  u«4  D«cb  dem  Obi- 
gen ist: 

—f{x).f{-T)  =  a;«— i3r,.T*  +  &j*—  C.. 
Hfttte  BOD  die  Gleichung 

die  imaginSre  Wurzel  qW — 1,  so  daee 
wire,  80  wftre  auch 

und  folglich,  weil  nach  dem  Vorhergehenden 

ist: 


oder : 

was  ofleobar  ungereimt  ist,  da  oacb  dem  Otilgen  die  Coeffiden- 
teo  Alf  Bit  Ci  säromtlich  positiv  sind. 

Hätte  ferner  die  Gleichung 
die  imaginäre  Wurzel 


"    ;•      s-.-i 


so  setze  man 

wo  JPi  =  ^  V — 1  ist,  und : 

a  =  p-|-ai,    6=p+6i,'    c  =  p  +  Ci; 
also: 

Weil  nun  nach  dem  Qhtgea 

/(a-)  =  (a- -  a)  (a-— 6)  (j:— c) — «P  (j:— a) — ««(j:— 6) — /^  (j:  -  c) + 2<te/ 

ist,  so  ist 

und  folglich,   weil  nach  der  gemachten  Voraussetzung 
ist: 

I 

wo  bekanntlich  ar|  =  y  V — 1  ist.    Also  hätte  die  GMchanff 

4i|i  im«gui&ra  Wonel  «  V^,  waa  nsdi  toi^  vorhfc 
wgfrrthat  ist.  di^  obw  gm«,  bn  4%eiiiiiM»  s^ieigl  ipudaii 


■•    \ 


daM  keine  Gleichioig  tod  dieeer  Farn  rine  inaginlre  Wvriel  vw 
•der  Form  9  V^  babeo  kaaa.    Also  kam  Mch  die  Gleickwtg 

keiee  iaMgioire  Wmel  tod  der  Fora  p^qST^  l»bei(t  «0  daee 
fblgiidi  alle  WunelD  dieeer  GieicIniBg  reell  eind,  wto  Wlileeep 
werden  eoUte. 


ILW. 

lüg  der  Gldclmiig  aller  derjenigen  DrdmngB- 
irelche  fSr  je  eine  Sehnittebene  mir  einen 
ParallelkreiB  sEolassen. 

Von 

Herrn  Professor   Friedrich  Mann 

an  der  Rantonaachole  in  Fraaenfeld. 


Nehmen  wir  an,  es  sei  die  Axe  OZ  des  reclitwinkeligen  Coor- 
dinateosystems  Drehangsaxe»  so  mass  die  Gleicliuog  jeder 
solclien  Drebungsfläcbe  oiTenbar  so  bescbaiTen  sein,  dass  sie  in 
die  MittelpunktsgleichuDg  eines  Kreises  fibergeht,  sowie  man  sich 
in  ihr  x  constant  denkt  Diese  Flftchengleichnng  moss  daher  aof 
die  Form 

«•  +  »•=/-  (1) 

gebracht  werden  kOnnen.  Eine  Gleichung  von  dieser  Beschaf- 
fenheit an  haben^  ist  gemeinsamer  -  Charakter  aller  Drehnngs- 
fl&chen  der  bezeichneten  Art  Jeder  Spezialität  innerhalb  der 
Gruppe  dieser  Flächen  entspricht  natfirlich  ein  besonderer  Bau 
dee  Ansdmcks  fm,   welcher  gefnndeii  werden  kann,  sowie  inan 


weUke  füfS^  ^tM  Sekmtieöene  nur  einen  ParaUeikreii  nUanen.  447 

das  kennt,  was  die  Fläche  in  ihrer  Besonderheit  charakterisirt, 
nSmIich  die  Erzengende.  Ist  s.  B.  die  Gleichung  der  in  die 
Ebene  ZOT  fallenden  Meridiancnnre  bekannt,  so  lässt  sich  /• 
sofort  bestimmen.  Denn  a?*-f  jy*  =  A  geht  offenbar  in  die  Glei- 
chung  dieser  MeridiancurvQ  fiber,  wenn  man  jr=0  setzt.  Hier- 
aus  erhellet»  dass  /•  nichts  anderes  ist,  als  der  Werth»  welcher 
dem  y^  jener  Meridiancurve  zukommt.  Hat  man  daher  die  Glei* 
chung  dieser  (in  YOZ  liegenden)  Meridiancurve ,  so  darf  man 
derselben  nur  den  Werth  von  y^  entnehmen  und  denselben  in 
Gleichung  (1)  an  die  Stelle  von  f%  setzen,  um  die  Gleichung  der 
besonderen  Drehungsflftche  zu  haben,  um  deren  Auffindung  es 
sich  handelt. 


Beispiele. 

1)  Ist  die  Erzeugende  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  in  O, 
deren  grosse  Axe  2a  längs  OY  und  deren  kleine  Axe  26  längs 
OZ  ßlllt,  so  ist  die  Gleichung  der  In  ZOF  Hegenden  Meridiancurve 

Der  dem  y^  zukommende  Werth,  d.  h.  das  /^,  ist  daher  in  diesem 
besonderen  Falle 

und  daher  die  Gleichung  der  betreffenden  Drehungsfläche  (d.  h. 
die  Mittelpunktsgleichung  eines  Brehanfnielliptfotdii  mit  den 

Axenlängen  2a  und  26): 

a^ 

oder 

6*.(a:«  +  ^«)  =  a«6«-aV, 

oder  endlich 

aV+6«(:r»+y«)  =  a«6«. 

In  ganz  ähnlicher  Welse  gelangt  man  zu  den  Gleichungen  des 
Drehungshyperboloids  und    des   Drehungsparaboloids. 

2)  Die  Erzeugende  sei  eine  Gerade,  welche  die  Orebiings- 
axe  OZ  unter  einem  Winkel  schneidet,  dessen  Tangente  ^=^m 
ist  und  welche  zugleich  durch  O  geht  In  diesem  Falle  ist  die  Glei- 
chung der  in  ZOT  liegenden  MeridlanearTe: 


abok  der  den  jf*  lokonuiieiide  Wertbf  d*  h.  da«  /«•  s  iäM.  pi« 
Ohrfliiiiigffliclie  (wdclie  in  diestm  l^dDe  riA  PrfifciiaifliifKrt 
•da  muMf  decMD  Spitie  in  O  liegt  nnd  weldieBi  ai  ab  Tan- 
fente  des  eneofenden Winkele  eatupriclii)  hat  daliefr  m  CpMcjhmg: 


a»  +  ^ss^nAfi. 


Uebor  die  Bestianniuig  der  AnnU^aller  ZaiHtt,  welche 
relatiYe  PrimnUen  n  einer  go^benen  Zahl  und  kld- 

ner  als  diese  sind. 

« 

Von 

Herrn  /•  B.  Sturm^ 

gepröfteni   liehraint« -Kandidaten    in   Regenibnrg. 


In  der  Schrift:  »»Elemente  der  Zablen-Theorie  von 
Dr.  Herrn.  Scliwarz.  Halle.  1855.''  findet  sicli  auf  Seite  14  a.  f. 
für  die  in  Rede  stehende  Bestimmung  ein  Beweisverfahre o ,  dem 
eine  strenge  Verallgemeinerung  abgeht.  Da  diese  indess  auf  den 
dort  betretenen  Wege  ohne  grosse  Weitschweifigkeit  schwerlich  m5g- 
lieh  sein  dörfte,  so  glaube  ich,  dass  eine  Modifikation  der  frag- 
lichen Beweisführung  wünschenswerth  sein  därflte,  nnd  ich  theile 
daher  im  Nachfolgenden  eine  solche  mit,  vifn  der  ich  dafür  halte» 
dass  sie  sowohl  allen  Anforderungen  strenger  Wissenschaftlich- 
keil  geoGge,  als  auch  in  praktischer  Beziehung  die  Beetimaiung 
der  Anaabl  aller  Zahlen,  welche  kleiner  als  eine  gegebene  Z^lil 
nnd  SU  dieser  relative  Primzahlen  sind,  vielleicht  auf  die  kürzeste 
nnd  einbchste  Welse,  die  mOglich'  ist,  gebe.*) 


*)  Mao  Tcrgl.  meine  Darstellung  cfes  in  Rede  atehenden  wichtlgea 
Gegenetaodee  im  Archfr.  ThI.  IIT.  Nt.  Xü.  S.  196.  G; 


Die  AnsaM  S'N  aller  Zahlen,  weldie  kleiner  ab  irgend  eine 
Zahl  NvnkA  zv  dieeer  relative  Primsablen  eiiidy  wird  in  gani  natflr« 
licher  Weise  dadorch  erkalten,  das«  man  in  der  Reihe  der  2ah« 
len  von  1  bis  N  alle  diejenigen  streicht,  welche  einen  Theiler 
mit  2V  gemeinschafllich  haben.  Bezeichnen  nun  a,  b%  c...  von 
einander  verschiedene  absolute  Primsahlen,  so  ergibt  sich  COrdie 
Bestimmung  von  S'N  folgender  W^: 

1)  Zuerst  werden  aus  der  Reihe  der  Zahlen  von  1  bis  ZV 
alle  die  gestrichen »  welche  den  Theiler  a  mit  N  gemein  haben ; 
ihre  Anzahl  sei  x  und  sonach  die  der  fibrig  bleibenden  N-^a; 

2)  aus  diesen  werden  jetzt  diejenigen  weggelassen,  welche 
den  Theiler  b  mit  ZV  gemeinschaftlich  besitzen;  ihre  Anzahl  sei 
y,  sonach  die  der  noch  ^brig  bleibenden  iV— 4?-— y; 

3)  aus  diesen  streicht  man  jetzt  diejenigen,  welche  den  Thei- 
ler c  mifN  gemein  haben;  ihre  Anzahl  sei  «,  also  die  der  noch 
Obrigen  N — o:— y  — x; 

u.  s.  f. 

Dieses  Verfahren  läsat  nun  aber  eine  sehr  bemerkenswerthe    . 
Modifikation  zu,  die  jetzt  zuerst  ausgesprochen  und  dann  gerechf- 
fertigt  werden  soll.    Es  kann  nämlich  abgeändert  werden 

2)  dahin  ^  dass  man  in  der  Reihe  der  Zahlen  von  1  bis  N^x 
alle  die  aussehliesst,  welche  durch  den  Theiler  b  von  N  theilbar 
sind; 

3)  dafiin,  dass  man  in  der  Reihe  der  Zahlen  von  1  bis 
N—x-r^y  alle  die  streicht,  welche  den  Theiler  c  mit  ZVgiämein- 
schafUicb  haben; 

u.  s.  f. 

Fflr  die  Zahl  106,  welche  die  absoluten  Primtheiler  3,  5,.  7    • 
hat,    gestaltet  sich  das  so  eben  erwähnte  Verfahren    folgender- 
maassen: 

35  =  Anzahl  der  durch  3  theilbaren  Zahlen  von  1  bis  105; 


Rest  =70 

14  3  Anzahl  der  durch  5  theilbaren  Zahlen  von  I  bis  70; 
Rest  =  56 

8  ^  AnaHiibl  der  durch  7  theilbaren  Zahlen  von  I I1I9  56; 
Rest  =  48  c=:  5'105.  ^ 


400  Mi»r»;  ü§Ht4I^BMimmiim94trämuMmlktUMm, 

In  w#lch6r  OrdbwBg  die  abfolutM  Pritttheller  3»  5»  7 
MM  w«ffdMi»  bt  gans  gtekhgütig;  so  bitte  m»M  Ib  lUMef  Bei- 
epMe  unter  Andern  nndi  so  ▼eifthren  können: 

105 
,31  ssAmabl  der  dureb  B  theilbwmZahl«»  vm  lUslOB; 


\* 


Rests:  84 

18  ssAniahl  der  dnreh  7  thislllwraii  Zahlen  von  1  Ms  84; 
fteat=  73 

24  =ABiahl  der  durch  3  tbeilbaren  Zahlee  vea  1  WeTS; 
Bert  =  48  =  5*106. 

N«o  VQX  ReehtferägaDg. 

Int  die  Zahi  N  dorch  a  tbeilbnr,  no  ist  die  Ansteht  dier  dnreh 

a  theilb*'^  Zahlen  von  I  bin  2V  neibetverstSndlldi  c=^t  indem 
eie  Dftmlieh  die  folgenden  nind: 

A)  a,  2at  3a»  4«  ....  ( -r  )«- 

« 

Nnn  theile  man  die  Zahlen  von  1  hie  2V  in  a  Grappen«  no  wer- 
den  in  jeder  Gmppe  —  Glieder  vorkommen,  also  gerade  eo  Tleiet 

al«  ee  von  1  bis  iV  durch  a  tbeilbare  Zahlen  ^bt,  und  nehme  an, 
daas  ea  in  der  letzten  Gruppe  a?  Zahlen  gebe,  welche  durch  as 
theilbar  sind,    nämlich  die  Zahlen: 

Dividirt  man  jetzt  die  Glieder  der  letzten  Gruppe  durch  b,  so 
haben  die  Reste  folgende  Reihenrolge: 

C)  1,  2,  3,  4,...- (6—1),  0, 

N 
die  aich  so  oft  wiederholt,   als  der  Quotient  -r  angibt    Schreibt 

man  femer  die  Zahlenreihe  A)  in  Form  folgender  Horizontalreihen : 

Qf    2a,    Sa,  ^ia,*..,  (b-^l)a,    ba; 
(6+l)a,    (6+2)a,    {b+3)a,    (6+4)a,....(26— l)a,    26a; 


(f-»+0-  (?-H.)..  .,(?-0-  (f)-' 


reiOi. PfimuMe9  »u  einer  §eped.  Zaki  u.  kleiner  nie  diesee^ui.  4SI 

deren  Anzahl  selbstredend  ebenfalls  —i  ist,  so  überzeugt  man  sich 

auf  der  Stelle,  dass,  wenn  durch  b  dividirt  wird,  die  einzelneo 
Horizontalreihen  die  nämlichen  Reste  in  der  nämlichen  Aufeinan- 
derfolge geben,  und  dass  die  Reste,  wie  sie  in  jeder  Horizontal- 
reihe vorkommen,  gerade  so  viele  und  dieselben  «ind,  als  in  C), 
nur  mit  dem  Unterschiede  einer  anderen  Aufeinanderfolge,  mit 
einziger  Ausnahme  des  Restes  0,  der  fiberall  an  der  letzten  Stelle 
steht.  Diess  festgehalten,  wird  man  vor  und  nach  jeder  der  Zahlen 
in  B),  die  letzte  ausgenommen,  die  übrigen  Multipla  von  a,  welche 
in  den  ,  ersten  (a — 1)  Gruppen  vorkommen,  der  Art  beiordnen 
können,  dass,  wenn  nach  dieser  Anordnung  durch  b  dividirt  wird, 
die  Reihenfolge  der  Reste  die  nämliche  ist,  als  In  C).  Hieraus 
folgt  nun  der  wichtige  Satz: 

Wenn  die  Reihe  der  Zahlen  von  1  bis  jEV,  die 
durch  die  von  einander  verschiedenen  absoluten 
Primzahlen  a,  6,  c,  <2, ....  u.  s.  f.  theilbar  ist,  in 
o  Gruppen  getheilt  wird,  und  man  hierauf  dieje- 
nigen Zahlen  ausscheidet,  welche  durch  a  theil- 
bar sind,  so  werden  die  in  der  letzten  Gruppe 
übrig  bleibenden  In  Bezug  auf  die  Reste  bei  der 
Division  d'urch  b,  c,  d,  u.  s.  f.  vollkommen  ersetzt 
durch  die  in  den  ersten  (a — 1)  Gruppen  gestri- 
chenen Zahlen; 

durch  welchen  Satz  der  oben  angegebene  Weg  zur  Bestimmung 
von  S'JS  vollkommen  gerechtfertigt  Ist. 

Da  bekanntlich  die  Zahl  N  anter  der  Form :  a^ßc^d^.*..  darge- 
stellt werden  kann,  80  Ist:  5'iV^=a«-*(a— l)6/»-i(6— l)cy-i(c-I)...., 
denn  man  hat  nach  und  nach: 

a^-ibßcv . . . .  =  Anzahl  der  durch  a  theilb.  Zahlen  von  1  bisiV 

Rest  =0«-^«— l)^^^--- 

i,o-i(a — l)bß'-^cy....  =  Anzahl  der  durch  6  theilbaren  Zah- 

Jen  von  1  bis  a^-'^(a — \)bßcv.,,. 

Rest  z=:a«^^(a^l)bß'-^{b-'l)cr.... 

1,0-1(1, «.1)^^1(6  —  1) er-*....  =  Anzahl  der  durch  c  thell- 

baren  Zahlen   von  1  bis 
a«-»  (a-1)  bß-^  (6-1)  er.... 

Rest  =  a«-»Ca-  l)6/»-H*--  l)cy-^(c  -  D---» 

u.  s.  f., 

Theil  XXIX.  30 


IBI  Brmmwt:   Uemmtanr  BemtU  ätß  BUttm 

•Im 

oder 

,5'iV=JV(l-J)(l-1)(l-J) 


•••• 


.  k 


Eteinentarer  Beweis  der  Reihen  f9r  den  8i*as  und 

Ceefams  durch  den  Bogen. 


dem  Herausgeber. 


Elementare  Beweise  der  Reihen  (iit  den  Sinns  und  Cosinus 
durch  den  Bogen  sind  fär  den  Unterricht  in  der  Trigonometrie  so 
wichtig,  dass  jeder  Versuch,  dieselben  möglichst  zu  vereinfachen 
und  zu  vöiliger  Strenge  zu  erheben, Willkommen  geheissen  wer- 
den muss,  auch  seihst  dann,  wenn  er  sich  nur  an  bereits  Be- 
kanntes anschliessen  sollte.  Freilich  liegt  es  in  der  Natur  der 
Sache,  dass  diese  Beweise  nie  ganz  einfach  ausfallen  können; 
wenn  sie  sich  aber  nur  an  ganz  elementare  arithmetische  Sfitze 
anschiiessen,  aus  der  Trigonometrie  nur  solche  Sätze  in  Anspruch 
nehmen,  welche  der  Elementar -Unterricht  in  dieser  Wissenschaft 
nicht  leicht  übergehen  wird,  und  ausserdem  auf  einer  wenig  ver- 
wickelten, leicht  übersehbaren  Schlussfolgerung  beruhen:  so  scheint 
den  Ansprüchen,  welche  der  Elementar -Unterricht  zu  machen  he- 
rechtigt  ist,  genügt  zu  sein.  Ein  grosser  Gewinn  wird  es  sein, 
wenn  durch  solche  strenge,  möglichst  elementare  Beweise  endlieh 
die  ganz  unwissenschaftlichen  sogenannten  Beweise  oder  Entwicka» 
langen  durch  die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  und  andere 


/Kr  flen  stnus  und  Cosinut  durcA  tltn  Bogen. 

gleich  verK-erriiche  Methoden,  mit  «eichen  man  die  Jageni),  nru 
grüssten  Schaden  für  die  mathema tische  Ausbildang  derselben,  immer 
noch  hin  und  wieder  in  einem  analytischen  Labyrinth  herum  zuführen 
beliebt,  in  welchem  betnWegziim  gedeihlichen  EndeTührt,  ganz  au< 
dem  matbematiachenElenientar-Unterrichte  vcnlräitgt  werden;  denn 
wie  verwerflich  nanieittlich  die  genannte  iMethnde  ist,  hat  nur  erstni 
crlich  ein  als  ganz  misfglilckt  zu  betrachtender  und  aU  itiilcher  nach- 
gewiesener Versach ,  durch  «-eichen  derselben  iu  der  huberen  Analy- 
flis,  wer  weiss  aus  welchem  Gnitidej  einii^e  Concessinnen  gemacht 
werden  sollten,  wiederholt  auf  das  Deutlichste  bewiesen.  Da 
Methode  aber  immer  noch  hin  und  wieder  benutzt  wird,  so  kann  man 
nicht  oft  genug  auf  deren  Schädlichkeit  hinweisen. 

Der  Beweis,  welchen  ich  im  Folgenden  fßr  die  erwähnten 
Reihen  geben  werde,  ist  keineswegs  ganz  neu,  sondern  sucht  nur 
auf  möglichst  einfache,  aber  strenge  Weise  den  ältesten  Betveis, 
welcher  für  diese  Reihen  gegeben  noiden  ist,  darzustellen;  und 
CS  wird  mich  Irenen,  wenn  derselbe  für  den  so  wichtigen  trigono- 
metrischen Unterricht  sich  geeignet  erweisen  und  auch  durch 
Miltheilung  dieses  Beweises  das  Archiv  einen  seiner  HauptzuecLf, 
cur  Verbesserung  des  mathematischen  Unterrichts  beizutragen, 
erreichen  sollte.  Ich  wüsete  in  der  That  nicht,  welcher  der  im 
Folgenden  angewandten  Schlüsse  sich  einem  gut  vorbereiteten 
Anfänger  nicht  sollte  zu  völliger  Deutlichkeit  hringei 
durch  —  wie  es  Hauptziel  jedes  Urlerrlchfs  sein  muss  ~~  allein 
völlige  Ueberzeuguijg  bewirkt  werden  kann.  Ich  möchte  doch  ein- 
mal die  Herren,  welche  sich  immer  noch  der  Alethode  der  unbe- 
stimmten Coefticienten  bedienen,  auf  ihr  Gewissen  (ragen:  ob  sie 
denn  wirklich  von  der  Richtigkeit  aller  ihrer  Schlüsse  bei  dersel- 
ben und  der  Resultate,  welche  sie  durch  dieselbe  herausbringen, 
i<elbs1  vollkommen  Überzeugt  sind?  oder  ob  sie  nicht  der  Jugcin) 
etwas  vordemonslriren,  ^an  sie  sellist,  nenn  sie  aufrichtig  gegen 
sich  sein  wollen,  fßr  leere  Spiegelfechterei  halten  müssen?  Deu 
Hinweis  auf  verschiedene  neuerlich  erschienene  Schriften  will  ich 
mir  ersparen. 

1. 

Um  die  Reihe  für  den  Sinus  zu  erhallen,  nehn.e  ich,  t^ic 
schon  die  älteren  Analytiker  ihulen,  von  der  folgeiuleu  Reihe, 
welche  für  ein  positives  ganzes  n  ein  nur  elnigermaassen 
aosführlicher  *)   trigonometrischer  Elementar- Unterricht  durch  den 


■)  Ein 
der  Beihon  für 
ich  nicht. 


lerer  wird  «icli  r 
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ScblujM  von  n  auf  n-|-l  *)  zu  beweisen  irohl  schwerlich   antei- 
UwseD  wird,  meinea  Auslauf: 

«in  ILT  =:  »i  coear"-^  «in  x  —  n^  coBX"-'sin  a;' 

+  Ha  cosa^^-'sin  x^ 


wo  hier  nnd  bn  Folgenden  wie  gewiibniicb 

"i>    »"ai    "■•    "41     "fl.-"' 
die  Binomial-CoerScienten  ÜSt  den  [lositiven  ganzen  Exponenten  n 
bezeichnen,   fibri^ens  die  Reihe  ao  weit  fortgesetzt  wird,    bis  sie 
tvflgen  der  verschiviodeodenBinnraial-CocrScienten  von  selbst  abbricht. 

Setzt  nian   —  fär  x,  so  erbilft  man: 


siQ;i;:=      j  (cos— )''-'sii 
„(n_l)(n-2) 


.72:3 M«^)-'(«l-';r'' 

+ 1.2.3.4.5 {coB-)-»{Bin  -)« 


odK: 

B\nxss     B(co»-)"~'sin- 


r>(c(»8-)"-«(»in-)» 


"-äx'-j'c-i'C-;' 


*)  Scboa  nm  den  Anfänger  niK  dieiBm  lo  wlchtlgea  SchlnMC  Inmiar 
mohr  und  mehr  vertraut  id  machen,  aollle  tnaa  die  EntwickeloDg  der 
ftagHcbeQ  Reihe  oder  Gleichung  bei'in  trigonometriichen  Eletoeatai- 
lletetrichte  nie  nnterlaaien,  da  dieMibe  mi  laicht  and  tiutnictiv  *■  ■•- 
bea  iat 


fir  den  Sinu»  und  Co9i9iu$  durch  den  Bogen.  ifiSS 

oder : 

sin  — 

sin  ;r  =     X  (co«r— )»-* 

^      n'         X 

n 

n 

+ i.2.3.4.6 ^•(«»•ä>"  t-^J 

n 


immer  die  Reihe  so  weit  fortgesetzt ,  bis  sie  von  selbst  abbricht, 
so  dass  wir  es  also  fflr  jetzt  hier  immer  mit  einer  endlichen  Reihe, 
d.  h.  mit  einer  Reihe  von  endlicher  Gliederzahl ,  zu  thun  haben. 

Bezeichnet  nan  2A  eine  positive  gerade  Zahl,  welche  kleiner 
als  n  'ist,  so  kann  man  die  obige  Reihe  aaf  folgende  Art  in  zwei 
Theile  thellen: 

sin  — 
sin  ^=    X  (cos  !:)""■*  ""^ 

n 

12  X 

(1  — l)(l^f)  -in-, 


^•(co.f)-.(-^)' 


1.2.3 

n 


J)(l_?)(l_3)(i_f)  ,|„£ 

n'^       n/v       „/v       „/  X.     j^    n\ 


1.2.3.4.5 

n       * 
u.  s.   w. 

1        2  2A  .  X 

+  ^    *^       1.2.3...(2*+1)     ^^^«%'  Vary 

n 

+  «». 


t:ifmentaTT  Bevrls  iler  Hfthm 


(i-;)(i-E>--(' 


21+6 


C^" 


+<-'y»'    i.2  3:..(2rF7r--'"'""'i'-""'' 


iit,  die  Reibe  rechte  so  weit  fortgesetst,  bis  sie  von  selbst  abbriebt 

Bezeichnen  nir  nun  ile»  absoluten  Werth  von  j;  durch  r,  den 
abeoluteD    Werth   von   Rt  durch  Iti,    an   ist   offenltar,    wie   gross 
man  «ach  die  pusilire  gaoie  Zahl  n  aniiebDicn  mag.  imaer 
ygM»  f-H»  t^HT 

^*'^l....(2A  +  3)  +  ITTTCÄM-'S)  +  l....(2-t  +  7)  +  '"  '"•■• 

fffil  ang«D8cheinlicb  jede«  Glied  der  Keiha  für  Rt,  absolut  ge- 
Dvmniea,  kleiner  ist  als  das  entsprechende  Glied  dieser  letitereiit 
aus  lauter  positiven  Gliedern  bestehenden  Reihe,  und  weil  natür- 
lich der  absolute  Werth  jeder  Reihe  nie  grösser  ist  als  der  Werth, 
welchen  diese  Reihe  eriiült,  wenn  man  alle  ihre  Glieder  positiv 
»imnit.     Also  ist 

*•"*  l...(2*+3)  '*+  (2*  f4)(2A+S)  +  (2A+'i)(2Ä+5)(2A+6)(2*+^  f. 

-f  in  inf.  S 

nnd  nimmt  man  nur,  iras  offeubar  verstattet  ist,  da  man  sich  ja 
auch  n  belielrig  gross  angenomraeD  denken  kann,  k  nm  bo,  daas 

2*  +  4>T,  also  2Ä^<^ 
ist,   so  tat  oflbnbar 

*<t....(i!*'+3)"  +  (2rM)  +(ä*T4)'  +  (ä*Ts)'+!°'°" 


für  dm  SinuM  und  Co9fkm  durch  dm  BQ§m.  4gg 

Wenn  nun  aber  2u  eine  positive  ganze  gerade  Zahl  bezeich- 
net,  80  ist  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen: 

^^\MTi)  +V2Ä+iy  +--+\äA+4/ 
'■"(2;feT4J       ^"'(sÄTi/     *'"v5A+4y 

also 9    wie  gross  auch  u  sein  mag,  immer 


<-^K-r,. 


■"(2A+4) 

folglich  auch 


~wrO 


und  daher  nach  dem  Obigen: 


]t«H- 


*»<l....(2ifc+8)'      /   r    y' 

wie  gross  man  sich  aach  n  angenommen  denken  mag»   natOrlich 
immer  unter  der  Voraussetning»  dass 

2k  +  i>x,    also  2Z+4<1 

ist. 

Lässt  man  nnn  in  der  ans  dem  Obigen  bekannten  CSteMhanp 


die  poBitive  ganze  Zahl  n  ins  Unendliche  wachsen,  und  gebt  lu 
den  GrSnzen  über,  so  erhält  man  nach  ganz  bekannten  Sitzen  *) 
(üi  ein  unendlich    grosses  n: 


WO,  wenn  man  sich  nur,  was  offenbar  «erstattet  Ut,  2A-|-4  grSa- 
ser  als  x  angenonunen  denkt,  R  eine  GrSsee  bexelchoet,  deren 
absoluter  Werth  kleiner  als 


I....(2A+3)         /    r    y 

{•t.    LSsst  man  nun  aber  In  voretebender  Gleichang  k  Id'b  Ud- 
endlicbe  wachsen,  so  nKhert  sich  offenbar 


der  Einheit,  ood  nach  einem  bekannten  Satze**)  nSbert  sich 


*)  NameDtlicIi  nach  dem  Salie,  <Iub  • 

ia^_  P  lieh  der  Hall  nUierU     H.  ■.  d«n  Ai 
**)  H.  1.  d«a  Anhang. 


■ich  d«r  Einheit  n&hert, 


/Vr  den  SHuus  und  CeHnus  durch  Oen'Bupen.  4B0 

l....(2A+3) 
der  Null;   also  nähert  sieh  auch 

y^H^» 1 

l....(2A  +  3)-         /    X    \* 

*  -  V2Ä+4; 

und  folglich  um  so  mehr  der  absolute  Werth  von  A,  also  auch 
R  selbst,  der  Null^  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt»   dass 

«ln«=a:-j~-^  +  j-^-j^  +  ....  in  Inf. 

ist,  d.h.  dass  man  den  Werth  von  tmx  desto  genauer  erhält,  je 
mehr  Glieder  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits* 
Zeichens  vom  Anfange  an  man  mit  einander  vereinigt. 

U. 

Die  Reihe  fBr  den   Cosbus   lässt  sich  aus   der   bekärinfeii 
Gleichung 

cos»u:  =  n^,cosÄ•— iitCosar»""*sinj;*+ft4Cosd:*-*sinj:*— ...., 

wo  n  wieder  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet»  auf  ganz  ähn- 
liche Art  ableiten. 

Setzt  man  —  für  x^  so  erhält  man : 
it 


cosd: 


x^     it(n  — 1),      ^v«_-,  .  X.. 
=  (cos  -)» XT"^  (cos  -)«-*(«iD-y 


oder 


it(fi-l)(n-2)(fi^3) .    „*x.«4/a;«^^4 
+  1-2:374 (cos-)-4(sm-)4 

n(it— l)(n— 2).,,.(n— 5)^      ^x«««/ :   ^x« 
1.2,3.4,S,0 (co8-)—(sin  j^)- 

+    .    .    . 


1-i 

COS  X = (cos  -)■  — p-K-  n*  (cos  -)»-*  (sin  -)• 


+ OXi «•(c<»-)-«(en,-)* 

(i-^)(i-'mi-^)         .       . 


460  erutttrf    tUtiuentarer  Betaeit  der  Ittlhtn 


'^=("•5"-  XF***"' J""\i   ) 


+ TTXi '^'"'' 


^<^ 


^M  iteielcbnet  nun  2A— 1  eine  positive  ungerade  Zahl,  welche  klei- 

^P  n«r  als  n  ist,  so  kann  man  die  obige  Reibe  auf  folgeodc  Art  ia 

^  «wei  Theile  Iheiten: 


i.i.3.4.».a — '^'°%y^\-ir) 


'%^C^y 


a-!)(i-|)(i-?) 


i^y 


l.i.i.i.s.i> '^""i^-'X—) 


+«i, 


/8r  äem  Simu  und  Cothau  äureh  äem  B»§em.  461 

n 

11 

n 

+ 

ist,  die  Reihe  rechts  so  weit  for^esetzt.  Ms  sie  ren  selbst  abbricht 

Bezeichnen  wir  nna  wieder  den  absoluten  Werth  von  x  durch 
rt,  den  absoluten  Werth  von  Rk  durch  )tt>  so  bt  offenbar,  wie 
gross  man  auch  n.Dinunt«  immer: 


"*'^l....(2A+2)  +  l....(2*+4)  +  l....(2i +*)  +  """•• 


also 


**  ^l....(2Ä+2)^*  +(2*+3)(2*+4) '  (2Ä+3)(2*+4)(2A+5)(2A+6/; 


+5)(2A+6)f; 
-I-  in  Inf.  S 


Nimmt  man  nun  aber«  was  offenbar  verstattet  ist,  A  so  an,  dass 


2A+3>ir.   also   2j~5<l 


ist»  M  Ist  offenbar 


*»<!....  (2A+ 2) '^+(2jfcT3)  +(2jrr3)  +  (äfe) +'°'"f'- 

Wenn  aber  2tt  eine  positive  gerade  Zahl  beseichnet,  so  ist  nach 
der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen 

^^\MTV  +(2^+3)  +     •+(äE+3j 

1    /  y  \*^^^  f  t   \*(«+^ 

^-(äqis)       '-(äR^)     ^*"(2^) 
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fforaua  dcb  ergiebt.  diiaA,  wie  gross  ancfa  '2h  sein  mag,   immer 

'  +(5JT3)'  +  (ara)'  +  •■  •+  (äJTs)'" 

folglich  auch 

■  +  (5*^3)  +(24+3)  +(ärf?)'+'°" 


und  dabcr  nach  dem  Obig 


~\ik^z) 


''•■'■l....(2*  +  2)'"      I     r    \' 


Ul,  nie  gross  man  sich  auch  n  angenommeu  denken  mag,  uatür- 
licb  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass 


LSMt  man  i 


2i  +  3>jr,    also   ^^<\ 

D  nun  in  der  aas  dem  Obigen  bekannten  Gleicbang 
,1  .   * 

c,=(».ä).— i^^co.!)"(:^) 

n 

+- — roTi — ^"»j'-X— ; 


<'-?<•-?-<■- i' 


1.8.3.4.6.6 
u.  a. 


■«•(cos— 


M^- 


+<-"* — t.3.3....ät — "^<"»';>^-v-; 


/Hr  äem  8hnt$  tmd  Catimu  4ufeh  dem  B^^m.  46S 

die  positive  ganze  Zahl  n  ia's  Unendliche  wachsen»  und  geht  su 
den  Gränaen  Ob^r»  so  erhält  man  fCir  ein  unendlich  grosses  n: 

C0S«  =  l-^  +  J73J-J^+....+(-l)»,-^+Ä. 

wo,  wenn  man  sich  nnr»  was  offenbar  verstattet  ist»  2k  +  3 
grosser  als  jr  angenommen  denkt,  R  eine  Grl^sse  bezeichnet, 
deren  absoluter  Werth  kleiner  als 


l....(2A  +  2)-         /    jr     V 


ist    Lässt  man  nun  aber  k  In's  Unendliche  wachsen ,  so  nähert 
sich  offenbar 

1 


-(sTp) 


der  Einheit,  und  nach  einem  bekannten  Satze  nähert  sich 

\....(2k'^2) 
der  Null;   also  nähert  sich  auch 


J....(2*  +  2)-        /    jr    y 


und  folglich  nach  dem  Obigen  um  so  mehr  der  absolute  Werth 
von  R,  also  auch  R  selbst»  der  Null,  woraus  sich  unmittelbar 
ergiebt,  dass 

a:*          Ä*             j:* 
cosj?=:l —  i~Ti  +  T 1  —  i Ä  +••••  in  inf. 

ist,  d.  h.  dass  man  den  Werth  von  cosj;  desto  genauer  erhält, 
je  mehr  Glieder  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheits- 
zeichens vom  Anfange  an  man  mit  einander  vereinigt. 


Anhang. 


/ 


Hiermit  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes  im  We- 
sentlichen erledigt.    Da  Indess  im  Obigen  ein  Paar  SStie  in  An- 


4tt4  vruHfrt:    FJfwrrnarrf  Bewed  der  Heiken 

vrendan^  gebracht  wonlen  sind,  tvetche  bei'm  Elementar  -  Unter- 
Hebte  vielleicht  »icht  iiiimer  di«  Berdcksichtigurig  tintten  dQrnei) 
oder  bis  jetzt  gefumlen  hahen ,  die  sie  jedcnfalla  ihrer  vielfachen 
Wicfali|;beit  wegen  verdienen,  so  will  ich  über  diese  Sfttxe  jetit 
noch  Einiges  sagen. 

I.    Der  erste  dieser  Satz«  ist  der  Satz,   dass   der   Brach 


(«ich  der  Einheit  als  tit&aze  nUhcrt,  nenn  e  eich  der 
Null    nühert.     Dies  ISasl  sich  auf  folgende  Art  beweisen. 

Für  den  'i)eliebigpii  Halbmesser  r  nnllen  ivir  den  Sinus  und 
die  Tangtinte  des  durch  den  der  Einheit  als  Halbmesser  entspre- 
chenden Bogen  r  gemessenen  Winkels  durch  Sine  und  Tange 
bezeichnen,  indem  »te  gewöhnlich  sin  r  und  tauge  sich  auf  den 
der  Einheit  gleichen  Hulbmeseer  beziehen.  Weil  nun  zwischen 
zwei  Punkten  die  gerade  Linie  die   kürzeste  ist,    so  ist 

2Sinii<2rr,    also  Sinr  <7T. 

Bezeichnen  wir  ferner  den  Flächeninhalt  des  gleichschenkligen 
Dreiecks,  dessen  Spitze  im  Mittelpunkte  des  mit  dem  Halbmesser 
T  beschriebenen  Kreises  liegt,  dessen  gleiche  Schenkel  r  sind 
und  dessen  Grundlinie  "iTangc  ist,  durch  D,  ferner  den  FlSchen- 
Inhalt  des  demselben  Kreise  ani^ebrireiiden  Sectors,  welcher  dem 
Bogen  2tv  entspricht,   durch   S.   so  ist  offenbar 

Ä  <  O- 
Nun  Ist  aber  nach  bekannten  elementar-geometrischen  Sitzen: 


r»p<rTangr,    folglich  re«; Tang r. 
Daher  iai 

Sine  <  re  <  Tang»,  ■  •       ' 
folglich 

Sinp  Tange 

•Im 

sine  ^e  <langD. 

rn^vu  «rciebt  »ich: 


tBr  äen  Sinui  mmd  C09im$$  durch  dem  B9§en.  4(B6 

sin»       sin«       sinr 


also 

1>  — r  >cosr. 

Daber   ist    immer  swischen  1  und   cos«  enthalten;   nähert 

sich  aber  v  der  Noil,  so  nähert  sich  cos«  dfdr  Einheit  als  Gränze; 

also  muss  das  zwischen  1  und  cosf  liegende  sich    um   so 

mehr  der  Einheit  als  Gränze  nähern,  wenn  esich  der  Null  nähert. 

2.    Femer  ist  im  Obigen  der  folgende  Satz  in   Anwendung 
gebracht  worden: 

Wenn  x  eine  beliebige  positive  GrSsse  und  n  eine 
positive  ganze  Zahl   bezeichnet,  so  nähert  der  Bruch 

a*  ...... 


J*i5*«S*»*»9l 


sich  der  Null,  wenn  n  in'sUnendliche  wächst,  und  kann 
der  Null  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
n  gross  genug  nimmt 

Es  giebt  verschiedene  Beweise  dieses  Satzes  *);  mir  scheint 
jedoch  der  feigende,  wenn  auch  vielleicht  nicht  der  kürzeste,  aber 
doch  der  för  den  Anfönger  am  Leichtesten  verständliche  zu  sein. 

Man  nehme  die  positive  ganze  Zahl  A;  so  an,  dass  k^X'^Xf 
also 


v  « 


"     <1 


ist,  was  offenbar  immer  möglich  ist    Nun  ist: 

x^^^ x^  _      X 

Jl....(ife  +  1)""  l....ifeA  +  l' 

ar*+'  x^         X         X 


I....(Ä+2)"-l....AA  +  l**  +  2' 
j;*-f'        ^^     g*         X         X         X 

l....(Ä+3)  — l....AFn'3M^'^f+5' 

u.  s.  w.. 


*)  M.  •.  z.  B.  mekien  Leitfaden  fnr   den  ertlen  Unterricht 
in  der  höheren  Analysif. 


H             41« 

■ 

Cr]u7iert-    Elemtniarer  Btteed  Her  RtihfH                 ^^| 

H   ' 

well 

-1 

ifl'    T^V 

sfä'   Ä ^ 

H 

Reihe  fortwährend  abnehmender  Brüche  ist;                          ^| 

;r»+' 

....i'i+I'                                    .^ 

l....«+l)-l 

r^(Ä)--        .       1 

.^+' 

^AmJ-           -l 

I....(*+3)<1 

i-..<t+«  ^ 

B.    W., 

^^^^^  ■  oder ,  wenn 
seUen : 

wir 

*'+• 

^Ti'-iY. 

....(*  +  3)  <*(«  +  ])  ' 


l....(*+4) 

u.  s.  w. 


(*Tl)"- 


iRT   (a  +  i)'   (*Ti)  '   \nv'' 


des   lebten  Bruchs 


j+i 


bekanntlich  der  Null 


immer  mehr  und  mehr  und  können  der  Noll  beliebig  nahe  gebracht 
werden,  wenn  man  nar  den  Potenzezponenten  gross  genug  wer* 
den  lisst    Also  nihem  aicb  ancb  die  GrSsseu 

*m'  'G-fi)"'  <T^d'-  «(m)" 


f^  den  Simii  und  Cosinus  durch  den  Bogen.  4IB7 

folglich  nach  dem  Qbigen  um  so  mehr  auch  die  Grossen 
ar*+i  arH«  ar*+»  a:*+* 

i....(k+iy    1777(1+2)*    i....(Ä+3)'    T7...(k+4y'"' 

der  Null  immer  mehr  und  mehr  und  können  der  Null  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wenn  man  diese  Reihe  nur  weit  genug  fortsetzt 
oder  die  Glieder  derselben  nur*  weit  genug  von  ihrem  Anfange 
entfernt  nimmt ,  wodurch  unser  Satz  offenbar  vollständig  bewiesen 
ist,  indem  wir  zum  Ueberfluss  noch  besonders  bemerken,  dass, 
wie  aus  diesem  Beweise  von  selbst  hervorgeht,  die  Annäherung 
des  Bruchs 


]  .2.3..  ..n 


an  Null  bei  wachsendem  n  nicht  immer  gleich  vom  Anfange  an 
stattfinden,    aber  jedenfalls  immer  endlich  einmal  eintreten  wird. 

Als  eine  unmittelbare  Folgerung  hieraus  ergiebt  sich  der  fol- 
gende Satz: 

Wenn  j:  eine  beliebige  positive  oder  negative  Grösse 
bezeichnet,  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  nähert 
sich  der  absolute  Werth  des  Bruchs 


1 .2. 3*  • .  «Tt 


wenn  n  wächst,  der  Null,  und  kann  der  Null  beliebig 
nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  n  gross  genug 
nimmt. 

3.    Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden,    dass,    wenn  man 
eine  der  beiden  Gleichungen 

8iiia:=J:-y3-3+ 177775-1—77+ 

bewiesen  hat,  die  andere  daraus  auf  verschiedene  Arten  abgelei- 
tet werden  kann.  Bemerkenswerth  acheint  mir  das  folg^n^^  Ve^ 
fahren,  welches  noch  nicht  bekannt  sein  dürfte. 

Ich  will  etwa  annehmen,    dass  die  Reihe 
,  or*  «*  x^ 

c<w«=l  -  Y72  +  17:7:4 ~ rTTS +;•• 
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Crttntrt:    Siemenlarfr  HtKelM  tlrr  Seilten 

I  sei,  nnil  will  Eei<;en ,  nie  daraiut  die  Reibe  fflr  den  SiniM 
abgeleitet  trerdeii  kana. 

Ich  gehe  dabei  von  eiaer  lielcannten  gonio metrischen  «tidNcheii 
Reihe  aus,  deren  Summe  man  nur  folgende  Art  leicht  findet.   E«  ist 


1  + cos  2.  =  2a 

DSICOSi, 

cosi+cos3f  =  2ci 

IS  21  cos  f. 

co82(  +  cos4/  =  2c. 

>0  3ico«f. 

coa3(  +  cos5i  =  2c( 

taiicosi. 

wenn  man  auf  beiden  Seiten    addirt  und  der  KQrse  w^eo 
Sn  =  1  +  cos i  +  cos  2i  +  cos3i  +  . . . .  +  e»8 ni 


IS,- 

-m.(n-l)i- 

-co« 

».•1  + 

IS.- 

-1 

=ais.- 

•  1- 

COSMll 

Irani 

sich 

2(1- 

cosi)Si=l- 

CII8I 

i+co, 

)(n- 

1), 

—  2cO8RtC08l' 

=:  1  — cost -f  C0B(n— ])f -I- CMHJ 
—  cos  (m  —  l)f  —  coa(R-^I)j, 
4aln  ;j>.  S,  =  2stii  ii*  -f-  2  sinlfflln(n  + 1)1 
=:28iiiiil8inli+8in(n  +  ;).-t 
=:  isiD  Jiein  j(R-f  I)  j.cos  Jnf 
erlebt.    Also  ist 

il(«-t-l)icoB)iti 


Setzt  I 


sinif  -fBln(«-f  i)i 
mtn  tä^x,  so  ist 

>(I-|-COSt-|-CO«2f-|-GOB3l-|-.... 

_2aai(x  +  i)coB\a; 

TT 


9\aii 
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Läflst  niaiivjetzt  io  dieser  Gleicbang,  indem  immer  ni^=^x  ist,  die 
positive  ganze  Zahl  n  ins  Uneodliche  wachsen,  also  den  absolu- 
ten Werth  von  t  in*s  unendliche  abnehmen ,  so  ist  klar»  dass 

i(l  -f  cost4-cos2t-|-cos3t-f ....  +  cos ni) 

sich  der  Gränze 

2  sin  ix  cos  Ix  =  sin  x 

bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  and  kann  man  also  durch 
irgend  ein  Verfahren  die  Gränze,  welcher 

1  (1  +  cos  i  +  cos  2i  +  cos  3i  +  . . . .  +  cos  ni) 

sich  nähert,  wenn  n  In's  Unendliche  wächst,  immer  die  GleichttAg 
ni^izx  als  erföllt  vorausgesetzt,  noch  auf  eine  andere  Art  aus- 
drucken, so  wird  man  dadurch  zugleich  einen  Ausdruck  von  sin^ 
gefunden  haben.    Well  nun  aber  die  Gleichung 

-        X*  ^      X*.  ^*      . 

COSOP^l  -.j^+ j— -j-^j_^  +  .... 

als  bewiesen  vorausgesetzt  wird,  und  nach  dem  Vorhergehenden  ffir 
ein  unendlich  grosses  n,  unter  Voraussetzung  der  Gleichung  ni=^Xt 

sin  j:=t(l  -^  cos  t  -f  cos2t -f  cos3/  -f  •  •  •  •  4-  cosnt) 

ist,  so  Ist  fffr  ein  unendlich  grosses  n,  wie  wir  uns  hier  der 
Kdrze  wegen  jetzt  immer  ausdrücken  wollen: 


sin:r=i|     1 


\ 


{9  j«  {0 

^  ^""O  +  ETTTi  "  17:776+    •• 

2«i»       2^t^         Vi^    . 
+  '^172  +  1....4""1....6+   •• 

;l»t«         3^f*  ZH'^ 

+  ^""1.2  +  r77n"^i....6  '^  ••• 

u.  s.  w. 

-     n*i*        n^  nH^ 

+  ^""0  +1... .4^17776  + 

=  i|     n  +  1 

-(l«+2»+3«  +  ....  +  ii«)j^ 

+  (]*+2*  +  3*  +  ....  +  ii*)j-^ 

-(l«  +  2«+3«  +  ....  +  ii«)j^^ 
+ 


81 


Lim  — 


Nun  iät  aber  nach  einem  bekanoten  Satze,  auf  deeven  Wieb- 
tigkeit  im  Archiv  schon  oft  hingetiieseti  tvorduu  ist  '),  fCfi  in's 
Unen<lliche  wachsende  w 

"^  ."+'  =  iT+T 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  obige  Gleichung  nn,  indem  man 
n  unendlich  gross  annimmt,  wnmit  gleichzeitig  i  verscbmndet,  so 
.«rhSlt  man: 

*''"*='^- 3  ■  o + 5  •  r^-? '  if 3  >  ■  ■  ■ 


8in;i:  =  x— 


1.2.3 


+  1- 


...5~I....7"' 


Auf  ganz  ähnliche  Art  kann  man  umgekehrt  ans  dieser  Reihe 
die  Reihe  fSf  den  Cosinus  ableiten,  wobei  man  von  der  bekannten 
Gleichung 

sin  iwisin  i(ii  +  l)f 


sini4-ein2f-|-sin3i  +  ....-fsi 
ausgeht,  welche  für  nt  =  :e  die  Form 

t(8int  +  sin2(  +  8in3i+....+8inni)  = 


iii 


.  ThL  XXIII.  S.  6.  und  S.  »0. 


j:T^ 


für  den  Sinus  und  Cosinus  durch  den  Bepen.  471 

annimmt,   woraus  sich  för  in's  Unendliche  wachsende  n 
Lim .  t  (sin  t  -f  sin  2t  -|-  sin  3t  -f  •  •  •  •  +  sin ni)  =  2sin  Ja:* 

=  1 — COSd?, 

also  für  ein  unendlich  grosses  n 

COS  a:  ==  1  —  t  (sin  t + sin  2t  +  sin  3t  + ....  +  sin  ni) 

ergiebt.    Die  weitere  Entwickelung  überlassen  wir  dem  Leser. 

4.  Bei  Reihen 9  von  denen  ein  so  wichtiger  Gebrauch  zur 
Berechnung  von  in  der  ganzen  Mathematik  Anwendung  findenden 
Tafeln  gemacht  wird,  wie  von  den  Reihen  fiir  den  Sinus  und 
Cosinus,  ist  es  von  grosser  Bedeutung,  im  Besitz  möglichst  ein- 
facher Regeln  zu  sein,  nach  denen  man  die  Fehler  beurtheilen 
kann,  welche  man  begeht,  wenn  man  die  Reiben  bei  gewissen 
Gliedern  abbricht  Solche  Regeln  wollen  wir  jetzt  hier  noch 
entwickeln. 

Setzen  wir,  indem  von  jetzt  an  grösserer  Dentlichkeijt  wegen 
X  immer  eine  positive  Grösse  bezeichnet: 

«•.n(±^)  =  ±xTo:3±n^T....±i7:^^lj.(-l)-HF. 
so  ist 

^2n-fl  ^2n-|-8  :r^-|-A 


also 


^—^y-^r  h....(2ii  +  l)'"l....(2n+3)} 
±(—1)"  ll....(2n+5)'"l....(2n+7) 
±^""^^"  M....(2n+9)""l....(2w+ll)l 


Nehmen  wir  nun,  was  offenbar  immer  verstattet  ist  und  im  Fol- 
genden stets  vorausgesetzt  werden  soll,  n  so  gross  an,  dass 
2n  +  2>a:  ist,   so  ist  offenbar 

^2tt+i  j:2n+8  jr^n+A  0:**+'' 

l....(2«+l)^  l....(2w+3)'     \Z&n^^  ^  l...(2n+7) ' 

u.  s.  w.> 


l....(2n+9)  ^  L...(2it+ll)' 


Cruutrt:    Bl-mentarer  Bnrtt»  ä«r  liHheti 

nod  tiacb  dem  Obigen  ist  alao  uffenhar  J:(— )"  ilaa  Vnrseichrn 
VOD  F,  woraus  sich  erjfiebt,  dass,  natürlich  immer  unter  der  Vor- 
ausselsuDfr,  ttass  2n+2>ar  ist,  /'immer  gleiches  Vorseicheii 
mit  seinem  ersten  Glieds 


-I....{2i»-M) 


t-D- 


hat.     Setzen  wir  nun 


»in(±it)  =  i  ;e  T  ,~.^  3  ±  .. 
oder  der  KSrze  tvegflii 


.i.,(J:a:)  =  .V,  +  F.: 


)  haben  nach  <leni  so  eben  Uenieeetien  /'  und  F,  «ffealiar  ent 
ingcsetzte  Vnrieichen.  d.  h. 

ein(i:j)  — A  uud    8in(+a:)  — A, 


haben  entgegengesetzte  Vitrzeiche 
KHii^ehen  X  und    X,    liegt,    oder 


eo  däH8  also  sin  (4: 17)  immer 


J:-^*1«(±.»)^A, 


Ist.  nonüch  sich  der  Fehler  immer  leicht  und  sicher  benrtheüep 
ISsst,  welchen  man  begeht,  wenn  man  die  Reihe  TOr  sinfj^j:)  mit 
dem  tiliede 


±i:3(sriT)-<-"" 

abbricht.    Immer  voraiiseeselEl ,    dass  2n-f2>at  ist. 

Man  setze  ferner,    indem  jetzt  x  einen  beliebigen  positiTea 
oder  negativen  Bof^en  liezeichnet, 

ar*  ..«"■' 


80  ist 
«lao 


cl- 


O+I 


Fäif-'''*'+i:(5iMr'-'''''+M5rprr<-')-"+-. 
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»=  (— 1)-+»  f  j....^2n+2)""  l....(2«+4) I 
^^  '^  /  l....(2n+6)  l....(2it+8)  S 
^^     *^       h....(2»+10)      l...(2n+12)) 


Nimmt  man  nun  2fi'|-3  grosser  als  den   absoluten  Werth  von  x^ 
so  ist  offenbar 

j.iii<f2  ^r^^-M  ;r*»+«  «*»+• 

l....(2it+2)  ^  l....(2if +4) '     l....(2n+6)  ^  L...(2it+8)  * 

n:..  (2iiHhl0)  ^  1  ....(2ii+i2) '  "•  •  '^• 

und  das  Zeichen  von  S  ist  also  ( — )"+* ,  so  dass  t  immer  gleiches 

Vorzeichen  mit  seinem  ersten  Gliede   f /o    V  c>\ » ( — 1)*^*  '''^*' 

J  •  •  •  •  \jLn  "X"  £) 

Setzen  wir  nun 

oder  der   Kürze  wegen 

so  haben  t  und  /|  entgegengesetzte  Vorzeichen,  d.  h.  cosor  — X 
und  cosj: — JF|  haben  entgegengesetzte  Vorzeichen,   und  es  liegt 

folglich  immer  cosa?  aitischen  JFundXi,  oder  es  ist  JF^cosotw  JFi, 

wonach  sich  wieder  leicht  der  Fehler  beurtheilen  lässt,  welchen 
man   begeht,    wenn  man   die  Reihe   för   cosx   mit  dem   Gliede 

I       g    .( — 1)»  abbricht. 
Weil 

^«— ^=±r:3Mnö-^-*^"  ""•*  *»~*=i....(2«4-ä)-^"~^^* 

ist,  so  kann  man  narh  dem  Satze  in  2.  die  Gränzen  X,  Xi  von 
s!n(4::r),  und  dieGrfinzeii  2,  2|  von  cos.r,  einander  beliebig  nahe 
bringen,  also  8in(Jb^)  und  coso;  mit  jeder  beliebigen  Genauigkeit 
mittelst  der  obigen  Reiben  erhalten,  wenn  man  nnr  h  gross  genn^ 
nfanmt. 
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X¥II. 

Ueber  die  Summe  der  Winkel  im  Vielecke« 

Von 

Herrn  Director  Dr.  H einen 
an  der  Realtchule  xa  Däcceldorf. 


Der  Satz  des  Proclns  von  der  WiDkelsumme  im  Polygon  wird 
filr  den  Fall,  dass  dasselbe  ein  convezes  ist,  bekanntlich  auf  den 
von  der  Summe  der  Winkel  im  Dreieck  basirt,  indem  man  von 
irgend  einem  Punkte  innerhalb  oder  einer  seiner  Ecken  dasselbe 
in  Dreiecke  zerlegt.  Man  nimmt  dabei  ohne  Weiteres  ao»  dass 
die  Winkel,  welche  an  diesem  Punkte  in  Betracht  kommen ,  sich 
alle  suniniiren,  während  diese  V^oraussetzung  doch  bei  nicht  con- 
vexen  Pülyti;oiien  unter  Umständen  falsch  wäre,  also  aus  dem  We- 
sen der  convexen  Ficjur  hei^ründet  werden  niuss.  Das  hat  freilich 
keine  Schwierigkeit,  allein  auch  wenn  dem  ßeweise  diese  Ergän- 
zung gegeben  wird,  kann  man  es  nur  als  einen  Nothbehelf  oder 
aus  didactischen  Kiicksichten  gerechtfertigt  ansehen,  wenn  der 
spezielle  Fall  vom  Dreieck  dem  aligemeinen  Satze  vorangeht,  und, 
wenn  van  Swinden  in  seiner  Geometrie  (S.  die  Bearbeitung  von 
Jacobi  Satz  104)  sich  dahin  ausspricht,  „es  sei  unmöglich,  diesen 
allgemeinen  Satz  zn  Ixnveisen,  ohne  die  Richtigkeit  für  einen  be- 
sondern Fall,  nauHMitlich  das  Dreieck,  vorher  dargethan  zu  haben*', 
so  liegt  hierin  oflenbar  das  Geständniss,  dass  es  für  die  Geometrie 
als  wissenschaftliches  System  wiinschenswerth  wäre,  einen  andern 
Weg  einschlagen  zu  können.  —  Dem  gedachten  Satze  lässt  man 
stets  den  ebenfalls  von  Proclns  herrührenden  Satz  folgen,  dass 
die  Summe  der  sogenannten  äusseren  Winkel  des  Polygons  412 
betrage,  und  nicht  selten  wird  er,  weil  sich  sein  Beweis  aus  jenem 
allerdings  sofort  ergibt,  nur  als  ein  ('orollar  angeführt.  Dass  er 
wegen  seiner  Tragweite  und  hohen  Flin lachheil  ein  gleiches  Recht 
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babe,  ein  Hauiitsalz  zu  sein  als  jener,  dürfte  wol  keinem  Zweifel 
unteriiegea;  aber,  ist  es  prinxipiel  richtig,  dai^s  in  einer  Wissen- 
schaft, neivhc  ihr«  Wiihrlielten  ilurch  Combination  unmittelbar 
gegebener  oder  von  ihr  geschaffener  Begriffe  tindet,'  diejenigen 
Sätze,  nelche  Heren  weniger  enthalten,  den  übrigen  vorangehen 
aoltten,  an  niri)  der  eiveite  dem  ersten  Satze  selbst  voranzustellen 
sein,  indem  in  ihm  ein  Element  u'eni|;er  vorlcommt,  das  der  Sei- 
tenzahl. Diese  Ansichten  legte  ich  bereits  im  S.  IS4d  in  einer 
kleinen  Arbeit  nieder,  welche  im  Museum  des  ßheinifich-West- 
{ihäliscben  Schulmänner- Vereins  ßd.  III.  S.  40l>.  u.  f.*)  aufgenommen 
«orilen  ist.  Sie  ward  veranlasst  durch  eine  ebenfalls  dort  be- 
findliche Kecension  von  Herrn  l>r.  Uruckenmfiller,  in  welcher 
derselbe  unter  Anderem  darauf  hingewiesen  hat,  dass  man  nicht 
berechtigt  sei,  wie  stets  geschieht,  den  Piilygouwinkel  eines  regu- 
lären Vielecks  als  einen  hohlen  ohne  Weiteres  anzunehmen,  und 
da,  um  dieses  zu  begründen,  der  Satz  von  der  Winkel^imme  auch 
für  nicht  cotivcxe  Polygone  bewiesen  sein  müsse,  die  (leometrie 
dieses  Beweises  nicht  entbehren  küimo.  Die  in  mehr  als  einer 
Hinsicht  ausgezeichnete  Receiision  scheint  aber  —  vielleicht  weil 
jene  Zeitschrift  dem  mathemalischen  Publikum  ziemlich  fern  stand 
—  unbeachtcl  geblieben  zu  sein,  und  so  ist  es  auch  dem  von  mir 
dort  milgetheilteu  Versuche,  diesen  allgemeinen  Beweis  den  obi- 
gen Ansichten  gemäss  zu  liefern,  ergangen.  Indem  ich  nun  auf 
den  Wunsch  des  geehrten  H.  Herausgebers  des  Archivs  denselben 
hier  nochmals  vcruffentlicbe,  schicke  iih  aus  didactischen  Gründen 
ein  Paar  Vorbegriffe  und  Bemerkungen  voraus. 

1)  Jede  Gerade  theilt,  gehiirig  verlüngert ,  die  Ebene,  in  der 
sie  liegt,  in  zwei  viillig  getrennte  Tlieile,  Seiten  genannt,  iiclche 
nur  die  Punkte  t\ct  Geraden  geniuiii  haben,  und  man  sagt,  eio 
Punkt  liege  auf  der  einen  oder  andern  Seite  der  Geraden,  je 
nachdem  er  in  dem  einen  oder  andern  dieser  beiden  Theile  liegt. 

2)  Ein  Polygon  heissl  convex,  wenn  es  ganz  einerseits- einer 
Jeden  seiner  Seiten  liegt.  Hieraus  ergibt  sich  sofort  fiir  das  cun- 
veie  Polygon;- 

a)  Die  Verlängerung  einer  Seite  kann  dem  Umfange  d.h.  den 
übrigen,  nicht  verlängerten  Seiten  nicht  begegnen.  Es  bat 
daher  keinen  Rückkelirpunkt. 

b)  Es  bat  nur  hohle  Winkel. 


n   itei   Khcinifch  -  Weitiihäliiivlien    Schiilmänner-Vorolnt, 
r.  Graucrl.    Ilr.  Hctn«n,    Dr.  Schucni!    imd  Dr.  Wil- 
HtiilekFr. 
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c)  Auf  dea  Schenkeln  eines  eeiner  Wmkel  Hegen  aoMer  der 
eigenen  nur  die  WInkelepitien  der  nicbeten  PolygoBwlDkel ; 
die  Winkelspitzen  aller  fibrigen  Hegen  innerhalb  sainef 
Winkelebenen. . 

d)  Eine  Gerade  kann  den  Umfang  nur  in  ewei  Punkten  schnei- 
den. (Denn  wären  Ap  B,  C  drei  aufeinanderfolgeude  Durch- 
schnittspunkte,  so  würden  A  und  C  auf  entgegengesetzter 
Seite  der  durch  B  gehenden  Seite  des  Polygons  liegen.) 

3)  Der  Name  »»Aussemvinkel"  fSr  den  Winkel,  weichen  (Be 
Verlängerung  einer  Seite  mit  der  folgenden  macht»  passt  ofenbar 
nicht,  wenn  der  Polygonwinkel  ein  erhabener  Ist.  Man  kannte 
sich,  freilich  zur  Noth  mit  dem  Worte  „Ergänzungswinkel  der  Po* 
lygonwlnkel''  behelfen,  allein  die  Ausdehnung  dieses  BegrIiFes  auf 
den  erhabenen  Winkel  hat  Air  die  geometrische  Anschauungsweise 
etwas  anstOssiges,  und  so  bleibt  eine  eigene,  und  wie  es  uns 
selbst  scheinen  will,  vom  Begriffe  des  Polygonwinkels  unabhän- 
gige, Benennung  wfinschenswerth.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass 
f&r  einen  auf  dem  Umfange  des  Polygons  Fortschreitenden  diese 
Winkel  die  Gr5sse  der  Wendungen  angeben,  welche  er  an  dea 
einzelnen  Ecken  zu  machen  hat,  erlauben  wir  uns  das  Wort 
j,W  ende  Winkel*'  in  Vorschlag  zu  bringen,  ähnlich  wie  man 
Wendekreis,  Wendepunkt  sagt,  und  unterscheiden  äussere  oder 
innere,  je  nachdem  sie  in  dem  Polygon  oder  ausserhalb  desselben 
liegen. 

4)  Obschon  von  den  beiden  folgenden  Sätzen  der  erste  in 
dem  andern  enthalten  ist  und  nur  im  Beweis  als  besonderer  Fall 
demnach  zu  behandeln  wäre,  so  scheint  es  doch  für  den  Unter- 
richt zweckmässiger,  sie,  wie  folgt,  zu  trennen. 


I.-  Die  Summe  der  Wendewinkel  eines  convezen 
Polygons  beträgt  4/2. 

Es  sei  (Taf.  X.  Fig.  1.)  ABCD  —  X  das  conveze  Polygon, 
die  Verlängerungen  der  Seiten  AB^  BC,  CD..,.XA  über  B,  C, 
D....A  hinaus,  seien  Ä^',  CB',  DC\..,AX\  also  die  Wendewinkel 
A'BC,  B'CD,.„X'AB.  Zieht  man  nun  von  B  nach  einer  beliebi- 
gen andern  Ecke  5  eine  Diagonale  BS,  so  fallt  dieselbe  ganz  in 
die  Winkelebene  des  Poiygonwinkeis  B  und  es  liegt  die  in  der 
Ordnung  ABC-^-X  der  Ecke  jS  vorangehende  Ecke  H  mit  C  auf 
der  einen,  dagegen  die  folgende  T  mit  A  auf  der  andern  Seite 
dieser  Diagonalen ,  ferner  T  mit  B  auf  derselben  Seite  von  RSy 
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also  T  iiinerhalb  <)ea  Winkets,  den  BS  mit  der  Verlüncceruno; 
SR-  von  RS  bildet.  Denkt  man  mich  aber  durch  alle  Ecken  mit 
Bvl' parallele  und  cleii.  hgcrlchlctp  Linie»  (<l.  h.Holcbe.  welche 
sich  nach  derHellien  Seite  der  von  H  nnch  iliesen  Beben  gezoge- 
nen Dinirnnaten  efstrecken,  als  BA')  pumiien,  iita  deren  erste 
«J'Mibstund  leiao  .JßhetMchtel  «erden  kann,  CO,  DO..MO. 
SO....XO.  und  rechnet  mmi  dt«  Witikel  A'BC.  OCD...ORS. 
OST....0XA  dieser  Parallelen  mit  ■!*«  äeilen  BC,  CD....  RS. 
ST....X/t  in  derselben  Htchliinp.  in  MHcher  der  «rnle  dersellieii, 
der  Wendewinkel  A'BC  genommen  ««t  (ftl.40  von  den  Parallelen 
gewlseerniassen  nach  der  AtisKeiiKcile  di>T  Tnluenden  Seite,  oder 
nach  welcher  in  Bezug  auf  diese  dits  Polygon  nicht  lle^t), 
so  ist  Irgend  einer  derselben  OST  deich  dem  viirbergekenrlen 
ORS.  v«>rii)ehrt  um  den  Wendewinkel  an  seiner  Ecke  R'S7\ 
folglich,  du  der  erste  dieser  Winkel  der  Wendewinkel  .^'fiCsolbst 
ist,  jeder  gleich  der  Summe  nller  vorhergebenden  Wendeninkel. 
Der  convexe  Winkel  0.\A  ist  demnach  gleich  der  Summe  der 
Wendewinkel  von  der  Ecke  B  bis  zur  Ecke  X  und,  da  er  auch 
dem  convexen  Winkel  BAX'  gleich  ist,  der  letztere  mit  dem 
Wendewinkel  X'AB  aber  AR  betrifft,  auch  die  üeBanimlsumme 
aller  Wendewinkel  =  4A!. 

II.  In  jedem  Polygon,  welches  keinen  Uückkebrpunkl  hat,  ist 
die  Summe  der  äussern  »eniger  der  Summe  der  innerii  Wende- 
winkel »der  kürzer  die  algebraische  Summe  der  Wendewinkel 
eines  Umlaufs    =4/?. 

(■eseiKt  das  Polygon  habe  neun  erhabene  Polygnnivinkel  und  sei 
MViPr=N  (Taf.  X."  Pig.2.)  einer  derselben.  Wir  verlängern  einen 
Schenkel  desselben  jWiV  öher  den  Scheitel  'S  hinaus,  bis  er  dem 
Umfang  wieder  begegnet,  und  es  sei  V  dieser  nflchsle  Dnrch- 
Echnittsputikt.  Uas  Polygon  wird  hierdurch  in  iwei  Polygone  1. 
und  11.  gethcilt,  von  denen  das  eine  II.  den  inueru  Wendewinkel 
P!SV  zum  PolygoMHinkel  erhKit,  wÄhrcn.t  N  liir  das  andere  I. 
aufhiirt  eine  Kcke  zu  sein.  Cleichviel  ob  nun  F  auf  einer  Seite 
des  ursprünglichen  Polygons  liegt,  die  Stücke,  in  welche  dieselbe 
durch  yy  getheilt  wird,  also  einen  gestreckten  Winkel  bilden, 
oder  in  einer  Ecke  deseolhen;  die  Linie  SV  muss,  ivell  ^ani  Im 
Innern  der  Figur  auch  ganz  innerhalb  des  Winkels  liegen,  (rei- 
cher von  den  Stücken  dieser  Seite  oder  den  Seilen  dieser  Ecke 
gebildet  wird.  Nennen  wir  diesen  Winkel  in  beiden  Fällen  V 
(im  erstem  ist  V  =  '1R),  «o  bildet  iVFmit  den  Schenkeln  dessel- 
ben in  I,  und  II.  zwei  Polygon wtnkel  a  und  ß,  deren  Summe 
gleich  V  ist.  Nur  wenn  V  schon  ein  erhabener  Winkel  im  «r- 
sprünglichen  Polygon  ist,  kann  einer  der  Winkel  o  und  ß  wieder 


ein  erhabener  eein,  und  da  der  «rhabene  WinLel  N  als  solcher 
in  keinem  der  Polygone  I.  und  [l.  noch  vorbonimt,  so  hat  jede» 
nothivendig  wenigstens  einen  erhabenen  Winkel  weniger  als  das 
ursprüngliche.  Nun  ist,  wenn  p  einen  Polygonwinkel  hezeichnet, 
der  lugehürigeWendeH-inkel,  jenachdem  er  ein  äusserer  oder  innerer 
ist,  =:2ft — p  oder  p — 2ß,  =^(2K — p),  also  Heu»  der  eralere 
additiv,  der  andere  subtractiv  in  Rechnung  gebracht  werden  soll, 
(2fi— ;»)  der  gemeiiischartliche  Ausdruck  (ur  beide.  Bezeichnet 
also  ^  die  algebraische  fjumme  der  Wendewinkel  im  Polygon  1. 
mit  Ausnahme  de«  o  zugehörigen  (2K — «),  S'  die  algebraische 
Summe  der  Wendewinkel  im  Polygun  II.  mit  Ausnahme  der  zu 
P!Sy  und  ß  gehörigen  {iR—PNV)  uod  (2li—ß),  und  nehmeij 
wir  für  einen  Augenblick  an,  unser  Satz  gelte  für, alle  Polygone, 
welche  wenigor  als  neun  erhabene  Winkel  haben,  also  auch  fiir  I. 
und  II.,  so  ist 

5+C2Ä— «)=4Ä, 
S'  +  &R—PNy)  +  i2R-ß)  =  iR; 
also 

S+S'+iR~PlSy+iR-(a  +  ß)=8R  

oder,  da  a  +  ß^V,  !^H 

S+  S'  -  PNF  +  (2R—  r)=ill.  ^H 

in  welcher  Gleichung  der  Ausdruck  links  offenbar  nichts  anders 
als  die  algebraische  Summe  2  aller  Wendewinkel  des  ursprifag- 
lichen  Polygons  ist. 

Nun  gilt  aber  der  Satz  für  alle  Polygone  mit  keinem,  bJm 
auch  mit  1,  2,  3. ...9  erhabenen  Winkeln. 

lU.  Die  Summe  der  Polygonwinkel  n  in  jedem  Vielecke, 
welches  keinen  ROckkehrpunkt  hat,  ist,  wenn  n  die  Zahl  seiner 
Ecken  bezeichnet,  gleich  -inR  —  iR. 

Denn  die  vorige  Gleichung 

£  =  iR 
geht,  wenn  man  jeden   Weodewiukel    w  durch  den  ugebSi^eD 
PolygoDwinkel  ausdruckt,  also  jedesmal  2A — p  (üt  ihn  seist,  in 

2nA— I7=4A 
oder 
.  .  7I  =  2bä— 4Ä 
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XTIII. 

Das  sphärische  Dreieck  dargestellt   in  seinen  Bezie- 
hungen zum  Kreise. 

Von 

.  Herrn  Franz  Unf erdinger j 

Lehrer  an  der  Marine- Akademie  za  Triet  t 


Legt  man  durch  die  Ecken  A^Ai  (Taf.  X.  Fig.  6.)  eines  sphä- 
rischen Zweieckes  einen  grössten  Kreisbogen  ^  O^' ,  welcher  die 
gleichen  Winkel  A,  A^  halbirt,  so  sind  die  sphärischen  Abstände 
OE,  OF  eines  jeden  Punktes  O  desselben  von  den  Seiten  des 
Zweieckes  einander  gleich^  denn  die  beiden  rechtwinkligen  Drei- 
ecke AOE  und  AOF  haben  gleiche  Seiten  und  gleiche  Winkel. 
Wird  daher  dieses  sphärische  Zweieck  von  einem  grSssten  Kreis- 
bogen £C  geschnitten,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der  den  Drei- 
ecken ABC  und  AiBC  eingeschriebenen  Kreise  nothwendfg  auf 
dem  Bogen  AOAi.  Ist  O  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ABC 
eingeschriebenen  Kreises  und  Oi  jener  des  dem  Dreieck  A^BC 
eingeschriebenen  Kreises,  so  ist  auch  0|  in  Bezug  auf  das  Drei- 
eck ABC  der  Mittelpunkt  des  äusseren  Berfihrungskreises,  wel- 
cher dem  Winkel  A  gegenüber  liegt.  Der  Mittelpunkt  des  äus- 
seren Berfihrungskreises,  welcher  einer  bestimmten  Ecke  A  eines 
Dreieckes  ABC  gegenüber  liegt,  liegt  daher  immer  auf  demjenigen 
grussten  Kreisbogen,  welcher  durch  eben  diese  Ecke  A  und  durch 
den  Mittelpunkt  O  des  eingeschriebenen  Kreises  geht. 

Ist  daher  O  (Taf.  X.  Fig.  7.)  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck 
ABC  eingeschriebenen  Kreises  und  zieht  man  durch  O  die  gross- 
ten  Kreisbogen  A  0| ,  BO^ ,  CO^ ,  so  werden  erstens  durch  die- 
selben die  drei  Winkel  A,  B,  C  des  Dreieckes  ABC  halbirt  find 
zweitens  liegen  auf  denselben  die  Mittelpunkte  der  äusseren  Be- 
rflhrungskreise.  Es  seien  0|,  O^,  O^  diese  Mittelpunkte,  welche 
beziehungsweise  den  Ecken  A,  B,  C  gegenüberliegen.    Verbinden 
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"ir  Oj  mit  A  durch  einen  spbürischen  Bo);eu  O^A,  so  ntrd  die- 
ser den  Winkel  BAn  ball>iren.  Verbinden  \%\t  ebenso  O^  mit  A 
dtirib  den  Bo^en  O^A.  so  wird  ilieser  den  Winkel  CAm  halbiren, 
da  aber  Z.BA»  und  ^CAm  siihKrische  .Stbeitelninkcl  sind. 
HO  lie<:en  die  Bogen  ^/l  und  O^A  in  einem  und  demselben 
^rSsslen  Kreis  oder  mit  anderen  Worten,  der  durcb  die  Mitt«l- 
|iunkte  Oj  und  O3  pclc^te  ^riisste  Kreisbogen  gebt  durch  den 
Eckpunkt  A.  Ebenso  beweiset  ittan,  daäs  die  ßrössten  Kreisbo- 
gen, welobe  durch  O,,  Oj  und  durch  0|,  O^  gelegt  »erden,  auch 
durch  die  Kcken  B  und  6'  gehen. 

Ferner  ist,    da  iincb  dem  Obigen 

■  Ist, 

d.h.  O3O,  8tebl  xeiikncbl  niif  JO,.  Ebenso  «teht  0,0|  senk- 
reebt  auf  ßOj  und  O.Oa  senkretht  auf  CO,: 

(I)  ^OiJLOaO,,  fiOai  0,0,,  tO,10iOB- 

Es  ist  nun  /.unächat  unsere  Absicht,  die  Entfermuigen  der 
Mittelpunkte  Oi  ,  O^,  Og  der  drei  äusseren  Beruh rangsk reise 
unter  sich,  vom  Millelpuukt  0  des  eingeschriebenen  Krei^^es  und 
ron  den  Ecke»  A,  B,  C  durch  die  Beatandtheile  A,  B,  C  und 
n,  b,  c  des  gegebenen  Dreieckes  uuszudrficken  oder,  knri  gesagt, 
die  Beziehungen  eu  untersuchen,  welche  zwittchen  dem  Dreieck 
OiO^Of  nad  dem  primitiven  Dreieck  ABC  beeteben. 


5.2. 

In   dem   Dreieck    ABOt  ist  AB=c.  ^OiAB^9XP—\X 
^OtBA~W — iB,  mithin  sind  eine  Seite  und  iwei  1 
Winkel  bekannt  und  man  hat: 

Co9  0k3=CosUCosiBCofle— 8inlJSin4i7; 

da  iber  bekanntlich 


dar§uigHi  in  Meinen  Beniehungen  imm  MreUe,  4m 

Co8  0s=^^|Sin4(a  +  6+c)Co8C— Sin4(a+6-c)| 

und  wegen 

Sin  U«  +  *  —  c) =Sin  {i(a  +  6  +  c)  — d 

=:Sin  \{fl\h\  c)Co8c—  Q,Q%\(a\h\c) Sine, 

Co8  0b=:SiniCCosi(a4'6  +  «); 

auf  dieselbe  Art  bestimmt  man  Cos  0«>   Cos  Oy  and  ^at  sur  Be- 
rechnung der  Winkel  des  Dreieckes  O^O^O^  die  Gleichungen: 

(2) 

CosO|=:SinMCosi(a-^6H-c)»  Co8  0a=:Sini£Cosi(a-t-6 +c). 

Cos  O,  =8in  i  CCos  i(a  f  6  4-  e). 

Da  wir  nur  solche  Dreiecke  betrachten»  in  welchen  die  Seiten 
a»  6,  c  einzeln  genommen  kleiner  als  180^  sind«  so  ist  auch 
^<180o,  i?<180»»  C<180o«  mithin  Sin  U,  Sin  iJS«  Sin iC  stets 
positiv.  Ist  daher  a-|-6-f  c>  180^,  so  ist  Cos  i(a -f  6  4*  c)  nega- 
tiv» mithin  auch  SinO^,  SinO^,  Sin  O«»  oder  es  ist  O|>90^, 
O9  >  9U<^»  O,  >  90O.  Ist  aber  a-f  6f  c  <  I8O0»  so  ist  Q>^B\{a^b\c) 
positiv  und  deswegen  O^  <gO<>,  O2<90o»  O,  <90o.  Die  drei 
Winkel  des  Dreieckes  OxO^O^  sind  daher  entweder  gleichieitig 
stumpf  oder  gleichzeitig  spitz,  je  nachdem  der  Umfang  des  Drei 
eckes  ABC  grosser  oder  kleiner  als  ein.  halber  Hauptkreis  ist 

Zusatz.  Ist  a\h\c  =  180^»  so  wird  Cos  0|  =0,  Cos  O^sO, 
CosO,=0  oder  es  ist  Oi  =  Os=:O8=90o,  mithin  auch 

0|  0^=  0|  O^  =  OaO,=90o 

und  das  Dreieck  Ox  O^O^  geht  in  das  gleichseitige  rechtwinkelige 
Dreieck  Aber. 

8.  3. 

Ist  O  (Taf.  X.  Fig.  6.)  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ABC 
eingeschriebenen  Kreises  und  ODXa,  OEXb,  OC±c,  so  hat 
man,  wenn  AE=  u,  BFszv,  CB^w  gesetzt  wird»  nach  §.  1.  auch 
AF:=iu,  BDz=zVy  CE=2w,  d.h.  die  an  demselben  Winkel  lie- 
genden Segmente  sind  einander  gleich«    Mithin  ist 

a=e-f««    Ässtt+te,    cssv-fv; 
daher  ^ 
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i.  =  ',(o  t  c-i). 
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■ 

■ 

l«t  0,  (ier  Miltcliiuiikt  desjenigen  äueseTeri  Ueriilirungskretse», 
welcher    iltr    Efkc    A    gegeoiiber    liegt,    und    0,G±a.    OiHA_b. 
0,/lc,  »n  hat  man,  Henri  BG  =  u'.  CG=v'  ReseUt  wird,  nach 
§.  I.  auch  (;H=u-.  Bl^e-  und  Al-e^^c' =  An=zb^^u■ .  und  da 
a^H'-fc'  ist,  aa    hnt  roati    zur  Bustiiuiuung  Act  Segmente  n',  e' 
die  zwei  (Gleichungen: 

»',H'  =  ». 

c  +  t'=J+.-; 

woraus 

folgt: 

=  o  +  4-€.         r'  =  !(«-(6-c). 
§1 

Fällt  man  vr>m  Mittelpmilct  O  (TaT.  X.  Fig.  7.)  des  eingcechric- 
henen  Kreises  auf  die  Seite  b  das  sphürische  Perpendikel  OE. 
•oislD&chdein  vorhergehenden  Paragraphen  ^£=u  =  i(A-f  c — a) 
und  da  in  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  ^0£,  tg  AE^tgOA  .Cog^A, 
so  ist 

tgi(A  +  c—  a)  =  tg  OA  .Cos  U. 


(3) 


I     °  Cos  |.^ 


Erhebt  man  diene  drei  Gleichungen  aum  Quadrat  und  ersetzt 
alsdann  Cos*H>  Cos\B,  Cos'lC  durch  ihre  bekannten  Wertbe. 
■o  «rhäU  m&n  aacb  leicht: 


darp»s$eSii  im  tein^  Bet^huHffm  imm'^gtiise.  489 

^  8inftSiDcSini(ft+c--a) 

tg  ^^  — SiDi(a+*+c)Cos«4(6  +  c-o)' 

/A\  ^rr'^nn—     SiDaSiocSini(q+c--&) 

(4;  ^  lg  uxf  —  g.^  j(^  ^  j  ^  ^)  Co8«i(a  +'^'^  ' 

«g  ^^--Sin4(a+6  +  c)Co8«i(a  +  *-c)" 
Ferner  ist  auch  in  demselben  Dreieck  AOE : 

Sin  0£;=:Sinp=:  Sin  OA .Sin  4^^> 
mithin : 

wobei  9  den  Radios  des  eingeeichriebenen  Kreises  bezeichnet 

§.  R. 

* 

In  dem  Dreieck  AßO^  ist  2liB=e,  der  Winkel  beiJ=0O(>-t>i#, 
der  Winkel  bei  i?=90^-*iJ?,  man  kennt  also  in  demselben  ^eiiiei 
Seite  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  und  hat  nach  einer  be* 
kannten  Formel  der  sphärischen  Trigonometrie: 

^    ^r^       tgJÄCosM  +  SinJJCosc 
ctgJO,  = ^r^ 

Es  ist  aber 

^    ii>r     lA       CoslC  Cosi^SiniÄ       CosjC   SinUft-fc— «) 
tg,/^Los..f=gjj^7;^.       CosiC    "-C5^Ä*  Sine     ^'     ' 

und 

«.    ,  .^  Sinii^CosJÄ   CosjC^ 

Sin  i^Cosc  =  — cjj^^— .  g^^Cosc 

CoslC   Sin i(g  +  c  —  b)   ^ 

=  c;;;^!^ sn;^^^     -.tose, 

folglich :  > . 

oder  auch,  weil 

Sini(6  +  c— a)  =  Sintc  — i(a  +  c~*)i 

=SinV?  Cdsita -t- c -6)  —  C^sc  Sini(a  +  c-6) 
i'iitu  XXIX.  3a 


I  [ 


*gAO,= 


Bai  »phtlritfhe  DrUttk 


Co8iC'Cosi(n  +  c  — ö) 
und  ebenso 


1*    an       Coa;C  Sin 6 

^  tg  »O,-  f^^jTT;-  Co8i(6  +  c-0)  ' 


*^"'  ~Co8lJ*Co8i{a  +  c— 6)' 


"Cosiß'Coe;{6  +  c— «!)■ 


Erhebt  man  die  erste  dieser  sechs  (jjeicbangen  zitm  Quadrat 
DBd  aobatitnirt  dann  statt  Cos^iB,  Cos'lC  ihre  durch  die  Seiten 
Atm  Dr«)cekM  aasgedrdckten  Werthe,  so  wird: 

Sln;(a+&+e)SinUB+«>-6) SinoSinA Sin'c 

Sin  aSine  Sin{{a+i4c)Sini(o+6-c)  Co8»i{o+e-6) 

Sin  ft  Sin  c  Sin'j  (a^-c—b)      tg*l{a+e— 61 

"'ftnUd+c— 4)Slni(ii+6— c)(;o8»i(a+c— 6)—       SinSt/l'     ' 


'«^«.='*^äi?i?^'. 


tS^O^: 


<('0k 


.tgl(a  +  6-»). 


Siölir     ' 


Zusatz.  Diese  letzteren  Ausdrücke  kann  man  auch  unmit- 
telbar aus  der  Figur  herleiten,  denn  in  dem  rechtwinkligen  Drei« 
eck  COiG  (Taf.  X.  Fig.  6.)  ist  offenbar  der  Winkel  bei  C=:900— (C 
und  nach  §.3.  CG=^©'  =  i(fl-f-6  — c),  folglich,  da^ 

tgCG  =tgO|C.  Cos  (90^— JO 
ist: 

k«n  r^  tgUojhftj^c) 


\i\Mm 


SiBiC 


5.6. 


(.■•    ' 


1- 


•  Betrachten  wir  jetat  das  Dreieck  AOi(\  m  «iivi  in ^IflMs^lben 
auch  eine  Seite  AC==  b,  und  die  beiden  anliegenden  Winkel 
^OiAC=zlAs  ^AC0i=:^9(fi  +  iC  bekannt/  nnd  man  hat  cor 
Bestimmung  des  Winkels  «i  die  Gleichung:  * 

Cos  «1  =  Sin  U  Sin  (90<>  +  i  C)  Cos  6  —  Cos  14  Cos  (900  +  i  O 

=  SinUCosiCCos6-l-Cosi2lSiniC; 


* '. 


da  aber 


*  öm6 


so  wird 


Cos«i  =  ^^^tSlnl(a  +  6— e)Co96  +  «nJ(^  +  c— aM 

nnd  weil 

Sin  i(6  +  f  -  a)  =  Sin(6  —  i(a  +  ^  -  <?)l 

=zSmöCo8l(n+b'^c)^C9BÖSinHa+b-'e) 


M 


(7) 


Cocffi  =  Cos  iBCostia^b*^^), 
Ca#ft  «Cos  iCCps  l(b  f  c— II), 
Cosyi  sCosiilCos^Ca+c  — 6); 
Cos<%  =Cos  i  CCos  U<i4-c— 6), 
Cos/9(|=CosJi4  Cos;(a-|-6  — «V 

Co#i^H«»^U3fCasU*+<^-^^*     :.  ) 


.1 


,'. 


Dat   sphilrischt   DrtlttA 


In    dem    rechtwinkeligen    Dreiecke   ßO^O^    l«t 
tgßO,  =tg  0,0,.  CoeO,. 
mithin 

oder  mit  Anwendaag  der  tileichiingen  (5}  and  (2); 
CoBi^  Sine  ^  ,  l 


"»~Cos  kC'Cos  i(6  +  c—a)      Sin  4CCo8i(rt+  *  +  e> 

aCosMSinr  1 ^ 

"         Sin  C        'Coei(«  +  6 +c)  Co*  ',(6  +  c—  a) 

_   Sino     1 

"  SinU'Co8i(ii  +  6  +  0  C«B  {(*  +  c—") ' 


Sine 


Sina 


Sinn 


SinC~  Sin^~2SinMCo8l^ 

Anf  dieaelbo  Art  bestimmt  man  tg  O,  O,,  tg  Oj  O,  nnd  arhSIt  sur 
Berechnung  der  Seilen  des  Dreieckes  O,  0,0,  folgendes  System 
Ton  GleichnDgen: 


tg  ".  "■  -  gj„  j^  ■  c<t8i(ii+«+c)Co8;(i+e-a) ' 


(8)    ^   tgO|0,= 


■  SiniS'  CoHi('«+*  +  c)Co8l(a+c-A) 

t«  Ol  O,  =  gj^, .  Co8|(a+«+c)Cosi(ii+fr-c)  * 

Bts.    Za   demselben    Resultate   gelangt  man   d 
gen  (B),  denn  es  ist 


ZuBBts.    Za   demselben    Resultate   gelangt  man   durch    dl« 
Glaicbnngen  (B),  denn  es  iat 


tg^O,  +  tg^O,  ■. 

_Co»«iBSiBeCoaj(q+ft— c)  +  Coa''CSin&Cosi(a  +  c--a) 
CMi£CoaiCCoai(«  +  e~A)CMi(a+A— cj 


dat0€$ieiii  in  seinen  Be%iehun§en  nun  KreUe.  48f^ 

ltrB«r 

Co8*i  B  Sin  c  Cos  i(a -f  6 — c) 
=  gr— Slni(a  +  6  +  c)SioJ(a+c— 6)CosJ(a  +  6— c), 

Co8*iCSin6Co8i(a4-c— 6) 

1 

=:§T^Siol(a  +  6  +  c)Sini(ö  +  6-c)Cos4(a  +  c— 6); 

folglich  die  Summe  gleich 

Sini(aJ^6Jhc) 

Sina 

* 

X(Sin4(c+c— 6)Co8j(a  +  6— c)  +  Cosi(a+c-'6)SlDi(a+6-c)) 

=  Sini(a  +  6.+  c) 
uod 

4    An  j.*    An Sini(a  +  6  +  c) 

^«^^•■*'^^^«-  Co8iÄCösiCCo8i(a  +  c-6)  Co8j(a  +  6-e)' 

Ebenso  ist 

^      ^    An^    An       1      Sin 6 Sing 

l^tgJO,tgJO,  =  l-p^^j^^_^^_jjCo84(a  +  6-c) 

CosUfl-l-c~^)Co»Ug+ft-c)~Sin6Sinc 

""         Cosl(a  +  c-6)Coa4(a  +  6-c) 

Um  den  Zähler  dieses  Braches  zu  reduciren^  ist  folgende  Rech- 
nung nothwendig.    Es  ist 

Cosl(a  +  c— 6)=Co8{J(a  +  6  +  c)  — 61 

=  Cos  Ua -f  6 -f  c)  Cos  6 -f  Sin  i(a-f  A+c)Sfai6 
nnd  ebenso 

Co84(a  +  6  — «)  =  Cos  4(0-1-64' c)Cosc-f  Sin  4(a-fHc)Sinc; 


werden  diese  swei  Gleichungen  mit  einander  moltiplicirt,  so  er; 
bftlt  man: 

Cos4(a-fc— 6)Cos4(aHh6~c) 

=    Cos*4(a-f6-fc)Cos6Cose-f  Sin*4(a-f  6-f  <^)Sin6Siiic 

HhSini(a.-|p6-fe)Cos4(«4^6-f<^)iSiiiAGose4'C0B»8lBe| 


I 


488  VHffrUngeri    nat  sphOrttcht  Oretrtit 

=    Co8*i(o  +  ö  +  c)Cü6AC')sf +  Sh.6Sinc~Cos»iCn  +  4  +  c)Sm*8toe 

+Slni{a  +  ''  +  c)0Mi(«4  6  +  «;>Sin(6  +  r> 
=    Cas^(a+6-fc){CoH/tC<>ir— SInftSinclf-SintSiilc 

+Sin  i(a  +  6  +  c)  Cos  Ua  +  b+  e)  Sin  i(6  +c) 

=     Cos  !(<! +  6 +c)  Cos  ;(Ätc~o)  l-SinÄSinc;  i  ..||h. 

folglich  ist  obiger  Zähler: 

(J)  Cosi(n  +  c— A)Cosi{a  +  6— c)~Sin6Sinc 

=  CoBi(o  +  A  +  c)CoBi{ft  +  «^— "); 


unil 


*8'**^"-CoBjJ?Co8jCCo9;(«  +  A  +  e)Co6ä(A  +  c— o)' 
und   treil  bekanntlich 


r„sii?Co* 


SlitU 
ist,   *n  Ut 

tgO,0,= 

wia  oben. 


Sin  i(rt  +  fijfc)       Sinj(o  +  A+c)  _    Sina; 
'        "Sil.«  •     Co8ifiCo«iC  — SioM 


iinlA'  Coaä(a+A  +  c)Co«l(A  +  c— a) 


5.8. 
Das  recbtnii)kelii>e  Dreieck  A0,O,  gibt  jetzt 
"  -      tgJO,  =  tg0iO,.Co8«,, 

iiiet  vreiit  'ttüi  «ubstilulrt:  .,,    „    - 

l'CttBiB  Sine  Coa'C  Sin&  " "      " 


dmrHMttUt  im  seimen  Bttiekungm  wmm  Wre$»€. 

ffvil  an« 

SioJ9_Sln* 
Siinr©""5loc 

lelefat  gefolgert  wwrden  kann: 


Ferner  ist  auch: 


tgMO,  = 

SlDi(q+6+c)SiDi(a+c~fe)  '  Sing  Sin  6 Sln^ 

Sin  a  Sio  e  'Sm\{b^c-a)S\nl{a-{^c-b) '  Co8«;(a-f  6-f  c) 

Sin  b  Sin  c  Sin»i  (q+fe-f  c)  _  tg\(a+b  +  e) 

"  Sinl(6+c-a)Sini(a+6+e) '  Cf^^a+b+c)  ""       G—^iA      ' 

Man  hat  also  zur  Bestimmung  der  drei  Perpendil^  dee  Dreiecks 
O1O9O,  folgende  Formeln: 

*S^^*"~SiniÜ*Cosi(a+6+c)""SiniÄCo8i(a+6+o) 

1 

_tgi(a+6  +  c)      . 
""       CosU       ' 

CosJ^  Sine CosiC         Sing 

^^^•-SiniC*Cosi(c+6+c)  ~"  Sini^'Co8i(a+6+e) 

^^^    ^  _tgi(gf^  +  c) 

~"       CosiÄ       ' 

Cosi^  Sin  6  Cosjg  Sina 

tgt;0,-g|„  iÄ*  Cosi(a+6 +c)  ~  Sini.1  *  Cosl(a+k+e) 

_tgi(q  +  &  +  c) 
""       CosiC      '    . 

Zusatz.  Wir  haben  schon  im  Zusatz  des  §•  2.  auf  den  be- 
sonderen Fall  aufmerksam  gemacht ,  wenn  der  Umfang  äes  gege- 
benen Dreieckes  ABC  einem  halben  grOssten  Kreise  gleich  ist. 
Unter  dieser  Voraussetzung  fanden  wir  0|  =iO^=^0^=i 90^» 
0|  0|i=:  0|0,=:  0^0,  =t  90^,  und  die  Gleichungen  (9)  gebeir  dem 
entsprechend  auch: 


O|ii«sO»B=sO.C~000.. 


t.  • 


•  V. .  \:t\" 


I 


Unferdlnoer :     Da$  spItdrlicJit  Ortittk 

Da  »ich  van  den  Ecken  dieses  glcichseiligen  rechlwinkeligeii  Oret- 
ecks  OiO^Og  auf  die  gegeDÜber^tefaeodcn  Seiten  beltanntlicb  dd- 
endlich  viele  Perpendikel  lallen  lassen,  so  ziehen  wir  aus  dem 
Vorhergebenden  die  bemerkenswerthe  Folgerung,  dass,  wenn  man 
die  Fusspunkle  A,  B,  C  dreier  sokber  in  Einem  Punkte. O  eich 
durchschneidender  Perpendikel  zu  einem  sphärischen  Ureieclc  ABC 
verbindet,  dieses  stets  einen  constanten  Umfang  bat,  welcher 
«inem  halben  grOssten  Kreise  gleich  ist. 


.  9. 


Aus  dem  recht« iukeligen   Dreiecke  OCO^   folgt: 
tgO,C=tgOO..C08«,,    tgOO,=*|^. 
oder  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (6;  und  (7): 


tgOO, 


_tel(a+c-6) 


SinlC      "Co8ißCo8;(o  +  6  — c) 
lg;(a  +  c-6)   , 


— Sin;Ct;osifi'Co8i{a  +  6  — c)* 
da  aber 
Sin  ;  CCoBi^  _  Sini(o+c— fe) 


Sini  CCobIB  =-öj-*— iSiai(a+e— ft); 


C08>^ 

wird 

Sin, 


^eiC+c—i) 


(g  OOi  -  (.^  lA-CMl(a+c-b)Caai(a-i-6—ey 


(10)       }    *8^^~CoEiBCo»i(ö-i-c-a)Cowi(a+6~c)' 

f         firt        Sine 1 

V    '«  "<^  -CoslCCo8i(ft+c-a)Co8;(a+c— 4)' 


j.  10. 

WU.g«ben  nun  Ober  tm  AunOsnng  der  AuTgab«,  die  Rsdle* 
der  Berfihraogskreis«  eines  aphürlBchen  Dreieckes  tn  beiechntai 
wenn  die  Seiteu  oder  Winkel  deaaelben  gegeben  sind,  and  nir  Ana- 
nittelong  der  xirieelieii  diesen  Stticken  ■tattbabenden  Bealehongen. 


däf$MeUt  IK  $ettm  Beniehungm- mm  ilkr^tie,  49| 

Bezeicbnen  wir  deoRadiiis  jdea  eiogeachnebeiieo  Kreises  mit 
Q,  ood  mit  9i»  ^>  ^  die  RadieD  der  drei  äusseren  Berübrungs- 
kreise,  welche  beziebongsweise  den  Eciteo  A,  B,  C  gegenüber 
liegen,  so  ist  in  de«  rechtwinkligen  Dreiecken  AOE  und  COiG 
(Taf.  X.  Fig.  6.)  OE^q,  OiG=^Qi,  igQ=z  Sin AEAg\A,  tgQi 
=  SinCCr.tg(90O— iC);    da  aber  nacb  §.  3. 


.e»i; 


AE—u=iib  +  c—a),    CG=t«'  =  l(a+c— 6) 

ist,  so  wird 

tg^  =  tgMSini(6+ c-a),    tg^i  =ctgiCSin4(a+c-6); 

und  wenn  man  diese  zwei  Gleichungen  zum  Quadrat  erbebt  und 
statt  tg^M*  ctg^lC  ihre  durch  die  drei  Seiten  a,  b,  c  ausge- 
drückten Werthe  substituirt»  so  erhält  man  leicKt:        > 

^        Sini(a  +  6  +  c)Sini(6-i-c-o)Sint(a  +  ^— &)Sini(a+6-c) 
*^^""  Sin«i(a+6  +  c) 

3        Sini(a  +  &-fc)Sini(6-fc--^a)Sin;(a+c~6)Sini(a+&--c) 
*^  ^""  Sin«i(^  +  c— a)      ' 

Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

.  (11) 

iri*=8inUa-f^-f  c)SiDi(6  +  c-a)Smi(a-fe— 6)8in<(a-|-A— c)> 

ao  bat  man  zur  Berechnung  der  Radien  der  vier  BerSbrungskreiae 
eines  spblrischen  Dreieckes  folgende  Gleicbungen: 

***  =Sini(a +Hc)' 


*8*»— SinJ(Hc— o)' 

(12)  *\ 

H 

*«*«  =  Sinl(«+c-Ä)' 


UM 


**f»»=Sin;(fl+^-c)' 


(13)  Vl*i=tgQigQitgQttg9,. 


i.  11. 


BehMtotfidi  Int 


I 


l'nferfUnntr  ■     Bat  rpMrUcke  OrrtteH 
Stnl(«4  6-1-«)=— SiniaSmi68lfi|ir 

■\  SinäsCoaiaCosii. 


und    «r«nn   niao 


(14» 


)Sln;aS 
SinioC 

'     sin  U 


[  &\niaS\n\bSinlc  =/t . 

n^cCos^iCosi6  =  J, 
MtsI,   ao  findet  man  leicht: 


Sini(6+c— (i)= 
I  Sini(n-^c— *) 


"»SP 

//, 

«sei 
g, 

*Rft> 
ff. 


Durch  Adtlition  dieser  vier  Gleichun{;en  ergibt  sich  sogleich: 
J  +  J,  +  ^t  +  '^a  =  i^iCr—  +i —  +  1 —  +1 — \ 

nach  and  nach  die  Gleichungen  (IS)  abgexogen 


lind  vtenn  hii 
n  erden: 


f-i«.(tgp,+tgp,+  tge, 


=*"•  (tgf ''"  tge.  "*^  tKft 


1  • 


Cft     tgpi/' 


Denkt  man  sich   hierin  «Uli  Hi   deaaen  Werth  aus  (13)  ■ 
tnirt,  ao  eracheinen  die  GrSaaen   ^,  ^y,  d^,  ^  ladlgHah  4 


drUcItt  durch  dieRadim  ^»>9fv^»  ^i  der  irter  Bi»Mllmitigtikf  eise. 
Wir  kutttien  diiberelnef8«ftiiid«rcb  AttfHSemi^  der  Glefehangen  (M^ 
\n  Be^ug  iittf  f»,  i»  e  die  drei  Beiteii  dM  Dreiecke»  ABO  daf«h 
die  Beruhrungeradien  darstellen  oed  aliderersi^its  durch  ElnniiiäN 
tion  der  drei  Seiten  a,  b,  c  aus  den  vier  Gleichungen  (14)  zur 
BedinguDgsgleichtirtg  gelangen,  durch  welche ]die  vier  Radien 
der  Berahfungakreise  eine«  Dreiedces  mit  einander  Verboad^n  sind. 


{.  12. 


I 

I 


Erhebt  man  die  Gleichungen  (14)  zum  Quadrat,  fahrt  statt 
der  Cosinus  durchgehende  die  Sipus  ela  und  setzt  Sin^iaasir, 
Sn*i6=y»  3in*ic=:z,  ^o  erhält  man :  \ 

xyi  =  //•,  ^^ 

*(I-»)(l-r.z)=//,«, 

(17)  \ 

Wenn  man  die  letzten  drei  Gleichungen  Qiit  einand^  jaaltipliclrt» 
das  Product  durch  wyz  dividirt  und  aus  dem  Reiiultat  die^  Qipi|* 
dratwurzel  auszieht»  so  ergibt  sich  mit  RQcIcBidit  ßuf  4ie  #faU 
Gleichung  leicht: 

(I-:r)(l-y)a-*)  =  ^^, 

und  wenn  man  diese  Gleichung  nach  und  nach  durch  die  a^freitf^ 
dritte  und  vierte  der  Gleichungen  (17)  dividirt: 


oder 


ij')   ^=Sin«iii«^^3j-j:J^^-3.,  y^«***«^.^4^ 


i=S'm«ic=   ..    iV^  > 


woraus  mit  Leichtigkeit  folgt: 

Cos»ia=  ./^'  ^  >  Cos«i6=j,  .^^^  .  ,  Ces«ic=f  ./V^  . ; 

JJl-{-J^^  ^J^ri-J^J^,  -^^»-i^^S 


r49t  ÜnferdiHger:    Boa  iphamche  Breieck 

Cm  bIbd  die  drei  Seiten  He«  Dreieckes  durch  die  RadivD  der 
Berdlirungshreiae   ausgedrückt    zu    erhalten,    braucht  man  nur  » 
die««  ForiuelD  statt  J,  ^, ,  ^1^,  ^g  ihre  io  (16}  gegebeoen  Weith« 
EU  Bubslituiren ,  und  erhält  z.  B.: 
/  ,  „   _  \ts»i^"^ti^"*"tiei~'"gp/\«gt'   tgfa  ^^~^i) 
l     'S  »°—   y  1  1  I  I    W  1         I  1  T^' 

vge    'gei'*'iges    tgeJvge  tgp,  tg^    tgp»/ 
fJ_+ _L  .  J_^_LV_L+_L+J__JL-\ 

Vtge  ^  tgpa    tgpa    tgpiyvtge  tge,  tgp,    tge,/ 

/j.  ._L  .  j ly  I  1  1  I  1 l_\ 

,  ^  _  V'sei     tgpa  ^  t^ft    tgp/  <^tge  tgp,   ^p,    tgfa^ 

Werden  die  (ileichungen  (^')  mit  einander  multiplicirt  and  be- 
rficksichtigt  man  dabei  die  Gleichung  xyx^J^,  sn  folgt  als  Be- 
dingungsgleichung  zwischen  den  vier  Radien  der  BerOhningskrewe 
eines  aphärischen  Dreieckes: 

(4^,  +  J-a^Ot^J,  +  ^,  ^,)(^^,  + ^,^^  =  J^,^^„ 

In  welcher  ebenfalls  statt  ^,  ^|.  A%,  J^  die  Wertba  ans  (16)  tn 
setBen  sind. 


Wenn  wir  in  der  Absicht,  die  im  vorhergehenden  Paragraph^ 
erscheinenden  AnsdrOcke  müglichst  einfach  durch  dl«  RadicB 
9'  <h'  <>*•  0»  darzustellen,  fOt  einen  AugenbUck 


(^ 

^-- 

1 

t8S  = 

-""    d  =  ''- 

iÄ;='. 

uDd  dia 

.Summe 

(^ 

iif  +  Sft 

-4 

+^=>+».+'.+^=s 

Mtian,  sn  wlrdi 


(19) 


d»getUUl  in  uHum  Bntekungem  »vm  Kretu.  I8kt 

-rf=iÄ,(«-A).    <rfj=iÄ,(0-;i,),    ^i=iÄ,(*-lJ.    ^,=iif,(tf_l,); 
mithin  Ist 

da  aber 

(<»-i,)(tf-i,) =<>•-(*, +  i,)a+i,i,;    . 
•o  wird  die  Summe  gleich 

d.i.  mit  RQcksicht  anf  die  Gleichung  (//"): 

(ff-i)(*-ii)  +  («-i.)(«-i.)=iili+i«At  nnd 
(tf_i)(tf_i^  +  (tf_i,)(tf_i,)=ii,  +  i,l„ 

(tf-Jl)(tf-i,)+(tf-ii)(ff-i,)  =  li,+iii„ 
^//i  +//^,  =  lHi*(Ui  + 1^),    JJt+  JiJt  -  iÄi«(li>»+  Kh) ' 

Es  ist  daher 

^...        (tf-A)(tf-l,)    „.  ...    (a-A)(tf-A^    o._,. _(tf-A)(g->»). 

und  die  BediDgungsgleichnng: 

oder,  mit  Anwendung  der  Glelchlmgea  (^  and  (19) »  nach  einer 
leichten  Recbnong: 


t  .ii 


^M         4M                Otiftrtll''Sfr;    Bat  t^MrUelu  BrUtei 

• 

H       (30) 

■                tgi.Igf.+lgntsi.AlBl'i    Ig».    Igti      IK/Vlgf    W«    IBC 

-^y 

■                                            a».;« 

'l6(lg«.tlB»ilB(Al6(i^S:    'BP.      W  VlB»    Igfi    lg». 

-^} 

Sm'Ic 

.  .tgg'Ba'Bfatsa/'  1   1   1    ,   1        1  Y  '  .   1    lJ_ 

H                  'Bptgfj+'BCilgtAtBfi  '  IpC^ift      Igf/lVlgP^lSf,  Mg« 

-1} 

V              (21)                                         Co.»!. 

.iBplBP.lBfslBt./"  1   1    '    I    '          '   V   1    '    1    ' 
'lEflgp,+lgf,li!P.VlB»'egfi    Igft      «fi/MBP   !«<■■    Igf, 

-.i> 

Coa'lt 

,lKtlRp,lEKtBt,/'l   .1,1          '   V  '  1   '    1    ' 
'lBPl6f.+'Bnlg».VBt    IgPi    IB».      lB(i/  Vtif   tgft    Igt. 

-^> 

igpiBP.iBP.iFP./-'i  '  1  '      '  Vi  '  1  '  - 

iBelSP.+Igfi'Bf.'.'B»    'BP.    'BP.      'BPi.'  MgP   Igp,    Ig« 

-4)' 

(tgptgpilgpatgpj)« 

=('-L+ -L  + J-_iV-L+A  +  J___L\ 

vtgpi    Igp«   igpi    tgpy  v»gp   tgp.   igPs    *epi/ 

^  vigp  ^  igft  ^lB»i~  "»»/(.iip^Wpi  *  ijiii  ~  i»«/ ■ 


gb^.=4s...i.,c...;.^4«-^<',-'-'<r7y'°-'-), 

oiUr  mit  AntwMhHig  dar  Bedlngniigpgldcfang  (<^i 


(23) 


dal^§99i$iU  in  $eimem  Betieäunffen  %wn  KnUe.  48l> 

Sin  ^5 — (^g^gft  -f-  tgi^^f^)  (tgptgPa^tg»!  tgp,) 

tg^tgfa  +  tg(»,tg(»8 

gl„t,^-,(^C^8g|  +tgg>|tgf,)(tg(>tgea-f  tg(>ttg(>B) , 


(24)  Siii«aSiD>6Sinac 

=  (t«#tg^  +  tge» tgPa)  (tgc^tget  +  tg  (»1  tgPs)  (tgP tgf»  +  tgpi  tg^.  ' 

Aoch  bat  man  nach  dem  Obigen: 

oder  mit  Anwendung  der  Bedingungsgleiehnng  (/!"^i 

Co8«laCo8«itCo8«ic=:  -j— ^= ^^-^^ ^^^-^ ^^ 

_(tf_X)(tf^Xj  (<J-Aa)  (<r-A,) 

_Ä|«  (tf--A,)(tf-Aa)(tf-;i3) 

Beseicbnet  e  den  aphärlscben  Excess  des  Dreieckes  ABC$  ä& 
ist  nach  den  Lehren  der  sphärischen  Trigonometrie: 

®*"*»'— 4Cos»iaCes*i6Coa»;c' 

mithin,  wenn  man  fttr  Cos'ja»  Cos^6,  Cos*is  den  vorhin  gefun- 
denen Werth  setzt:  i 

oder 

(25)  SiD*it 

J-  +  _L  +  -L_± 

tSPi      tgp,  •  tg<^     tg(> 


(ti?*«gs«*iwi''W\«g*'*^«gfi'''««ft    WV.tw'''<g»i'*'^ 


9.14 

Dft  bekuntlieli 


"  I 


'^■Vmferd/nffer:     Bat  ipAilristJie  Brtifek 


t%*\A  = 


Sin  Kafc-b)  Sin;(a  +  b—e) 


I 


ii(a  +  S  +  <r)Sini(«  +  c— «)' 
1  hat  msn  mit  Uilfe  der  Gleichungen  (IS)  auch; 

Igt  tgPi 


(26)  tg'i^  =  ( 


lg'!ß= 


.gMC=^ 


und  80   haben    nir    auch   die  'Winkel  des  sphärisch eii    Dreisckei 
ABC  durch  die  Radien  seiner  vier  BerShmiigcilireise  dargestellt. 

Znsats.     Ist  der  Umfang   des  Dreieckes    ABC  gleich  ISO". 
•o  hat  man: 


i(a  +  c-6)  =  90«— 6, 


Sini{fl  +  *  +  c)  =  I. 
Sini{6  +  c  — o)=Coa«. 
Sini(a+e— *)  =  Cm*. 
Slnl(n  +  A-r)=C(Mi«; 


mitbin 


ff.»  =  CosaCosiCoBc 

und  die  Gleicbnngen  (12)  geben  alsdann: 

r  tg'p  ^CosaCosACoae, 

CosACoae 
I  ig-ei=- 

(27) 


•8 

Coua     ' 

tR'f. 

Cos  0  Cos  G 

■      Co.*      • 

lg 

■m 

CmoCo.« 
-      Cn,c      ■ 

tgi 

P  = 

:tgclg«lsa- 

,--,       'g'f'g'w      ^    „^    ■        CO.6C0.C  Co.'tp«.V 


tlarpettellt  in  Beinen  BnfeAunpen  %tim  Kreist,  499 

0«)  I 

(       A^^ei,  Ä=:^ipa,  C=2es. 

Ist  also  in  einem  sphMrischeD  Dreiecke  die  Summ^  der  drei  Sei; 
ten  gleich  180^»  so  sind  die  Winkel,  desselben  beziehungsweise 
den  Dorchmessern  der  gegenüberliegenden  äusseren  Berfihrungs* 
kreise  gleich. 

a 

6.  16.       ' 

Wenn  wir  die  Bezeichnung  der  vorhergehenden  Paragrapliw 
beibehalten,  so  ist: 

Sin  6  Sine  Sin  a  Sine  SinoSino 

mithin 

Q  O  3      * 

(29)  8in^SingSinC=s,^,^s.;,,^.„^, 

und  wenn  wir 

= -.  Cosi(^+Ä+C)Cosl(Ä+^'— ^)Cosi(^+0-Ä)Cosj(il+Ä-C) 
setzen,    so  ist: 
«•  i^'  «,  A  2g'  _.  2«' 


SinÄSinC'  ""SinilSinC  Sin  .1  Sin  Ä 

und 

(30)  SmaSin6Sinc=:  gS„2^sin«i?Sin«C- 

Wird  aus  den  Gleichungen  (29)  und  (30)  einmal  SinaSinftSinc 
elirainirt  und  Hi  bestimmt,  dann  Sin^lSin^Sin  C  eliminirt  und 
H'  bestimmt,  so  ergibt  sich: 

<^^>  ^»  "^  Sin  .4  Sin  ^ Sin  C 

2i7  * 

(^^  ^'~  SlnaSinÄSino' 

Die  erste  Gleichung  gibt  die  Radicalgrösse  J7| ,  ausgedrückt  durch 
die  drei  Winkel ,  und  die  zweite  die  RadicmIgrGsse  ff »  ausgedrtickt 
durch  die  driei  Seiten. 

Ferner  ist  bekanntlich : 

Tlieil  XXIX.  33 


SOO  Cnferälngtr  :    Bat  npMrtirlte  Dreieck 

'  CoBiACo8\B _  Sini(o  +  fi  +  c)      CogMSinjB  ^  Stl^A^-c— g) 
Sin  *  C       ~  Sin  c  '  Cos ;  C  Sine 

und  weno  man  hierin  statt  Sine  seinen  obigen,  durch  die  drei 
Winkel  aasgedrdclilen  Werth  Bet7.t  und  dann  Sin  i(a -(■  A  ^  c), 
Sliii(fr-|-c  —  a)  beslimmt,    narti  einer  kleinen  Redtiction  t 


Sin',(b  +  e-a)=, 


•JSiniACosiBCoslC 


Mglieh: 


Sioi(a  +  6+£)  _  ff^    I 1_ 

W,             "  ff,  ■2SinUSinlöSinSC~tgp' 
Sln'{fe  +  c-a)       W    1 l_ 

ff,  "ff,'2Sin;^C5ß;fiCo8;c~tgfi' 


oder  weil  ans  (31) 


Mgt: 


a      SiiiASmBSmV 


% 


(33) 


I  , IT 

I  1"'-2Co«i,<Sin{fiSloiC' 

I  , ff 


'   '«'■— 2ro.iCSiiiJJSi«ifi' 
DiMe  vier  Gleichnngen  heslimmen   die   Radien  der  vier  Berdh- 
niDgskreiBe  dorch  die  dr«i  Wiabel. 

ZniAti.  Ans  der  erstenGlelcbangdieeeBPeragraplMD  folgt  Mick 

Sin^  _  ag|     

Sina  "SinaSinftSina'  ,j. 

«Air  wtU  Bach  der  GMefcoag  (33>t 

■       ag,  «• 


dar§uieUi  in  seinen  Betiehunpen  nun  Mniee:  SOI 

* 

ao  ergibt  sich  auch  die  Relation: 

m^  Sio^     SinB  _S\nC     B' 

^    '  Sinä'^  8in6  —  Sinc~flr,' 

9.  16. 

Anwendung    der  vorberg^hendien  Formeln   auf  das  Polardreieck. 

Sind  a',  b' ,  e'  die  drei  Seiten,    A\  B' ,  C  die  drei  Winkel 
dea  dem  Dreieck  ABC  entaprech enden  Poiardreleckea ,  ao  iat: 

a'  =  \Slfi^A,  ^'=1800— a, 

ft'slSOO— Ä.  Ä' =  1800— 6, 

mithin : 

i(6'+c'-a0=  90^i(Ä+C-il),    i{B'^C^A')z=:  90O-i(6+c-«r). 

U.   8.   W.  U»   8.    W. 

SinJ(a'+&'+c0=-Co«JM+Ä+O>  -Co8j(i<'+Ä'+C0=Sini(a+6+c). 
Sini(*'+c'-aO=  Coai(B+C-i<),  Cosl(Ä'+(?-^')=Slni(*+c-a). 
Sini(a'+C-60=  Cosl(^+C-Ä),  Cosi(J'+C-Ä0=Sini(a+c-6), 
Sini(a'+*'-C)=   Coai(i<+i?— Ö,  .  Coai(^'+Ä'-e)=Sini(a+6-c). 

SeläEen  wir  daher  für  das  Polardreieck: 

iifi«==:Sini(a'+6'+c')SinU6'+c'-a')Slni(«*+c'-4')«inl(«'+V -*«*)» 

aa  iat  offenbar 

Iat  ^'  der  Radiua  dea  dem  Polardreieck  eingeachriebenen  Kreiaea 
ond  aind  ^',  (^'9  q^'  die  Radien  der  SiMaar^a  Berfibrongakrelae 
deaaelban»  welche  beatehungaweiae  den  Ecken  A' ,  B',  O  gegen* 
fiberliegen,  ao  geben  die  Gleichungen  (12): 

K  K 


(-.üv,  //^..■ 
^4  «a  eklcbuDKm  (33): 


*"*»'— aSInicCoatoCoB  46' 

Die««  twei  System«  von  Gleichungen  geilen  die  R«d[en  d«t  B«- 
riibning«lireise  des  Polardreieckes.  ausgedrflcitt  dnrch  di«  Winkel 
oder  SMten  des  Heuptdreieckea. 


f.  17. 
Aus  den  Gieicfanngen  (35)  folgt  aech 


Co«iU  +  C— «)= 
CwHA  +  B—C)= 


dmrftueUt  tn  tHmm  BttHektmtm  wumUrHu.  MS 

und  wesb  man  diese  Gleichimge*  addirt  uod  barfi^skhtigt,  daM 

Cos  ;(^  -f  fi  -f  C)  -f  Cos  i(i?  +  rr-  4; + Cos  k^  +  c— B) 

^  CosUil  -fB— 0  =  4CoaMCesl£Co8iC, 

V 

>  so  erhält  man  sofort: 

> 


oder 

1  ,  1  ,  t 

rottMn  ist: 


.1.1  1        4Co8i.4Co«iÄCo8;C     2   -      ^ -,«,, 


ebenso  bat  man,    weil 

•-C0Si(^  + JB  +  O  — C08i(Ä  +  C— i4) +C084(i<  +  C-7:») 

1.1.1  1        4Cosi.4SiniÄSIn;C      2   .      ^„^^ 


ist: 


urifi  ee  ergibt  sieb  daber  folgendes  System  voo  Gleicbuagoto: 

1 


(»7) 


tgfi 
1 


/  1     _j_  ^ 1  \ 

VgPi'^tge.'  +  tgfti'     tgp7' 

/  1  I         _V 1    \ 

f  1        1      _1 1_\ 

j__YJ-+-i_+-! L.^; 

tge,~*\.tgp'  +  tgpi'^tgp,'     tg«,'/' 

durch  deren  Summiraog  nacbsteheode  merkwürdige  Relation  ent- 
steht: 

^^     l         1  1        J Lj._JLj._JLj.    ' 

^  i;"*"ti;;"*'ig*."*"tge,-tge'  +  tgft'  +  tg«'+^^' 


tm  Bmf^4i90€rt   Mt  ipämiB$k§ 


and  Werte  Gleichaiig  ip  ^  «abtjreUit:    ,  ,'x  i  $"  i  i      «"'» 


0») 


s 


i!.  ».«  J-Ir.«!!-. 


«1 


»  • 


durcb  welche  leCitereii  Gleichmigen  die  Redtea  der 

kreiee  dee  Pelardreieckee  berechnet  werden  k^nm,  weM  jene 

dee  Hnnptdrelefimi  se^efcen  eind. ,  Y-     '^ 

Me  ifriedMil  dto  Radlea  der  Btfillhtrtiieitrdbh  JKü  'Pohr> 
dreied^ee  beMvWpde  Vtdlngivngegleiehang  wM  nettillck  ave  Jener 
(S^  abgelötet»  wenn  man  alle  In  Ihr  enthaltwen  q  nlt  SMchnn 
▼enrfebt»  so  daae  man  hat: 

(tgff'«g«i'tgfti'tgtt')* 
_/    1      .      1     ,      1  1   \/   1     ,     1',      1 1_\ 

/  1      1       1 i_'\/ 1       1       i i_\ 

^Vtg?''tgPi''tgrt'      tS9»'JW9'\9i'^S9%'      *e9»'/ 

Ersetzt  man  Id  dieser  Gleichung  tg^',  tgpi',  tg^',  tg^'  darch 
ihre  Werthe  in  (39)  und  bedient  sich  zugleich  zur  Abkflnnng 
der  Bezeichnung  des  §.  13.,  so  wird  der  Zähler  des  ersten  Thei- 
les  gleich: 


4J_1_+ l { 


Ih  +  ki^ 


X  i(ff_l)(<r-j,)  +  (tf-i,)(tf-i,) U        j  X (tf-l)(«-i,)(«-A,)(*-i,) 
X  J(»-i)(»-i^+.(tf-l»)(e-A^|  •  X(«-4)(ff-i;)(e-lg)(#-l,) 


datH$iHii  m  $(B$imm  Bmaektmfem  mm  MrHM€.  BH 

ood  der  Nenoer  dea  <ti«tai  ThelltA  %UUk 

1 


,(<i_A)(a-Xi)(a-AJ(a-.Ä,)|*- 


1>»  eich  feiner  der  «weite  Tbeil  der  Bediiifeiigigielcbuiig  TerirMf 
delt  in 

eo  bat  iniiD  statt  (40):  - 

eioe  Gleicbunff,  welcbe  mit  jener  {d^  ideotiscb  Ist  und  uDinlltel- 
bar  in  die  Bedingsagsgleicbaiig  (22)  abergebt,  wenn  »an  jtett 
^>  ^ »  ^>  ^  und  c  seine  In  §.  13.  angegebenen  Wertbe  substi- 
tulrt,  wie  scbon  frfiber  gezeigt  wurde.  t>ie  Bedtngnngsgieiehang 
(22)  bat  also  die  merkwürdige Elgenscbaft,  dass  sie  angeändert 
bleibt,  wenn  man  a  ibr  tg<>,  tg(i|,  tg^,  tg^  dmeh 


tgft    «ge»     *g«»    tgff 


•+Jr+    '         ' 


9 


tgP  tg^  tg^  tgf, 

"  +  ■+>_•- 


%.    \ 


tg«  tg^  tgp,  tgft 


ersetzte 


^gP     fgPi      tg^      tgp. 


§.  19. 


Ist  O  (Taf.  X.  Flg.  8.)  der  Mittelpunkt  nnd  r  der  Radius  des 
dem  Dreiecke  ABC  nmscbriebenen  Kreises,  .und  legt  man  dnrcb 
diesen  Punkt  die  drei  spbSriscben  Hauptbogefi  ÜA»  OB»  OÜ, 
so  ist  OA::sOBT=iOC^:sr»  und  es  entsteben  offenbar  drei  gleicb- 
scbenkelige  Dreiecke:  OBC^.  OAC,  OAB,  deren  Winkel  an  fbr 
Basis  durch  folgende  drei  Glelcbungeu  bestimmt  werden: 

vi+wi^A,    Ug+wi=B,    mi+9t^C; 


Vnfardinrer.-  Bat  t; 

lÜeselhen  gehen  in  der  Th&l  uiit  Leichtigkeit: 

FSIIt  man  nun  von  O  auf  die  Seite  a  Aas  sphärisclt«  Perpendikel 
OD,  so  iat  tgCD=tgOC.Co»»,,  oder,  »eil  CD=-\  an  ach  dem 
Obigen,   tgja  =tgr.CosH|,    nnd  hieraus: 


tgi° 


(41) 


•S*"-  CoBi(ß  +  C-  Ä)  "  C08IM+  C-B)  ~  CmHA^B  —  CY 
du  aber  bekanntlich 

Co»i{B^C—A)  = 
.'  so  iat  1 


Siu,aCoal6  , 2//, 

h—\ SinC  und  Sin  C=c-i„--<;;T/. ' 

Sin  ic  SinaÄinö 


C..!(B+C-J)=.;t;„,„si^,tSi„,,. 


und   demuacb 
(^3) 


_  2  Sin  jo  Sin  4&  Sin  je 


steh  «fllcbcr  Fonnol  r  S«re«bnet  Trard»  ikaoii,   wm«  die  dnl 
8«il«*  dM^Dr^Mkea  gefobcB  «iod.. : 

Wenn  man  diese  Gleichung  mit  jener  {A'*^  {.  13.  vwbind«!,  , 
so  arhält  man  auch: 


tgr    SinaSiniSinc 


o4er  weil  nach  (32) 


=    ff    . 


o4«(  esdUch,  da  Sii]i*=— Coa;(^4-S-(-6*)  ist.: 


tisch  welcher  Formel  r   berechnet  nerden  kann,    wenn  die   drei 
Winkel  des  Dreieckes  ABC  gegeben  sind. 


datg^teHi  M  tehim  BetieAunpen  %um  Kreiue.  H07 


Z  US  Ais.    Näcli^  Idem  Obigeh  \b^ 


i    : 


Sing  Sing  Sin  6  Sine" 

mithio.  aocb: 


>  f 


Sing       ^2SiDiaSini6Sinic  ^     .    -^     liri     i 
g|--j  =2 = — -jj-^ .CoBigCosioCoffic, 

und  mit  Rfickakbt  auf  die  GimeliuDg  (42) : 

,At\  S5no       SinÄ       Sine      .^       ,^     ,    „     ,.-,     ,    , 
<^>  Si^  =  8i;rB.=  SnrC=2<«''lCo«4aCo8l6Co8icl. 


$.20. 

In  dem  Nebendreiecke  AiJ^C,  welches  an  der  Seite  o  liegt, 
Ist«  wenn  wir  AiC=bi,  AiB^Ci,  ^A^BC^Bx,  ^AiCB—Ci 
setzen : 

mithin :  x 

J(«+*i+Ci)=180o^i(6+c.^),  i(J+Äi+Ci)=l80o^i(Ä+&-i<), 

l(^+ci-a)=180o-i(«+Ä+c),  i(/?i+Q-il)=i80O-4(^+Ä+C), 

i(o+Ct-6J=i(g+6-c),  1(^+Q-Äi)=i(^+Ä-C), 

i(a+*i-Ci)=i(a+c-6);  i(^+Äi-C,)=;i(^  +  C-Ä) ;       • 

Sioi(a+6i+Ci)=Sini(6+c-.fl),-Cosi(.4+J?i+Ci)=+Cosi(B+C-^), 
Siiii(&i+Ci-o)=:Siiii(g+6+c),  CosiCßi+Ci-vl)=:-Cesi(J+Ä+C), 
-Sloi(a+Ci-6i)=Siiii(a+6— c),  Cosi(il+Ci-B|)=+Cosl(ii+Ä-0, 
Sini(fl+6,— c,)=Sini(a+c-6);     Cos4(il+Ä,-Ci)=+Cosi(^+C-iP); 

woraus  folgt,  dass  4lie  mit  Hi  und  £f'  l»ezeicbneten  Radicate  in 
beiden  Dreiecken  ABC  und  ^| fiC  .gleichen  Werth  haben,  und 
wenn  wir  den  Radius  des  dem  Dreiecke  4%BC  umschriebenen 
Kreises  mit  Vi  bezelcbncfti ,  so  ist  nach  (41),  (42)  und  (43): 

tgjq  — tgjg  _tglg        • 

**^»  "~Cosi(iBi  +Q-.4)  ""CosU^  +  -»+  C)"^SnlJ'  '■■'■'-'■ 


2Sin4aSin;friSinioi       2SiiitaCosi6Cosic 

*8'i  =f —jBl ~  =  "^         Bi        ^ 


Vmf€räinf0r:   Mt  «liMMIf  JNrili|l•^^^ 


tgf^ss— Ä'  W ^ 


-•.  II 


\    ' 


Warn  wir  Bocb  die  lUdiM  d«r  oMN^rMM«  KrrisT  ter  bei- 
den an  den  Selten  i  nnd  e  übenden  Nebendveleeke^  iniit  vk.-eBd 
r|  beeeiehneii  nnd  allee  Boeemnienetellen»  ee  fcat  wutmT '  '  ^" 
drei  Syeteme  ten  CSIeielian||enii.  \  *'^ 


»-•••■•-•■Ji-  ••  — 


(45)       tgfi=i^i  ^•^r?«^'  *^.=^TOft.  •  •: 


«     .:|*-. 


-:i 


i'  ff*   . 


_         ianieSiniftfiin}«..      ^     .. 
SSiniaCoeiftCoeJe      . 

tgr,Ä q|r ' —  i 

.  ix.         2Sint*CeeUCee|c 

aSinieCoeUCeeii.  ..»  i-. 

_     Cof}(4+g4C?) 

•  -r.-'i-j   . 


(47) 


.     _     Cwi(g-t-C^J)  . 

_      Co^i(£+C-Ä) 

•»''l—        — -Bi » 

.      _     COT4M  +  fi- C) 

Werden  die  GleidiuDgen  (46)  mit  einaeder  mnltipliclrt,  ae  ergibt 
sicli  mit  Anwendung  der  Gleicfiung  (11)  auch  die  llelation: 

Z«»»ti.    Ana  den  Gleicbugen  (4S)  folgt: 
(49)     .  Stoi.«g;j-=ri|^^«^-^. 

woTon  man  aicb  auch  leicbt  durch  die  Betrachtung  der  Figur  Aber- 
leugen  bann)  denn  iat  O"  (Tar.2LFig.6.)  der  Mittelpunkt  den  dem 
Nebendreiecke  AiBC  umschriebenen  Kreises  nnd  man  (Ult  auf 
die  Seite  n  dae  epbiitiebe  Perpendiicel  OD  Md  verbindet  & 
mit  €»  ao   iat   hl  dem   rechtwinkligen  Dreiecke   (VCOi 


oder,  weil  CD=\a,    0'C=r.   and  nach  §.  20. 

tgiarstgr.Sioie»  n.  s.  w.  .   i 

Aas  den  Gleichangeo  (49)  wird  auch  erfltfchtlich»  daee«  da  i 
nor  Ton  a  aod  r|  abhäogig  ist,  alle  Aber  derselben  Sf»ite  a  eKricb- 
teten  DreiecKe  gleichen  sphärischen  Excess  oder»  was  dasseloe 
Ist,  gleiche'^  Winkelsamoie  haben,  wenn  ihre  an  dieser  Seite  AeN 
genden  Nebendreiecke  demselben  Kreise  eingeschrieben  sind. 

§•21. 

Wenden  wir  die  im  vorigen  Paragranhen  entwickelten  For- 
meln anf  das  Polardreieck  an;  indem  wir  den  Radios  des'  Asm- 
selben  omschrieben^  Kreises  mit  W  and  mit  r|',  r«',  r^*  iBe 
Radien  der  den  drei  Nebendreiecken  amschriebenen  Kreise  be- 
zelclinen»  welche  in  derselben  Ordnung  an  den  Seiten  a\  6%  V 
liegen»  $o  ist»  der  in  $•  16«  eingefilhrten  Bezeichnung  gemäss;      . 

CosiM'  +  Ä*  +  C)      ,    ,      2Sin4a^StniySHiie^ 

tgr'rs -gi ,     tgr*   = gr r-.;,, 

,      ,         Cos>(Ä'  +  C'  — ^')      ^      ,     2Sinla'Cosl6'Cosic' 
tgri  =     gl •    igri  = 2^ , 


ad«r: 


(80) 


n.  s.  w.  u.  s.  w. 

.  SinJ(o  +  *--^, 

tgn  ~ — Wi — ' 

tgr  = — 2p . 

^      ,     2CosUSinli}Sln>C 

tgf^  C3' irt""-    "^"■» 


♦  ». 


^    '  ^    ,      ,     2CoslÄSiniilSinlC 

tgr,'t= jp ;-. 


^      ,     2C6slCSinii<Shiijg 

tgV= 2p 


VnferdtHBfr  ■     Das  gpMrUchf  Drtitek 


Üurch  MullifillL- Alton  der  tileicbungvo  (50)  mit  einander  «rhUt 
D  auch  mit  RGcksicbt  auf  (11)  die  Relation:  ^^^ 


tS''tK'-,'t|!V'i!V=  ff-i' 


und    dnrch  Mnltlplicatioi 
(12).   (50)  mit  einander: 


der  Gleichungen   (47),   (35)   und  jener 

(53) 


fgr  tgf'  =1,    tgp  tgr'  =1. 

tgr,tgp,'  =  l,     tgf,lsra'=I, 
tgr»tge,'  =  l,     lsestf!r,'  =  l; 


,  r  +t'  =00".  f  +1^  =90". 

ri+ft'=90«>.  ft+r,'=W>. 

r,  +  ft'=90«,  p,  +  r,'=90«, 

r,  +  (.-  =00".  e,+V=90». 


Die  Summe  der  Radien  des  einem  Dreieck  ei ngescli riebe nen 
Kreises  und  des  dem*  Polardreieck  ura«cliri ebenen  Kreises  iat 
«lau   CO  IIB  tan  1    und    steU    gleich    einem   Quadranten. 

Weil  tg^tgT^^  t^rtg^',    so    hat    man    auch    die    Proportiou 
tgf.tgg'  =  tf-r:tg,T',  nelclie  In  Worte  gekleiilel  lautet:     Die  Tan- 
genten der  Radien  der  eingeschriebenen  und  iimachriebenen  Kreise 
-  eines  apbäriscben  Dreieckes  and  seines  Pulardreieckee  stehen  in 
directer  Proportion. 

'■.■-, '.\v,,.,.ir.;.-i.  :  ■ ,  .■;    .  .^  .\  'n>'«oT 

'5.' 22.    '        "' 

Durch  Verbindung  der  Gleicbnogen  (53)  und  (39)  mit  einander' 
orbllt  man  auch  ohne  Schwieriglielt : 

^^'  ^'vgft  ^te*i^igft"ti^y' 

I  '8/>  =  HtTe  ^  t^ "''  ti7. "  Js?i/ ' 

f  *8>=i(t^  +  t^+t^,-ti^' 

stiT  Berechnung  du  Radien  der  umachriebenen  Kreise,  trenn  jen« 
der  BflrabrnngskrriBe  gegeben  sind.  Werden  diese  Gleiehnnges 
additt,  so  folgt;  I  . 

(56)  .„  +  ^„+„r,+,s,»=ii^  +  ,-i+J^+JJ^. 


dargemiH  in  teimen  Be%iekuHpen  %um  Mreise,  51 1 

ond  wenn  hierron  nach  ond  nach  die  Gleichungen  (54)  abgezogen 
werden : 

1 

1^  =i(tgr, +tgrt  +  tgra— tgr)  =  tgr', 

(66)  {  Y 

—  =l(tgr  +  tgri+tgr,— tgrj  =  tgr.', 

i^=i(tgr  +  tgr, +tgr.~tgrs)  =  tgr,'. 


§.  23. 

*  Um  die  drei  Seiten«  die  drei  Winkel  und  den  sphärischi^n 
Ezcess  des  Dreieckes  ABC  durch  die  Radien  r>  ff,  r%9  r^  dec 
umschriebenen  Kreise  zu  bestimmen  und  die  Bedingungsgleichung 
sa  erhalten,  durch  welche  diese  letzteren  mit  einander  zusammen- 
hängen» braucht  man  nur  aus  den  Gleichungen  (18)»  (26),  (25) 
und  (22)  mit  Hilfe  der  Im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen  Rela- 
tionen die  Radien  der  Berfihrungskreise  zu  eüminiren ,  und  erhSlt 
nach  einer  leichten  Rechnung  ohne  Weiteres:  p 

^  tgr.tgr,'    ^*       tgr,tgr,      *  tgfitgr, 

.-  y  .1  -  fts»' + tyi  +  ^Vi  -  *8»'«)  (*«'' + tsn + *firv-tgrti    . 

*8  •^--(tgr,+tgr,+tgr,-tgr)(tgr+tgra-f-tgr,-tgr,)'     ' 

(öö;   s  »8  •"-(tgr,+tgr,+tgr,-tgr)(tgr+t£?r,+tgr,-tgr^' 

.   „  f,_  (tgr  +  tgra -f  tgr,  —  tgr, ) (tgr f  tgr, -f  tgr, — tgr^ . 
*  •        (*gr,+tgr,+tgr,-tgr)(tgr+tgr,  f  tgr,-tgr,)' 

(59)  Sin«ie  = **'*         •  '    ' 


tgritgr^tgra 
(60) 


^ (tgrtgr^  ■htgratgrs)(tgrtgra+tgn  tgrg)(tgrtgr,  +  tgrt  tgr>) 

L(tgri  +  tgrj  +  tgr,  —tgr)  (tgr + tgr,  +  tgr,  -  tgr»)  i 
(<gr  +  tgr,+tgf^— tgi^(tgr+tgri+tgr»-tgrO  ] 


=  *g^*gntgr,tgfi|. 


Vnferdfngrr :    Bat  tfiMritche  Drtit€il 


i.  24. 

Wenn  man  vom  sphärischen  Drfleck  auf  arine  kürperliche 
Ecke  Sberßebl,  so  oiitsprichl  dem  eingeschriebenen  Kreise  ein 
K«K«t,  welcher  diesen  letxleren  zur  Basi«,  mit  der  kürperlicfaen 
Eckq  eine  genricin«chuftliche  Spitze  bat  und  die  Seitenflächen  des- 
selben lierfibrL  Die  Verbiiidiingslinie  tfes  Milletpunktes  des  ein- 
ge&chriebeuen  Kreixes  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  ist  die 
Axe  des  eingeschriebenen  Kegels,  und  der  Winkel,  welchen  diese 
mit  den  Seilen  des  Kegels  bildet,  repriCsenlirt  den  sphärischen 
Radius.  Denkt  man  sich  zwei  Seitenflächen  des  Kürpern'inke.ls 
fiber  die  dritte  hinaus  eriveitert,  so  entsteht  eine  zneile  kürper- 
'  liebe  Ecke,  deren  eingeschriebener  Kegel  ein  Süsserer  BerGhrnngs- 
kegel  der  ersten  ist,  und  so  wie  jedes  epbArische  Dreieck  drei 
Süssere  Berubnm  gab  reise  hat.  so  hat  jede  dreisettige  kürperliche 

'Ecke  drei  äussere  Gerührungskegel.  Die  sphärischen  Bogen, 
Reiche  wir  im  Vorhergehenden  immer  mit  OfO^.  0,0j,  ÖjO, 
bcieiGfanel  haben,  sind  alsdann  die  Winkel,  «eiche  die  Axen  der 
Susseren  BerCbrung^kegel  mit  einander  ein  seh  ti  essen.  Die  Bogen 
00,  ,  00^,  OOt  sind  die  Winkel,  welche  die  Axen  der  Süsse- 
ren  BerQhrungskegel  mit   der  Axe  des  elngeschrielienen  Kegels 

bilden.  Ebenso  ents|)richt  dem,  einem  sphärischen  Dreiecke  um- 
■chriebenea  KfeUe  cId  Kegd,  w*lcb«r  jenca  Krela  ur  Crnnd- 
flXcbe  fast  and  durtb  die  Kaaten  de*  KürpenrlnkeU  gabt,  n.  ••  ir. 
Von  dieaein  Gesicfatspnokte  ans  künnsn  die  varbergehendeo  Sitze, 
ReUtionen  nnd  Formeln  unmittelbar  auf  dia  dreiseitig*  kSqiar* 
Hebe  Eck*  Obertragen  nad  snr  lAlwtng  viet«F  atflr*oB«tri*Gber 
Aufgaben  Terwendet  werden. 

9-  %  \ 

Wk  fehen  nun  Aber  znr  Ableitung  elalger  Refatlonen  *wi«eben 
den  in  den  ersten  neun  Paragraphen  berechneten  Distanzen  nnd 
den  Radien  der  eingescbtiebeneii  und  umscbriebenen  KreUe,  , 

An*  den  GleJcbnngen  (3),  (6)  und  (9)  folgt  darcb  HaltipUcaHon; 

.,o,^..,o.i,..,o,c=!si^-|+£i.aiä±5^i>.*'g3^ 


dargeueiii  in  uinem  Bniehtin§en  %ym  Kreise,  5|3 

tg  O.I .  tg  OB.i%  OC=  s\n  Kai-b  +  cj '  toHlACoslBÖoBiC 

e    I      -©^    1      •©    I        Sini(6+C;— a)   CoiiJSinjffSiniC 


1 , 

od(»r  weil  nach  (12)  ood  (33): 

.  g,  , ä; 

und  wem  wir  znr  Abfcflrnmg 

(61) 

^<=Co8i(iH-6 -hc)Co«i(H-e-a)  CoeUa4-c--6)Co8i(ii+6--c) 
setzen : 

tgOi4.tgO.Ä.tg0.c=2t,r^.§^^!5^^?J^. 

l)a  aber  nach  dem  Obigen: 

JV  Sin  A 

^  =  gT— ^=2tgr.{Co«iaCosi6CoeJc|, 
so  wird: 

r 

t%OÄ  .tgOÄ  .tgOC  =:4tg««  tgr.  {— ^2^^i^oslaCo«iiCo»Jcj , 

ICo*U64  c—a)  ) 

'Vi     /CMtaCogi6Co8ic( . 

tg0bii.^O^.tgO,C=4tg>9^tgr.  l^2!ig+£z2co«JaCo8i6Co8icj , 


t^HffrtHnffrr :     tUtt  »yhärUche  Dreieck 


Ebenso  geben  die  GleicbuDgen  (8)  uittl  (10): 

tsOO,.tgOOa.<!!00, 
SinaSin  ASinc  1 

~  CoBi^CMlßCüsjC'Cos»l(6+c— a)CoB«i(fl+c-6)CoB«;(o+»-c)' 

lg  0,0.tgO,0a.t£! 0,0, 

Sin  a  Sin  6  Sine 1 . 

"CoBi^SinißSinlC'ros'Urt  f64c)CoBaj(o+c-A)toii«;(o+*-c)' 


oder  mit  Kückalciit  auf  da«  Obige  und  weil 

Sin o Sin  4  Sin  c=^ -^- 
l8t: 

tgOO...g00...«O0,  =  4.gpg!;  c-!K^*±iJ, 


tK0,0.tg0.0a.IgO.O3  =  44gp,^; 
«Im  auch: 


I 


H'*  ■ 


IgOOi.lgOOa.tgOOa 
lgO,0.tgO,0,.tgO,0, 
tgO,0.tgOlO,.IgO.O. 


lg  O,0.tg0,O,.tg  0,0, 


=  I«tg»,tgV 


I  Ci»l(n+t-c), 


'Co8liiCos!6Cosi«r 


j.  27. 


Uoltiplidrt  111,0  die 'CteichuiigeD  (63)   der  Reih«  SMh'aitt 


i'l 


dargetUlU  in  teimem  BeUekunfien  uim  Krette.  515 

^'f  >  ^*Qit  ^'9t>  tg'fs  »■"'  erbebt  die  Gleichongen  (d'2)  zaa 
Qiudrat,  so  sind  die  zweiten  Tbeile  derselben  beziehungsweise 
einander  gleich,  ond  es  ist  daher  auch: 

(tgOJ.tgOÄ.tgOC)«=tg»j.(tgOOi.tgOO,.tgOOi). 

(tgOi^.tgO,ÄtgOiO«=tg»ft.(tgO,  04gOi  0»tgO,  O,), 

(tgO,^.tgO,Ä.tgO,C)«=tg»fc.(tgO,0.tgO,0,.tgO,0,). 

(tgO,J.tgO,B.tgO,0«=tg»ft.(tgO,0.tgObO|.tgö,0^. 


(M) 


§.  2a     ' 

Mnitiplicirt  man  der  Reihe  nach  und  paarweise  die  Gleichun- 
gen (62)  und  (63)  mit  einander  und  setzt  zur  Vereinfachung  der 
Resultate: 

tgß  =tgr.|^^i^^^^t*±f)co84aCo8i«Co8ic^, 
tg  Ä,  =  tgr .  I  ^^^^^^t£:^)  Cos  ia  Cos  i6  Cosic  I . 
tg fi, = tgr.  ^  ^°'' *y,''^CosioCos \b Cosic  I . 
tg  ff, = tgr.  I  Co84(Mi6.-i£)  f,^  j^cos  \b  Cw\c\% 

80  ergibt  sich  sofort: 

(tgO-4. tg Ofi.tg OC)  (tg 00, .tg OOb.tg 0<^) 

=  64tg»j.tg»i?, 
(tgOt^.tgO,B.tgO,C)(tgO,  O.tgO,  O^tgOi«^) 

=64tg»*i.tg»Äi. 

(66)     < 

(tgO,il.tgO,Ä.tgO,C)(tgO,0.tgO>Oi.tgO,0,) 

=  64tg»ß,.tg>Ä^ 

(tgO,i4.tgO,B.tgO,C)(tgO,0.tgO,0,.tgO,0,) 

=  64tg»^.tg»i?a' 


$.  29. 

MoltipUcirt  man  endlich  die  Gleicbnngen  (62)  der  Reihe  nach 
ThcU  XXIIL  34 


VnferiHuger:     llnt  iphariteht  ßreteck  tU. 

nit  (4tgß)»,  (4lgß,)».  (Jtg«,)»,  (JtgÄ,)"  Dnd  erhebt  die  Glei- 
chiingen  (63)  zum  Quadrat,  sn  sind  die  zweiten  Theile  derselben 
paarweise  ainaDder  gleich  und  man  hat  demnach  aach: 

(tgOO,. lg  OOa-tg  00g)» 
=64tg"ß.(tBO^.tgO».lgOC)  =  256tgVt8'Ä. 

(lgO,0.tg0,O,.tgO.Oa)» 
=64tB»ff,.(tgO,.l.tgO,ß.tgO,C)=256tgVtR*Ä,. 

(tg  0,0. lg  OjO,.tgO,0,)« 
=64tg"ß,.(tgO,^.tgO,ß.tgO,C)=256tf»(4»g*ß|. 

(tg  O,  O .  tg  O,  0, .  tg  0, 0,)« 
,  =64tg»ß,.(tgO,^.tBO,ß.tgO.O  =  256tg%tg«ff,. 

j.  30. 

Wie  ia  der  ephSrischen  Trigonometrie  fiberhaupl,  so  norde 
ancb  in  dieser  Abhandlung  der  Kugelradius  gleich  Eins  gesetzt, 
ond  es  ist  hinlänglich  boltannt,  duss,  nenn  durch  Einfübrnng  des 
Radius  R  alle  Gleichungen  linear  gemacht  n'erden,  sieb  dieselben 
leicht  für  das  ebene  Dreieck  modiCiciren  lassen,  wenn  man  die- 
ses als  ein  sphärisches  von  Tinendlirh  grossem  Kugelradius  be- 
trachtet. Dieser  Cebergang  kann  auch  bei  den  hier  Mfg«*Mttea 
Relatidnen  und  Formeln  meistens  mit  Erfolg  bewerkstelligt  wer- 
den, und  wir  bemerken  hier  schliesslich,  dasa  flir  AnA  ebene  Drei- 
eck als  Grenze  z.  B.  die  Gleichungen  (12)  dbergehen  fn: 


Die  Gleichungen  (13)  und  (42)  geben : 


^  =  12' 

wobei  A  den  Flächenraum  des  ebenen  Dreiecke  beMicfaneC  Is 
dieser  Beziehang  ist  es  interessant,  die  in  den  ($.  26. — 29.  ent- 
wickelten Relationen  mit  jenen  zu  vergleichen,  welcheHerr  Ramp 
Im  Archiv.  Tbl.  XXVIf.  p.  348.  u.  f.  ßr  das  ebene  DcelMk 
synthetisch  bewiesen  hat' 


M  i  8  c  e  1  1 


Scihralbeo  dos  Herrn  J.  B.  Slam,  geprüften  LehramU-Kandidatea  in 
Begeaibnrg,  sn  de.  Herta. geber. 

Anliegend  übersende  ich  Ihneu  sur  gütigen  Mittbeilung  im 
Archiv  ein  Paar  AufsStze,-  von  denen  ich  dafür  halle,  dass  sie 
derselben  werthsind,  und  benutze  zugleich  die  Gelegenheit,  Herrn 
Dr.  Slanimer  meinen  ftanic  hiermit  auszudrücben,  dass  et  mich 
voo  einem  Irrtbum  geheilt  hat.  (leHohnt,  hei  Betrachtung  geo- 
metrischer Wahrheiten  den  ganzen  Gedankengang  ohne  Irgend  eine 
Figur  zu  machen,  habe  ich  dies  auch  bei  meinem  Beiveise  fSr 
den  Satz  von  den  Kanteiiirinkeln  einer  kürperlicben  Eclce  gethan, 
und  mir  die  Figuren  erst  dann  gemacht,  als  ich  angegriffen  wurde.  - 
Die  Elle,  mit  der  ich  ern-iederte,  liess  abermals  nicht  zu,  dass 
ich  meinen  Irrlhum  bemerkte,  und  erst  jüngst,  als  ich  im  S.Herta 
Tbl.  XXVUI.  dieses  Archivs  meine  Brwiederiing  las  und  die  Figu- 
ren genauer  ansah,  Gelen  luir  die  Schuppen  von  den  Augen  des 
Geistes  und  erkannte  ich,  dass  in  der  Fig.3.  Taf.  VI.  der  um  das 
Dreieck  AO'B  beschriebene  Kreis  die  Linie  OC  immer  zwischen 
0'  und  C  zum  zweiten  Male  schneiden  mi'isse,  wenn  der  Satz 
des  Mittelgliedes  in  meinem  Ben-ei$;e  auf  alle  Fälle  richtig  sein 
solle;  denn  in  dem  Falle,  in  welchem  der  in  Rede  stehende  Kreü 
über  0'  hinaus  die  Linie  OC  zum  aweiten  Male  schneidet,  ist  die 
Wabrheil  des  Mittelgliedes  in  vielen  Fällen  über  den  Hauren  ge- 
worfen- 

Regensburg,   den  i.  Juni  1857. 


Es  handelte  sich  einmal  um  die  Wahl  eines  Mitgliedes  fiii 
das  Längen -Bürenu.  Die  ausgezeichnetsten  Mathematiker  warben 
um  diese  Stelle  und  um  Arago's  Stimme.  Arago  hielt  jedes 
Wort  der  Rrwid«rung   für  iihcrßilssif.      Jedem,    der  zu  ihm  kam. 


I 


I 


^M  sagte  er 

■ 
■ 

■  leii 

I : 


Wtrftie». 

an  „Cnuchy  Ut  unter  den  Benerbern."  Uud 
wenn  der  Concurrent  fortfuhr  hervnrzahebeD,  was  ihm  Anspruch 
auf  die  Stelle  gebe,  so  wiederholte  Arago:  „Ich  habe  Ihnen 
nur  SU  sagen,  dass  Canchy  unter  den  Bewerbern  ist." 


Der  folgende  allgemeine  arithmetische  oder  algebraische  Satz 
leistet  Eur  AbkGrzuiig  rieler  Rechnungen  wesentliche  Dienste; 


Wenn   z^ 
von  der 


ischen   zwei   Grössen 
illgemeinen  Form 


zwei  Glelchns- 


ist   unter 
chwindet : 


VoraoBselcang,    das« 


Eliralnirl  man  nSmIicb  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  tu- 
it  V,    dann  u,    so  erhalt  man: 


h- 

H 


i(<ip+Äi>(V  +  *i)-(*;'+*i)(flp'+«i)l"  1 

+  (cp  +  ci)(bp'+bi)~ibp  +  bi)(cp'  +  ei) 
|(op  +  fl,)(6p'  +  V-(*P  +  *i)(«V'  +  fli)lo  i 
-  (cp  +  Ci)  {ap'  +  aO  +  (op  -t-aOlctf-i-  c,) 
Nnn  ist  aber,  wie  man  leicht  Godet: 

(flp  +  Ot)(A?»'  +  ö|)-(*P  +  Ai>(«ip'  +  «i)  =  («*-*«i)(P-;»0. 
und  ganz  eben  so: 
(cp  +  «,)(op'+Oi)  — (ap  +  Oi)(cp'  +  c,)={cai-oc,)(p— pO. 
(«p  +  ct)  (6;>' +  61)  —  (öp  +  Äi)  (cp' +  ci)  =(c4|  —  *Ci)  (p— pO ; 
also  nach  dem  Obigen: 

Cp-pOK«*!-*«,)«  Kci,-6e,)|=0, 
(p-p')l(a*i-*ai)B-(eo.-«c,)^»Oi 


folglich  antor  der  oben  gemachten  Verauseetzong : 

(oAi  — 6a|^  u  +  (c6i  —  4ci)  =  0, 

(a6i  — 6äi)ü  —  (caj  — ai?i)  =  0; 
und  daher: 

abi  — ÄOi '  öÄi  —  Äoi    • 

wie   bebaoptet   worde.     Dass  tf»  o  von  den  GrOaaen  p,  p*  gans 
unabhängig  sind,  bemerkt  Jeder  sogleich. 

Man  kann  dies  auch  sweckmisslf^ii  einer  algebraischen  Uebnngs- 
aufgabe  benutzen. 


U^ber  einen  ailgemeiaeo  Sats  von  denKeg|eI|ichnittj»n. 

Vorläufig  bemerke  ich  im  Allgemeinen,  diMS  idle^  Pormtiln, 
welche  im  Folgenden  zur  Anwendung  kommen  werden/'  ifc  der 
Abhandlung  Tbl.  XXIV.  Nr,  XXIX.  entwickelt  sind,  auf  weiche 
ich  daher  ein  fflr  alle  Mal  verweise. 

Wir  betrachten  zuerst  die  Ellipse.  Die  Anomalien  der  End* 
punkte  der  Hanptaxe  sind  0  und  180^.  Ist  nun  u  die  Anomalie 
irgend  eines  anderen  Punktes  der  Ellipse,  so  sind  die  Gleichun- 
gen der  beiden  von  demselben  nach  den  Endpunkten  der  Haupt- 
aze  gezogenen  Geraden:  .d 

6arcositf-|- oysinitf  =     oAcosi«,    . 
bx  sin  \u —  Ojf  cositi=  —  aAsin  i«; 


♦  I.. 


oder: 


■«•  . » 


»=-{«— ^)  cot  in, 

Bteeichnen  wir  tfun  den  von  den  iieiden^  in  Red0>  sMModen  Ge- 
raden an  dem  Punkte  der  Ellipse,  von  wielch^m-  iie^^alfsgeheD, 
nach  der  Seite  der  Hauptaze  eingeschlossenen  Winkel  durch  C7, 
so  ist  nach  den  Lehren  der^  analytitfdien  Geometrie : 


I 


Bneicbnen  w'n  nun  die  rechtirinkligen  CoDrdlnaltD  des  dnrcb 
die  Anomalie  u  bestimmten  Punides  der  Ellipse  durch  X,  F.  so 
ist  belcanntlicfa 

rssislna, 

aiso  nacii  dem  Vorliergehenden  ; 

Der  Winitel  V  ist  aber  immer  ein  stnmprer  Winkel,  wie  anf 
folgende  Art  leicht  gezeigt  werden  kann.  Nach  einem  bekaonten 
Sstae  der  ebeaea  Trigonometrie  ist  offenbai  ia  vSllig«T  Allge- 
meinheit : 

_(n+J)'+(.-jr)a+3y»-4<l' 


eoaü^ 


oder 


3W+**+»^v'5^)"+r« 


'VS+Wr^^W^WT^' 


4«  VTö+ijMT«.  V(<i-X)'+  F« 


""'-~6«V(o  +  X)J+  F«.  V(.-i)'+l^' 

WgUdl  smO  iM«dli',  u«l  dshai  [7  alii  •tumpl«  WbiW.    4lw 
M  awk  dw  OM«a>s 
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weon  man  das  obere  oder,  mitere  Zeichen  nbrnnt,  jenacbdem  F 
positiv  oder  negativ  ist 

Auf  äbolicbe  Art  wollen  wir  jetzt  die  Hyperbel  betracbteü. 
Die  Anomalien  der  Endpunkte  der  Hauptaxe  sind  aucb  hier  0  ond 
180^.  Ist  eon  wieder  ii  die  Anomalie  eine»  beliebigen  Punktes 
der  Hjrperbel,  so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  von  demselben 
nach  den  Endpunkten  der  Hauptaxe  gezogenen  Geraden: 

b  sintf 

^  oostf  —  V  cos2tf 

b  Sinti 

«  costf  +  VcosSir 

Hat  jetzt  ü  dieselbe  Bedeutung  wie  vorher  bei  der  Ellipse,  so 
ist  nach  den  Lebren  der  analytischen  Geometrie:  v 

/  Sinti '^ Sinti  V 

*^^^rt%    **       Veosti— VcosStt     eoe«  4  V^oösfti/ 

taug  C/*=:5  • 1=-; — a— ^ ^ 9 

^     ,      6»sfntt*  _^ 

'ö*(costi— V"cos2ti)  (costt  +  VcoSa) 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

^      4a^*cos2ti 

**"8^^(5qr6io*Snl? 

Bezeichnen  nun  aber  X^  T  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
durch  die  Anomalie  ti  bestimmten  Punktes  der  Hyperbel,   eo  itft 

""  V^cosäo 
also  nach  dem  Vorhergeheoden: 

AaVA 

Bei  der  Hyperl>ei  ist  aber  V  immer  ein  spitzer  Winkel,  wie  auf 
folgende  Art  leicht  gezeigt  werden  kann.  Offenbar  ist  lii  vKlIiger 
Allgemeinheit  ganz  wie  vorher  bei  der  Üllipse: 


V  (a + Jr)»+  F«.  V(o-Jr)«+  T* 
Nun  ist  aber  jetst 


r)*+Ti 


folglich  cos  17  positiv,  nnd  daher  C/ spitz.  Also  ist  iiBcb  dem  Obigem 

2ab* 
tang[;  =  ±^^., 

wena  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jetiachdeni  t' 
positiv  oder  negativ  ist. 

Bezeichnet  endlich  bei  der  Parabel  (7  d«n  Winkel,  welciico 
die  von  einem  beliebigen  Punkte  derselben  aus  parallel  und  gleich 
gerichtet  mit  der  Axe  gezogene  Gerade  ntit  der  von  demselben 
Punkte  nach  dem  Scheitel  der  Parabel  gezogenen  tieradcn  ein- 
schiieBst;  so  ist  nflfenbar,  wenn  Ä,  I' die  rechtwinkligen  Coor> 
diiiateu  des  in  Rede  stehende»  Punktes  der  Parabel  bezeichiiea: 

¥  Y 

tang(180»— D)=±  "y-    also  tang(7=T^; 

wenn  man  da«  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  F 
positiv  oder  negativ  iat  Folglich  ist  mit  derftelben  Beattüiiinng 
wegen  des  Vorzeichens: 


«,^,i;=T^=TfJ=T^- 


Nach  allem  Bisherigen  läsat  sich  der  folgende  Satz  amspreefant: 

Bei  jedem  Kegelschnitte  verhalten  sich  rflck- 
sichllicb  der  absoluten  Werthe  die  trigonome- 
Irischen  Tangenten  der  vorher  darch  (7  he- 
seichueten  Winkel  amgekebrt  wie  die  Ordlf'a'ttn' 
der  betreffenden  Punkte  des  Kegelschnitt^.'''  ', 

Anmerkung.    Bei'ro  Kreise  wird  taugt?  unendUcb,  also  V 
eonatant  dn  rechter  Winkd,  wie  hekannl. 
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AiigriisUii  IfOiiis  Caiicby, 

der  ^OBse  Begründer  der  neuen  strengen  AnalysiB, 

•Urb  am  23«ten  Mai   1H57 

auf  seinem   Landsitze  bei  Paris. 

Welcher  Verlust!! 

wmmmmmmmmmmmmmammtmmmmmmmmmmmmmmmmmm 


Geschichte  der  Sfathematik  und  Physik, 

Geschichte  der  Variationsrechnung.  Erster  Theil. 
Von  F.  Giesel.  (Einfadungsschrift  zu  der  Feier  den 
SchrOderschen  Stifts-Actus  im  Gymnasium  zu  Torgau 
am  5.  April  1857.)    Torgau.    1857.    4«. 

Je  mehr  dergleichen  Gelegenbeitsschriften  sich  hüuGg  dei 
YOrdienten  Beachtung  entziehen,  desto  mehr  halten  wir  os  ffic 
«iwere.  Pflicht,  die  Leaer  de«  Archivs,  nan^entlich  alle  Liebhaber 
bietori^her  Forschung  auf  mathematischem  Gebiete,  auf  diete 
Geschichte  der  Variationsrechnung  aufmerksam /in  machen,  welche 
(lljilir4m  bif  jetzt  vorliegenden  ersten  Theile  van  dem  Pi»b lerne 
itfilfc.^M  .B/&iehysteebro»e  hie  zu  JUagraage's  EeeaJ.d.'nfta 

'rkLXXix.Hrt.  1.  1 
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Doavelle  m^thode  pour  d^terminer  le«  maztma  et  mi- 
nima des  formulea  intögralea  iDdefinies  in  den  M^ian* 
ges  de  Philosophie  et  de  math^roatique  de  ia  soci^t^ 
royale  de  Tarin  pour  lea  anni^es  1760—1761  reicht  Eine 
sehr  dankenswerthe  Zugabe  za  dieser  mit  Sacbkeontniss  yerfass* 
ten  Schrift  ist  die  in  den  Anmerkungen  (S.  31.  —  S.  45.)  enthal- 
tene fiberaus  reichhaltige  Literatur.  Wir  wQnschen,  dass  der  Herr 
Verfasser  die  Fortsetzung  seiner  Acheit  hald  veröffentlichen  mOge. 


Arithmetik. 

Ausgleichung  der  Beohachtungsfehler  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadratsummen.  Mit  zahlrei- 
chen Anwendungen,  namentlich  auf  geodätische  Mes- 
sungen, Yon  Dr.  J.  Dienger,  Professor  der  Mathematik 
an  der  polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe.  Mit  in 
den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Brannschweig. 
▼  ieweg.    1857.    8. 

Nach  Entwickelung  der  nothwendigsten  vorbereitenden  Sitze 
ans  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  enthSit  diese  mit  grosser 
Deutlichkeit  verfasste  Schrift  zuerst  eine  sehr  vollständige  Dar- 
stellung der  Theorie  der  Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadratsummen,  und  dann  eine 
höchst  lehrreiche  Sammlung  von  Beispielen,  in  solcher  Mannig- 
faltigkeit, wie  man  sie  unseres  Wissens  in  keiner  anderen  ähnli- 
chen Schrift  findet,  hauptsächlich  in  Bezug  auf  Geodäsie,  wenn 
auch  Physik  und  Astronomie  keineswegs  leer  ausgegangen  sind. 
Wir  sind  überzeugt,  dass  diese  Schrift,  eben  so  ivie  die  beiden 
verdienstlichen  Abhandlungen  des  Herrn  Verfassers  über  densel- 
ben Gegenstand  im  Archiv.  Tbl.  XVIII.  Nr.  XIV.  und  Tbl.  XIX. 
Nr.  XIV.,  hauptsächlich  auch  der  vielen  lehrreichen  Anwendun« 
gen  wegen,  vielfachen  Nutzen  stiften  und  besonders  auch  dazu 
beitragen  wird,  ein  richtiges  Urtheil  über  die  Gränzen,  innerhalb 
welcher  die  in  Rede  stehende  Methode  nur  angewandt  werden 
darf  und  angewendet  werden  sollte,  zu  vermitteln,  worin  gewiss 
noch  sehr  vielfach  gefehlt  wird,  da  von  derselben  gegenwärtig 
auf  Gott  weiss  was  alles  für  Dinge,  z.  B.  die  Wollproduction  der 
Schaafe  u.  dergl.,  Anwendung  gemacht  wird,  was  freilich  die 
gröbste  Unkenntniss  des  eigentlichen  Wesens  dieser  Methode  ver* 
räth.  Wir  empfehlen  daher  allen  Denen,  die  mit  der  Berechnung 
von  Beobachtungen  und  Versuchen  sich  zu  beschäfltigenr  hallen, 
angelegentlichst,    sich   vorher  mit  dem  Inhalte  der  vorliegenden 
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«MgeieichDetaD  Schrift  vollkommeo  Tertraot  sa  maeheot  um  eioo 
denttiche  Einsicht  in  das  eigentliche  Wesen  der  Methode  de? 
kleinsten  Quadratsummen  sa  gewinnen  und  ihren  Unterschied  von 
den  Methoden  der  Interpolation,  womit  sie  leider  nur  su  hSQ6g  ver- 
weebselt  wird,  sich  recht  klar  so  machen,  wosa  wir  ein  besseres 
HCUfsmittel  als  die  vorliegende  Schrift  jetzt  nicht  so  empfehlen 
wGssten. 


Physik. 

Grnndriss  der  Physik  nach  ihrem  gegenwlrtlgen 
Standpunkte  von  Ph.  Spiller.  Zweite  wesentlich  ver- 
besserte und  erweiterte  Auflage.  Mit  200  in  den  Text 
gedruckten  Figuren.  Triest  Literar.  artist.  Abthei- 
lang  des  Oesterreichischen  Lloyd«    1857.    8. 

Dieser  Grundriss  der  Physik  verschmäht  nicht,  wie  so  viele 
andere  derartige  Lehrbücher,  eine  in  sweckmässige  GrSnzen  ein* 
geschlossene  Anwendung  der  Elementarmathematik,  and  berOck- 
sichtigt  überall,  wo  es  am  Orte  ist,  in  anerkennuogswerther  Weise, 
and  theilweise  mehr  als  andere  ähnliche  Schriften,  die  Anwendung 
der  Lehren  der  Physik  auf  das  Leben.  Aus  diesen  Gründen,  und 
auch  seiner  zweckentsprechenden  Vollständigkeit  wegen,  empfeh- 
len wir  das  deutlich  abgefasste  Buch  unsern  Lesern  zar  Beachtong. 


Freisaufgabe 

der  mathematisch-naturwisflenschafUichen  Classe  der  kaiserlieh 
österreichischen  Akademie  der  Wissenschaften. 

Eine  der  fühlbarsten  Lucken  anserer  gegenwärtigen 
astronomischen  Kenntnisse  ist  der  Mangel  irgend  um- 
fassender Helligkeitsmessungen  von  Fixsternen.  So  sehr 
▼erdienstlich  die  bisherigen  Leistungen  dieser  Art^  be- 
sonders von  Argelander,  dann  von  Heis  n.  A.  sind, 
so  können  dieselben  doch,  da  sie  lediglich  auf  Schätzun- 
gen mit  freiem  Auge  beruhen,  nur  als  Vorarbeiten  be- 
trachtet werden.  So  lange  aber  eigentlich  photometrische 
Bestimmungen  in  grosserer  Anzahl  fehlen ,  ist  s.  B.  weder 
an  VSDig  genügende  Sternkarten  noch  an  genaaere  Be- 


4  IMerüTUth^r  Btrtcki  CÄIJI, 

obachftang  der  Lichtrerhültnisse  von  Mgenannten  Ver- 
Snderlic^en  zu  denken.  Da  nun  andererseits  durch 
die  Arbeiten  Ton  Steinheil,  J.  Herschel,  Duif^eg  etc. 
der  Weg  zu  solchen  Untersuchungen  völlig  angebahnt 
ist,  so  findet  sich  die  kaiserliche  Akademie  veranlasst, 
folgende  Preisfrage  auszuschreiben: 

Es  sind  möglichst  zahlreiche  und  mög- 
lichst genaue  photjometrische  Bestim- 
mungen von  Fixsternen  in  solcher  An- 
ordnung und   Ausdehnung   zu  liefern^ 
dassder  heutigen  Sternkunde  dadurch 
ein  bedeutender  Fortschritt  erwächst 
Diese  Preisaufgabe  wurde  bereits  in  der  feierlichen 
Sitzung  der  Akademie  dm  30.  Mai  1854  ausgeschrieben, 
da  aber  bis  zum  festgesetzten  Termine^  dem  31.  Deceniiber 
1856,  keine  Abhandlung  zur  Lösung  derselben  eingelangt 
war,  in  der  feierlichen  Sitzung  am  30.  Mai  1857  erneuert. 
Preis:  Dreihundert  Stuck  k.  k.  österreichische  Munz- 
ducaten.  Termin  der  Einsendung:  3].December  1860« 
Die  Ertheilung  des  Preises  erfolgt  am  30.  Mai  1861. 

Die  um  einen  Preis  werbenden  Abhandlungen  dürfen  den 
Namen  des  Verfassers  nicht  enthalten,  sind  aber,  wie  allgemein 
üblich,  mit  einem  Wahlspruche  zu  versehen.  Jeder  Abhandlung 
bat  eiu  versiegelter,  mit  demselben  Motto  versehener  Zettel  bei- 
zuliegen,  der  den  Namen  des  Verfassers  enthält.  In  der  feier- 
lichen Sitzung  am  30.  Mai  1861  eröffnet  der  Vorsitzende  den  ver- 
siegelten Zettel  jener  Abhandlung,  uelcher  der  Preis  laerkannt 
Wurde,  und  vericüudet  den  Namen  des  Verfassers.  Die  übrigen 
Zettel  werden  unerüffnet  verbrannt,  die  Abhandlungen  aber- auf- 
bewahrt, bis  deren  Verfasser  sie  zurück  verlangen. 

Theihing  eines  Preises  unter  mehrere  Bewerber  findet  nteht  Statt. 

Jede  gekrönte  Preisschrift  bleibt  Eigenthum  ihres  Verfassers. 
Wünscht  es  derselbe,  so  wird  die  Schrift  von  der  Akademie  als 
abgesondertes  Werk  in  Druck  gelegt.  In  diesem  Falle  erhält  der 
Verfasser  fünfzig  Exemplare  und  verzichtet  auf  das  Eigenthumsrecht. 

Abhandlungen,  welche  der  Veröffentlichung  würdig  sind,  ohne 
jedoch  den  Preis  erbalten  zu  haben,  können  mit  Einwilligung  des 
Verfassers  entweder  in  den  Schriften  der  Aliademie  oder  aucb  als 
abgesonderte  Werke  herausgegeben  werden. 
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mlker's  thoroughly  revised  and  enlarged  Edition,  by  W.L.  Fischer, 
M.  A*F.  R.S.  80.    London,    cloth.    7  s. 

■ 

CL  Wlrth,  Algebraische  Aufgaben.  8P.  geh.  Langensafaui. 
9  Ngr. 

B.  F^auz,  Lehrbuch  der  ebenen  Planimetrie,  gr.  S^.  geh« 
Paderborn.    %  Thlr. 


C.  Spila,  l.ehrhucb  der  ebenen  tieometrie  budi  Gebrauch« 
an  hSheren  Lehranstalten  uod  beim  Selbststadium.  gr.  8*^.  g«b. 
Heidelberg.    24  Ngr. 

Dessen  Anhang  daiu.  Die  Ileoiillate  iind  Andeutungen  cor 
Auflüeung  der  Aufgaben,     gr.  8".     peh.     Heidelberg.     8  Ngr. 


Dohamel,  Lehrbuch  der  annlytiBcbeit  Mechanik.  In'aDeDtsche 
abarsettl  von  O.  Schlümilch.  2.  Aufl.  2.  u.  3  Lief.  gr.  (f>. 
geh.    Leipzig,    h  10  Ngr.  ^  h 

AHtronomle. 

Annalen  der  k.  k.  Stemwarte  in  Wien.  Herauegegeben  von 
C.  V.  Litlrow.  3.  Folge.  4—6.  Bd.  Jahrgang  1854  — S6.  S". 
Wien.    Jeder  Band  3  Thir.  20  Ngr. 

Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Himmeln  für  den  Anfnng  de* 
Jahres  1^5  entivorren  auf  der  königl.  Slernivarte  zu  Bonn.  (Von 
F.  Argelander.)     \.  Lief.     Bonr>.     Fol.     4  TaC     3  ThIr. 

G.  A.  Baurmeister,  Die  Erde  und  ihre  Bewegungen  nach 
freier  Forschung  dargeslelll.     8".     geb.    Soest.     6  Ngr. 

Bwbachtqngen  der  kaiaerl.  ÜnlversitSta-Stemirarfe  Dorpat. 
heranagegebflD  von  J.  H.  HSdIer.  13.  14.  Bd.  gr.  4*.  geb. 
Dorpat.    (13.  Bd.  2%  Tt>»r..  14.  BA  4  TMf.)    8%  TMr.  f 

G.  T.  Bognalawski,  Die  Eoroeten  nnd  ihre  Bednitang  als 
«'«HkSrper.    gr.  8»     geh.    Stettin.    1»  Ngr. 

P.  van  Galen,  Bahnbestimraung  des  Remeten  lO  1846,  Dir 
die  W ledere rscheinung  in  den  Jahren  1851  und  I857|  ailt  ROck- 
•leht  anf  d(e  StSnmg  der  Plwieten.    Retterdan.    4*.    16  Ngr. 

p.  A-  Hansen,  Aoseinandersetzvng.  einqt  stvecJCnfMlgen 
Methode  zur  Berecbnung  der  absoIntoR  StOrnngen  dqr  IclelnMl 
PlaneteD.    2.  Abhdlg.    gr.  Lex.  8*".    geh.    Leipzig.    I'^  tbfr. 

S.  F.  Jenas,  Ghindzßge  der  Astronomte.  Koih«^1b|ir«k 
geh.    gr.  80.    Anaterdam  u.  Leipiig.    %  Thlr. 

S.  J.  Jonas,  Der  geniTchtatiB  Kamei  Am  gegenwärtigen  Jah- 
res,  über  Kometen  Oberhaupt  und  Aber  den  Einfluss  derselben 
attf  Tempe>ittur,  gnschtbarlieit  der  Efde  «ni  anf  dl»  Gwündhelt. 
Hit  lith<^.  Tafeln,    gr.  8o.    Amalerdam.    1  f.  .  ..w.><...   . 


P.  KFAM^r,  fiUiMsla  4«r  ■latleiMliacliMl  GnograpUih  gr.  SM. 
geh.    Augsburg.    10 1%r« 

J.  H.  Kortz,  The  Bible  and  Astronomy:  an  exposition  of 
the  Biblical  Cosmology  aod  Ua  Belaliona  to  Mataral  Science. 
Tranalated,  from  the  third  and  improYed  Gernian  Edition ,  by  S.  D. 
Crown.  8.   PkUadelpbia  and  Loiidon.    7  s;  6  d. 

W.  Oeltzen»  Resultate  ans  der  Vergleicbung  des  Stemkata- 
iogs  von  Fedorenko  mit  anderen  Quellen.  Wien.  8^.  8  Ngr. 
Ans  den  »»Sttiongsbefiobten  18B0  der  k«k.  Akademie  der  Wissen- 
selMften.^'  ^     - 

'  Geographischer  Zeitmesser  der  nurdflqhen  Hemiaphfire  (auf 
Pappe  gezogen  mit  Drehscheibe)  fOr  Freunde  der  mathematischeii 
Geographie,  mit  erhiSrendem  Texte.    Melssen.    1  TMr,  10  Ngr. 

HAittlk. 

Heybrock  und  Ratzeburg,  Nautischer  Handatlas  zum  Ge- 
brauch für  Seeleute  und  Alle,  welche  sich  fOr  das  Seewesen  in- 
teressiren.    Quer- Fol.    Broch.     Berlin.    1  Tbir.  25  Ngr. 

PbyeiJc. 

Rh.  Bunseo,  Gasometrische  Methoden.  Mit  60  eingedruck- 
ten Holzschnitten.    Brauoschweig.    8^.    2  Thir. 

H.  P.  D esain s,  Lebens  de  physique.  In  18  j^sus,  figures 
intercalöes  dans  le  texte.    Paris.    6  fr. 

W.  Hermann,  Physikalischer  Atlas.  6  Blatt.  Royal-Folio. 
Berlin.    2Thlr.    Jede  einzelne  Karte  15  Ngr. 

Physikalisches  Lexikon.  2.  Aufl.  Ton  O.  Marbach.  Fort- 
geeelst  von  €.  S.  Cornelius.  65.  56.  Lief.  gr.  8^.  geh.  Leip- 
zig,   k  15  Ngr. 

Thdr.  du  Moncel,  Exposi^  des  applications  de  l'ölectriciti^. 
Tome  HL  Applications  m^caniques ,  physiques  et  physiologiques. 
2«  Mition.  Paris.  Mit4Taf.  2Thlr.20Ngr.  Das  vollständige  Werk 
kostet  8  ThIr.  20  Ngr. 

E.  E.  Perkins,  A.  Practical  Treatise  on  Gas  and  Ventilation, 
with  special  relation  to  lUuminating,  Heating  and  Cooking  by 
Gas  etc.  with  illnstrated  diagrams.  12.  Philadelphia  and  Lon- 
dim.    cloth.    4  s.  6  d. 

R^snm^  des  observatiens  recueillies  en  1856  dans  le  bassin 


de  la  Sadne,    psr  t««  soins    de  la   commtssion  bydtomdtriqve  d« 
Lyon.     Lyon.     »o.     12  Tabl.  in  4».  a.  1  Taf. 

TermliclLte  SolirlftrB. 

Berichte  Ober  die  Verhandinngen  der  künigl.  eichsischM  Gf 
«ellscbaft  der  WisaeaschaFleii  zu  Leipzig.  Malhematiscb-phyiiacbe 
Klasae.     1857.     1.     gr.  8*>.    geh.    Leipzig.     10  Ngr. 

Journal  filr  die  reine  und  angewandte  Mathematilc.  Als  Fort- 
•etiui)^  des  von  A.  L.  Grelle  gegründeten  Journals  hersuage' 
geben  von  C.  W.  Borchardt.  54  Bd.  1.  Hfl.  gr.  *<>.  Berlio. 
Preis  pro  Band  4  Thlr. 

Sitsungsberichtfl  der  kaiserl.  Akadeniie  der  Wiasensdwften. 
Mathematisch-nahiTwissenschafIlicbe  Claaae.  XXIII.  Bd.  2.  Uft 
Lex.  60.    geb.     Wien.     1%  Thlr. 
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Literarischer  Bericht 


cxv. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik. 

Alnianach  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften. Siebenter  Jahrgang.  1857.  Wien.  K.K.Hof- 
und  Staatsdruckerei.     (Brauniüller.)    8. 

Wir  haben  im  Archiv  schon  mehrmals  auf  die  Wichtigkeit 
dieses  Almanachs,  hauptsächlich  in  literar- historischer  Rücksicht, 
fflr  die  mathematischen  und  physikalischen  Wissenschaften  hin- 
gewiesen. Aber  auch  abgesehen  hiervon  enthält  derselbe  in  allen 
Jahrgängen  sehr  werthvolle  wissenschaftliche  Beiträge ,  wovon  der 
vorliegende  Jahrgang  wieder  ein  sehr  erfreuliches  Zeugniss  ablegt. 
Zunächst  liefert  der  ausführliche  Bericht  des  .General  -  Sek^tärn, 
des  Herrn  Prof.  Dr.  Anton  Schrötter,  ein  sehr  anziehendes  Biid 
von  der  weitverzweigten  Thätigkeit  der  Akademie  sowohl  im  All- 
gemeinen, als  insbesondere  ihrer  mathematisch -naturwissenj^chaft- 
lichen  Klasse,  wobei  zwei  verstorbenen  Mitgliedern  der  Akademie: 
Franz  Adam  Petfina  *)  in  Prag  und  Johann  Nep.  von  Fuchs 


*}  Frani  Adam  Petfina,  der  dem  Krei«e  de«  Arnhirs  näher  %U'hi 
alt  von  Fucht,  ward  cii  Semii,  einem  ref:hi«cheii  Stadtchen  im  Jnng- 
banclaner  Kreise  Böhmens  am  24.  Uecember  1799  als  der  Sohn  eines  in 
dürftigen  Verhältnissen  lebenden  Schneiders,  der  später  das  Geschäft 
eines  Webers  und  Garnhändlers  betrieb,  geboren,  ^nd  sehwang  sirh, 
mit  den  schwierigsten  äusseren  Verhältnissen  kämpfend«  dorch  eisernen 
Fleiss  nnd  rastlose  Thätigkeit  bis  xu  der  Stelle  als  Professor  der  Phj- 
sik  an  der  Prager  Universität,  woin  er  mit  Allerhöchster  Entscfaliessnng 
vom  27.  Attg.  1844  emaont  wmrdo ,  empor ,  nachdem  er  seh  dem  90.  Ang,  lB9r 
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in  MfincheDy  ein  sehr  ehrenvolles  Denkmal 'gesetzt  wird.  Hit 
besonderem  Danke  ist  es  anzuerkennen,  dass  Herr  Prof.  Schrot- 
ter  In  diesem  Jahrgange  die  MOhe  nicht  gescheuet  hat,  die  toU- 
ständigen  Titel  aller  von  der  Akademie  in  dem  Zeiträume,  auf 
welchen  sich  dieser  Bericht  bezieht,  veruffentlichten  Abhandlun- 
gen auf  S.  82  bis  S.  92/  nach  den  Gegenständen  geordnet,  mit- 
sutheilen»  was  den  literar- historischen  Werth  des  Almanachs.  in 
jeder  Beziehung  zu  erhoben  geeignet  ist.  —  Ausserdem  Berichte 
des  General -Sekretärs  enthält  der  vorliegende  Jahrgang  noch  die 
Rede  des  Präsidenten  der  Akademie,  des  Herrn  Frdbefrn  Dr.  An- 
dreas  von  Baumgartner:  „über  das  mechanische  Aeqni- 
valent  der  Wärme  und  seine  Bedeutung  in  den  Natur- 
wissenschaften'S  die  diesen  so  bedeutungsvollen  und  in  der 
Wissenschaft  Epoche  machenden  Gegenstand  wieder  in  so  überaus 
lichtvoller  und  jedem  gebildeten  Publikum  allgemein  verständlicher 
.Weise  inr  AnsobauKing  britigt,  dass  wir  dem  Talent  des  höcfcvei^ 
edrten'  Verfassers  in  dieser  Beziehung  nur  von  Neuem  unsere 
lebhafteste.  Bewunderung  haben  tollen  können*).  In  social -poli- 
tischer Beziehung  sehr  interessant,  aber  dem  Kreise  des  Archivs 
etwätf  ferner  stehend,  bt  auch  die  Rede  des  Herrn  Regiefnngs- 
rätfas  Ritters  von  Burg:  „dber  den  Einfluss  des  Maschi- 
nenwesens auf  unsere  socialen  Verhältnisse'*,  die  den 
vorliegenden  Jahrgang  in  sehr  würdiger  Weise  schliesst. 

Annuaire  de  TAcademie  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beauxarts  de  Helgique.  1856.  Vingt- 
deuziöme  ann^e.  Bruxelles  1850  —  1857.  Viogt-troisidme 
ann^e.    Bruxelles  1857. 

Dem  vorher  angezeigten  Almanach  der  k.  k.  österreichischen 
Akademie  der  Wissenschaften  schliessen  sich  in  würdiger  Weise 
die  beiden  neuesten   uns   vorliegenden  Jahrgänge  (1856  und  1857) 


Professor  der  Physik  nin  Lyeeiini  zu  Linz  ^cwr^en  wnr.  Seine  flaapt- 
\erdienste  auf  dem  Gebiete  der  WisNenAcliuft  gehören  der  Electricitäts- 
lehre,  tum  Theii  auch  der  Optik  an,  wobei  er  überall  eine  durch  und 
durch  praktische  Richtung  verfolgte,  nnd  von  seinem  besonderen  Talente 
10  der  Verbesserung  von  Apparaten  nnd  Methoden  das  rühmlichste  Zeug» 
niss  ablegte.  Leider  entriss  ihn  am  27.  Juli  1855  ein  zn  früher  Tod 
der  Wissenschaft  im  57sten  Lebensjahre  nach  kurzer  Krankheit  in  Mitte 
einer  nach  allen  Seiten  hin  anregenden  Thätigkeit  und  noch  in  ToUer 
Kraft  Ein  interessantes  Verzeichniss  aller  Schriften  Petf  ina's  isl  sof 
S.  129  bis  S.  134  mitgetheiit. 

*)  Wir  werden  diese  treffliche  Rede  wie  ihre  nicht  minder  Terdienat- 
lichen  Vorgäogeriaaen  wieder  im  Archive  nächstens  roiltheilen. 
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de«  „Anniiaire"  der  Krinii:lich  BelgtiM-lien  Akademie  der  Wis- 
cetisrhafieii  in  Brifsnel  an,  Ülier  das  wir  auch  acbon  öfter  früher 
in  uiis«rn  lilerariBclieii  Berichten  nähere  Nachricht  gegeheu  tiaben. 
AuDser  den  genühnlichen  Mittbeilungen  iilier  die  Oiganieation  Dtid 
fidiickeale  der  AkademiH  «ulh&ll  der  Jahrgang  1856  zwei  in  hu- 
lULonler  vortreBlicher  Weise  van  Herrn  \.  Quetelet  verfassl« 
„Polices  hi  ogr  aphi  qiies"  über  i« ei  verdiente  Mathematilier 
und  PhysiJ(«r,  die  allen  Lesern  des  Archivs  durch  ihre  Schrifte« 
bebanul  find;  fagani  und  ('rahay,  deren  recht  scfaün  aus^- 
führte  Uildnis.ie  ilieaea   biographischen  Kotiien   beigegeben  «intl. 

Gasparin  Michel  Pagani  ivar  geboren  am  12,  Februar  1796 
7.»  San-Giorgio  im  Kilnigreich  Sardinien,  als  der  Sohn  einer 
alten  utitt  höchst  achtbaren  Familie.  Ursprßnglicb  zum  Geistlichen 
bi'stimmt,  entsagte  er  doch  bald  dieser  Laufbahn  und  widmete  sich 
auf  der  Universität  zu  Turin  mit  Vorliebe  mathematischen  Studien, 
indem  er  hauptsächlich  in  Plana  und  Bidone  treffliche  Lehrer 
verehrte.  „Ses  etudes  tf^rminees".  fährt  »ein  Biograph  fort,  „il 
fut  nomme  jirovisoireiiient  aux  fonctions  de  conseiller-maitre  de  Ja 
monnaie  k  Turin.  Jeune  encore,  avee  une  Imagination  ardenle, 
il  revait,  comme  tant  d'aulres,  Tindeiiendance  de  l'Ilalie.  ßeau- 
cuup  de  ses  caniarades,  ayant  etä  enlraiiies  par  les  affaires  poli' 
liques,  se  vireiit  forc^e  de  quilter  leur  patrie.  Les  afTaites  ayaot 
cbangä  de  face,  bien  qu'il  ne  partageät  point  en  tout  l'opinion  de 
#ea  caniarades,  il  jugea  prudent  de  s'^lo^ner,  sans  cependant 
avoir  rien  ä  sa  charge,  et  pour  no  pas  les  abatidonner  au  moment 
du  daiiger.  II  quitia  tout:  palrie,  parcnts  et  carriire;  et  Uieo, 
dana  aa  bonlä,  apr^s  un  eejour  d«  deux  ans  en  Suisse.  oü  il  fut 
recherche  et  aime  par  tuus  les  hoiunies  de  tolcnt,  le  conduiait  ä 
Bruielles,  oit  il  recul  Ihospitalil^  la  pluu  geueteuse." 

lu  Brüssel  gab  er  Privat-I3nterricbf  nnd  gcivann  zneimal  den 
Pr«iB  bei  der  Belgittcbeu  AUndeniie  in  den  Jahren  1824  und  1835 
über  die  beiden  folgenden  Aufgaben.: 

„On  sait  que  les  ligiies  spirlques  ou  seclions  antjulaireit  sont 
des  courhea  formees  pur  Tlntcrsection  <l'un  plan  avec  la  Kurface 
du  Kolide  engeudre  par  la  circonvolntion  il'un  cercle  autour  A'xin 
ase  (lonne  de  poeition;  on  demande  l'äquation  generale  de  ces 
cdurbes  et  unc  discusüion  complete  de  cette  ^quaÜoa. " 

„Un  fit  flexible  et  nniforriMiinenl  pesant,  etant  suspendu  par 
l'une  de  ses  exlr^inites  ä  uu  point  fixe,  et  suuleve  par  son  antra 
«strenift^  ä  une  buuteur  et  ä  une  distance  quciconque,  ai  Ton 
vienl  ä  lächer  cette  secnnde  exirrimtle,  et  ä  abandonner  aiasl  co  fil 
jt  faction  libre  ile  la  pesanleur,  on  deniBTide  les  circooatances  de 
aon  nionveroent  ^ans  l'espace  auppos^  vide." 


4  UhiartMhrr  licrtclii  CAC, 

Im  J;ihre  \^^'lK^  wurdp  l'a);ani  tn  di«  Akademie  iler  Wissen- 
Bchaßen  in  Urüttsel  autg«nommen,  im  Jnhre  1826  lum  ausseror- 
dentlichen l'rofri^sar  in  Liiiven  ernannt  und  1832  alo  profesBeur 
ordinaire  des  sciencea  nach  Lüttich  versetzt.  Atn  Schluss  sagt 
Kein  Riogra|>h ;  „C'esI  k  l'äge  ile  43  ans  qu'il  ahandonne  en  quel- 
<|ue  Sorte  la  carriere  mathenialiqiie  pour  se  livrer  ä  des  travaux 
d'un  ordre  inf^rieur,  qu'il  reimnce  iL  l'emploi  de  brillantes  qoali- 
t^s  tnlellertiiellei'  pour  ne  plus  s'occuper  iiue  de  questions  qui  alfi- 
renl  accidenlellement  son  attention."  I£r  «clieinl  seit  dieser  Zeit 
in  Krankheit  verfallen  zu  sein  und  starb  am  10.  Mai  läS5  eu 
Wonlirechtegeni  bei  Aln»t.  Die  Biigraphie  dieses  ausgezeich- 
neten Alaones  ist  in  vielen  Beziehungen  sehr  interessant  und  lehr- 
reich, und  Herr  Quetelet  verdient  vielen  Dank  für  dieselbe, 
>o  wie  auch  für  das  vollsISi^ige  Veraeichniss  der  Schriften  Pa- 
gani's  auf  S.  U4-S.  116. 

Jacques  Guillaurae  Crahay  gehSrIe  seit  dem  &  Mal  I83S 
der  Akademie  der  Wissensthaflen  in  Brüssel  als  eines  ihrer 
tfaüligsten  Mitglieder  an,  und  war  zu  Maestricht  geboren  am 
3.  April  1789.  Im  ISten  Jnhre  wurde  er  nach  dem  Wunsche  sei- 
nes Vaters  Notar,  im  2Sslen  —  am  19.  Februar  1817  ~  Profes- 
sor der  Physik  und  Chemie  nni  Athenäum  zu  Maestricht.  Im  Jahre 
I8:U  wurde  er  von  den  Bischöfen  zum  Professor  an  der  kalholt 
sehen  CniversitSt  zu  Löwen  ernannt  und  starb  dort  an  einer 
seit  merz  haften  Krankheit  nach  langen  Leiden  am  '21.  October  1865. 
„Louvain  perdit"  —  sagt  Herr  Quetelet  am  Schlu.*«»  seiner 
Kin^raphie  —  „un  de  ht»  professeurs  les  plus  renomm^s,  et  TAGa- 
drimie  royaie  ud  de  ses  memhres  les  plus  dövouäs  et  les  plus 
instnilts.  L'une  et  l'autre  perle  sera  difBcile  ä  rtfposer,  car  je  le 
rep^te,  l'bomme  que  nons  regrettons  ne  setdistinguaif  pas  moins 
par  les  qualit^  da  cnear  que  par  les  connaissances  de  l'esprit."  — 
Seine'  tvissenschaniichen  Arbeiten  und  Beobachtun|{en  bezogen 
.  sich  hauptsächlich  üiif  Meteorolof^ie;  ein  vollständiges  Verzeich- 
niaa seinei  Schriften  findet  sieb  S.  131— S.  136. 


Arithmetik. 

CftrdanuB  Formel)  deren  Verwandlung  znr  Berech- 
nung der  Wurzeln  von  Zablengleichungen  von  der  Ge- 
stalt j:'  — P:r— Q^O,  und  eine  allgemeine,  aus  jener 
abgeleitete  Form  der  Wuraeln  der  letateren.    t»9%mM% 
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dcH  drelhunderlJAbrlgen  Probleu 

E.  KiEohiier,    ProfeBsor  am  Herzoglichen 
Uililhurgh'ausen.    Hildburgfiau^^ei*.  (Kess 


!lri 


g.)    1837.  H. 


■  mit  «veriis  Klarheit  verfassteii  SchriD  Id  der 
,  »elches  drelhiin<lerU>i>>i'i|tf  Probleiu 
orden  ist,  Naiürlicb  kann  hier  nur  von  dein 
iducibjen  Falle  bei  den  cubisch^i  (lieichungen  die 
Fall  ist  aber  ttcit  aehr  langer  Zeit  durch,  die 
strenger    die  güninnietrischen  Functionen  so 


.  E.  ist  e 

^.That  schwer 
in  dernelbeii  [;el<isl 
ao^enannten 
R.  de  »ein. 
Kreisfunctior 

vollständig  und  in  so  vnllkoinnioner,  zugleich  «o  KchOner  und  ele- 
ganter Weise  golrisl,  als  es  nur  irgend  gewünscht,  verlang;!  und 
erwartet  uenlen  kiinn.  Soll  nun  von  einer  neuen  ErGudting  bei 
dieser  Sache  die  IJede  sein,  so  könnte  dieselbe  nur  darin  bestehen, 
(tass  auch  im  irreduciblen  Falle,  na  bekanntlich  alle  drei  VVuneln 
reell  sind,  diese  drei  Wurzeln  bloss  mittelst  dergewilhn- 
üchen  algebraischen  Futietionen  nur  durch  die  Coef* 
r  Ticienten  der  gegebenen  Gleichung  in  völlig  entwickel- 
rier,  ohne  alle  unberuTene  Eiitniischung  des  Imaginären 
'  Völlig  reeller,  endlicher,  aUo  völlig  geschlossener*] 
Furm  ausgedruckt  und  darg  es  teil  t  w  ürdeii.  Wer  nun 
aber  diese  Aufgabe  gelöst  hätte,  viürde,  iveil,  wie  schon  bemerkt, 
die  Lösung  des  irreduciblen  Falls  durch  die  tkreisrunctionen  in 
der  schönsten  Weise  längst  vollständig  gelungen  ist,  natürlich  auch 
die  in  allen  Beziehungen  für  die  ^esammte  Wissenschaft  buchst 
wichtige  und  einilussreiche  Entdeckung  gemacht  haben,  dass  anch 
die  Kreisfunclionen,  oder  eigentlicb  und  strenger  die  goniometri- 
schen  Functionen,  bloss  mittelst  der  gewöhnlichen  algebraischen 
Functionen  in  reeller,  endlicher,  vüllig  geschlossener  Form  sich 
ausdrücken  und  darstellen  lassen.  Aber  welcher  Mathematiker 
hält  dergleichen  noch  für  möglich?!  Am  alleruenigsten  hat  ao 
etwas  völlig  Unerhörtes  der  Herr  Verfasser  der  vorliegenden 
Schrift  geleistet,  und  wir  fragen  daher  noch  einmal  billig,  nelches 
dreihunderljährige  Problem  dcan  hier  eigentlich  gelöst  ist  oder 
gelöst  sein  soll?  Wir  sind  ganz  entschieden  der  Meinung,  dass 
hier  gar  kein  Problem  mehr  zu  lüsen  ist,  sondern  im  Wesentli- 
chen Alles  Hingst  vollständig  unit  zwar  in  sehr  schöner  Weise 
abgethan  ist,  auch  In  anderer  Weise  gar  nicht  abzuthun  ist.  Was 
etwa  noch  zn  thun  wäre,  könnte  sich  nur  etwa  auf  Verallgemei- 
nerung lind  Eriveiterung  der  längst  gegeb(?nen  Lösung  beziehen 
oder  methodische   Zwecke  verfolgen;   denn  im  Wesentlichen 
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wt  All«s  ali^than  und  nichts  mehr  zu  ändern.  iSo  weit  wir  den 
Inhalt  dieser  Schrift  zu  übersehen  im  Stande  sind,  ist  in  dersel- 
ben hJtchstens  eine  Methode  eut  HniiahemdeB  Bestlmniung  der 
Wurzeln  gegeben,  die  uns  aber  keineswegs  besondere  LeiätuD- 
geo  Bu  rersprectien  scheint.     Alügen  Andere  in  derselben 

die  IifiHuns  dei   dreihundertjfihrlgen  Problemn 

«ucheo  und  finde»;    uns  hat  es  auch  hei  dem  bebten  Willen  nieM^ 
in  der  «otrerntewten  Weise  (gelingen  wollen. 


Geometrie. 

Smlthaenlan    Contrlbntlon«    to    H.fiowlcdBe,'f 

The  tangencies  «rcircluB   and  of  spheres.     ßy  Ben 
min  AJTord,    Major   United   Statea    Army.    Washingtou 
cily.     1855,     4«. 

Der  Herr  Verfasser  spricht  »idi  über  diese  Aiflüaung  Ave 
Problems  von  den  Berührungen  IQr  Kreise  und  Kugeln  auf  fnl' 
gende  Art  aus:  »Tfae  solulton  herein  giveii  to  (he  proUenis  in 
Ike  tangencies  of  circlea  aiid  or  s|ih«res,  \e  strictly  ba»c4  upm 
tbe  principle  that  (he  tsngent  line,  «r  citrve,  is  tbe  Jimit 
to  all  secant  line«  or  cnrvea.  Tliis  principle  is  freiiiienlly 
euployed  in  Jeseriptive  geontetry,  and  iu  Ihe  discussion  nf  la»- 
^cf^  in  anajytical  f;eai&etry ,  but  I  «m  B«t  awar«  ttat  it  has  ever 
beeil  «mployed  i«  tbe  manner  set  forth  in  tbia  memoir.  Solution«) 
4ve  given  of  inoat  «f  these  problems  in  .Ihe  «le«enth  volume  of 
tbe  A«HiBlea  de  Jllath^natiquea  (par  J.  D.  Gergoeji«.  Pa- 
«s.  1820.},  and  i«  the  first  voleaie  «f  t;relle's  lUetheMatic«! 
Jo.atBal.  B«rlin.  1S2Ö.  But  the  melboda  eniployed  are  qeite 
^ffefeot  frou  that  herein  explained.  It  ia  beUwed  lÄat  (he  teile- 
oring  ia  a  jnora  noraf*Jete  generalis atiun  of  tbie  waa«  «f  pfoblena 
dHuB  any  lierelofore  publürtied.  The  'elaeaifteatioa  g:i/naB  of  the 
jeehleme  in  the  langenoiee  of  j^berea,  and  also  ttie  «laaeiicalHn 
«TaH  tbe  cases  under  each  |tr»bleni,  brth  in  the  taB^eneiee  ef 
fiio^ee  and  in  tbe  tangenoiea  ef  apberes,  are  belived  to  beiBoiveL" 
wir  haben  abaicbtlich  den  verehrten  Herrn  Veifaeaer  biet  aelbat 
j^echen  iaeaee.  Je  weniger  bekanRt  leider  die  vieiee  Treffiiahe 
leetfuitende  amerikaniscbe  Literalsr  bei  nna  ist,  d^to  mehr  haben 
wir  uns  verpfiichtet  gehalten,  nnaere  Leser  auTdieaa  nene,  jeden- 
falls eigenth  um  liehe  Behandlung  Ava  schon  oft  behandelteD  he- 
rtfamten  geemetrischeD  iPxebleas  safcnerkssBi  an  attcbea.    So  weit 
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«vir  bei  für  jetzt  nnrflQchtigeT  Durchsiebt  urtbeilen  kÜniMn,  empfeh- 
l«n  sich  die  Aullilsiingen  dnrch  hier  sehr  wAnschensnerth«  U«ber- 
sicbltichkeit.  Die  Zeicbnutigen  sind  sehr  schiin ,  und  in  dem  Uerrn 
Verfasser  erltennt  niao  jedcDfalls  einen  sehr  grCndlichen  Kenner 
der  leinen  Ueometrie, 


Geodäsie. 

Geodäsie.  Anleitung  zum  geometrischen  Theilen 
der  (irundstäcke.  Von  Professor  Guido  Schreiber, 
vormaligem  öffentlichen  Lehrer  der  Mathematik  an  der 
polytechnischen  Schule  zu  Karlsruhe  nnd  Examinator 
der  Geometer  im  G  rossheTznf>tIium  Baden.  Mannheim 
(F.  Bassermann)  1857.     1  Thir.  6  Sgr. 

Diese  Anleitung  zur  Peldcrtbeiliing  ist  recht  praktisch  gehal- 
ten und  bebt  daher  dieses  praktische  Element  mehr  her  vor  als  elegante 
geometrische  ConFtruclionen  und  elegante  algebraische  Formeln.  Die 
Coordinatenmethode  ist  mit  Kecht  vorzugsweise  angewandt  und 
nnmerische  ÜeiB|iiele  sind  reichlich  beigegeben  worden.  Die  theo- 
retischen Erlriulenmgen  aus  der  analytincben  Geometrie,  die  bin 
und  wieder  vorkommen,  hätten  wohl  wegbleiben  können.  Prak- 
tikern mag  diese  Schrift  immerhin  eiu|ifohlcn  werden;  in  rein 
mathematischer  Beziehung  gewährt  sie  dem  Leser  weit  weniger 
Belehrung,  als  manche  andere  Schriften  über  diesen  Gegenstand. 


Astronomie. 

Smlthaonlitn    Coatrlbn  Ilona    te    Knowled:;«. 

On  Ih'e  relative  Intensily  of  tbc  beat  and  light  »f  Ibe 
sun  npon  differenl  latitudes  of  the  eartb.  By  L.  W. 
Meecb.A.  M.     Washington  City.     1836.     4". 

Diese  Schrift  enthalt  eine  mit  Hülfe  der  mathematischen  Ana- 
lysis  dsrcbgefilbrle  Theorie  des  auf  dem  Titel  genannten  wich- 
tigen Gegenstandes  und  verdient  jedenfalls  sehr  zur  Beachtung 
empfohlen    zu    »erden. 


Physik. 


Smltlisonlnn   Contrlbntlona    to   Hnowledse. 

On   the   recent  secular  period   of  tfae  Aurora   borealis. 


8 


UterarhthfT  Ittricht  rxv. 


mted,  LL.  D.  pTofettsor  nf  Natural  Phi- 
omy   in  Ynle  Cotleße.     Wachington 


By  DeniH 
loHophy   Dnd  Ani 
fity.     1856. 

Appendix.  R«cord  nf  Auroral  Pbenomeiia  obser- 
ved  in  the  higher  nortbern  latiludes.  Compiled  by 
Peler  Force. 

Nacb  einer  Einleituog  enthält  die  erste  Schrift  folgende  Kapi- 
tel: Classißcatioa  of  auroras.  —  History  of  the  recent  secular  pe- 
riod.  —  La«8  of  the  aurora  borealis.  —  Origin  and  cause  of  the 
aurora  bnreatis  —  und  verbreitet  eiuh  über  alle  diese  Dinge  in  äus- 
serst lehrreicher  Weise,  so  dass  «vir  auf  dieselbe  Alle,  welche 
sich  für  die  Lehre  vom  Nordlichte  interessiren,  besonders  auf- 
merksam machen. 

Das  zweite,  IIS  Seilen  in  gross  Quart  umfassende  Verzeicb- 
uiss  der  In  höheren  üreiten  eritcbicnenen  Nordlichter  ist  offeubar 
mit  dem  grössten  Fleisse  und  der  grSssleii  Sorglult  zusammenge- 
stellt,  nnd  jedenfalls  fiir  die  nähere  Kenutniss  des  in  Rede  ste- 
henden wichtigen  Philnomens,  dessen  vtllli^  gcnägende  Theorie 
immer  noch  unter  die  pia  desiderla  gebSrt,  von  der  grüssten  Wich- 
tigkeit. 
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auf  die  ETfiDdnng  der  Dirfe- 
lan,  Dr.     Leipzig.     Druck   vnti 
Thir. 


Dieses  erbärmliche  nissonscharclir 
raDRg  der  berühmte  Sir  David  Brew 
ton's",  und  Herr  J.  Edleslon  Esq.  sich  hoffentlich  hüflichst 
bei  dem  Verfasser,  Herrn  Dr.  Sloman  in  Paris,  ao  viel  wir 
irissen,  gebürtig  aus  Hamburg,  bedankt  haben  trerden,  bezweckt 
nichts  Geringeres,  als  den  grossen  Leibnits  itls  einen  Plagiariue 
an  den  Pranger  zu  stellen,  nnd  die  F.hre  der  Erfindung  der  Dif- 
ferentialrechnung lediglich  und  einzig  allein  für  Newton  in  Anspruch 
zu  nehmen.  Wir  ehren  jedes  wissenschaftliche  Streben  auf  diesem 
Gebiete  der  Geschichte  unserer  Wissenschaft  und  jede 
ben  sich  Icund  gebende  Ansicht.  Wenn  dieselbe  aber  io  einer 
Boli:hen  Weise  dem  Publikum  vorgefilhrt  wird,  wie  in  der  vorlie- 
geaden  Schrift,  empürt  sich  unser  Inneres.  Es  ist  uns  widerlich, 
viele  Stellen  aus  derselben  zum  Beleg  des  Obigen  anzufahren. 
Aber  Einiges  müssen  wir  doch  sagen.  Was  Leibniti  betrifft,  sn 
wird  derselbe  auffast  allen  Seiten  in  der  unwürdigsten  Weise  charak- 
terisirt,  so  dass  es  in  der  That  sebr  schiver  ist.  Einzeln heiten 
hervorzuheben,  weshalb  wir  nos  mit  der  folgenden  Stelle  (S,  517.) 
begnflgen  wollen:  „Es  passt  ganz  zu  der  diplomaliscben  Feinheit 
des  Advocaten  and  Staatsrathes  Leibnitz,  der  an  den  Con^al 
Oldenburg  schreibt,  dass  er  diesem  nicht  plump  schreibt.  Du 
neisst,  wie  n-ir  mit  einander  stehen,  meine  Erfindung  ist  wenig, 
verschaffe  mir  heimlich  das  mehrere,  ivas  man  bei  Euch  hat,  denn 
Leibnitz  schrieb  nicht  an  einen  Spioir,  den  er  mit  Cteld  be- 
Thl,XXlXHtt.4.  4 
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•lachen  htttte,  sondern  an  einen  Freund,  von  dem  er  nnr  n-Allte, 

dnea  er  ihm  aU  Lamlsmann  ein  wenig,  ohne  zu  wissen,  dass  dint 

viel  «ei,  dienen  sollle."  —  Von  Jahaiin  Bernoulli  und  LBo- 

pital  erdreistet  sich  Herr  LSIoinan  auf  S.  81.    zu  sagen:     „Was 

Leilinitz  für  die  Differential reclmim^  tliat,  auch  wenn  er  eie  nicht 

erfand,    ist  noch  unendlich   viel  mehr,    als  was  Fermat  f^elhan. 

wie  denn   überhaupt   kein  Franzose  vor  der  Itlitte  dpa  folgenden 

Jahrliunderls   elivas  darin  leistete,    da    L'Hospltal.    der    reiche 

nnd  eintlussreiche ,  nur  dem  armen  Bernoulli  geelahlen  hat,  was 

er  sich  zueignete,  noKu  ncrnoulli  dotbslb,    w«II  ibm  die 

Ijcriionen  glKnxend  bCKnhlt  waren,    schwieg."  —  Hiebei 

wird  einer  der  würdigsten  und  cerdientesten  Veteranen  unter  den 

Mathematikern  und  Physikern    der  Jetztzeit,    der  in    hohem  Grei- 

eennller  in  Paris    noch    lehende   treffliche  J.  B.  Biot,    fiberalt, 

wo   seine    heknnnten   verdienstlichen   historischen  Arbeiten  irgend 

eine  lielegenheit  dun  darzubieten  scheinen,  in  der  nantirdigslen 

Weise  im  eiirentlichen Sinne  verhiihnt,  indem  es  z.  B.  S.86.  b^ssl; 

„Man  sieht,  das«  Mnntiiclo.,  wie  nur  Biot,    den  man,  seitdem 

er  die    dreifache  Krnne    der  Akademie  auf  seinem  Haupte  veiei- 

nigt  —  eine  Ehre,    die  wenig  Sterblichen  zu  Theil  wird  —  doch 

ilcn  grOssten  Mann  Frankreichs  neancn  luuss.  nicht  tbut,  u.s.w." 

und  Bul  S.  72.:    „Dass  Herr   Biot  etuan  solchen  Charakter  nicht 

versteht,  begreifen  wir,   dticb  ist  dies  nicht  Newtons,   soodero 

Biot's  Schuld,    der  weder  einen  englischen  ('harakler,    wie  den 

Netiton's,  noch  einen  deutschen  Charakter,  nie  den  Bemoiil- 

li's,  ^sondern  liiichstens  einen  halbfranzüsitichcn,    tvie  den  Leib- 

nitfE^Da,  xw  liebfn  i»  Stande  ist*)."    Ä«cb  sucht UetpSloiPtlB 

DEieT&U  4i«  Verdieovta  franaSsiBcber  Mathematiker  I|»mh«uai4^«0» 

fr^i<;h  iüx  Jeden,   doc  di«  GriJstie  derselbea  kepst,.  olwe  Srfolg- 

Eben   lo  wie  ich    werden  alle  Leiwr  des  Aicklf«   «od  «l»«r 

«#Mien  Snfariß,  gKBz  abgesehen  vbd  ihren  wissen  seh  aftlixkan  R» 

s«4laten,  wenn  sie  Obwhanpt  sotehe,  gekScig  bapflDd«*,  «uthigfca, 

nM  W4erwilleii  sich  abwenden.    Ick  bin  Am  al^esaglaste  Fals^ 

jedMf  am  meisten  jede«  wisscnsctiafillicliea  Scsidäb.    Wenn  ak«n 

wie  Im  yorliegeiideB  Falls,   eim  Heroek  sieh  erdreiatMi  de«  Gba- 

raktsr  ereMer  veivtorbMat  oder  Ukwider  Hfinner  ja  MiMt  ««UbM 

Vfflise   ducvstalisn ,   wie  in    vorliegender  Sobrifl   ftesohiebt^..  ao 

kftltfl  leb  6«  fBr  mein«  Pflicht,  uieh  oSdd  JafMlegen,  iMAdaialM 

Ktui  «tp  sotcb«  M^iscb  ist,  ind  iok  atek»  daher  Biokt  «•,:  4m 

Laaera  de«  Acchbis  gans  ofea  dl«  felgsadA  «rkauliah«  CiMvUckttl 

in  erzlhlea.   Iqdem  ich  die«  DaaKnÜish  4ei«  tMilishaR,  SA'flktM 

*t)  (laiu  beatiaunt  «bat  ntthl  »\uta  ■•Ickea  4«alai)ban  GbarakM 
w>»«l«^ttwr«:i|»maK<a.    (8.  aachk«^) 
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aus  würdigen  Biot  und  meinen  wisafinschaftlichen  Collegen  in 
Frankreich  uberhauf)t  unbedingt  schnlclig  zu  sein  glaube,  damit  sie 
errabren,  mit  nem  sie  es  hier  tu  Ihun  lialien. 

Herr  Slomann  linl  belianntiich  eine  Sclirill  gesclirieben,  unter 
dem  Titel:  „Versuch  die  Dirreren  zialrechnung  auf  an- 
dere aU  die  bisherige  Weise  zu  begründen.  Paris  1856. 
8.,  welche  mir,  ivabrscheinlich  auf  dem  Wege  des  Buchhandels, 
teh  weiss  nicht  woher,  zur  Befi|irerhuni;  in  den  literarischen  Be- 
Hebten  des  Archivs  lugesandt  wnrde,  die  aber  unterblieb  und 
auch  bis  jetzt  unterblieben  ist,  vreit  ich  dieselbe  heiner  Besprechung 
trerth  hielt,  worin  ich  mich  vielleicht  Irren  kann.  Genug  aber,  es 
Ist  dies  meine  Ansicht.  Hierauf  liess  mich  der  Herr  Verfasser 
dirrcb  eine  dritte  Person  ersuchen,  die  Schrift  im  Archiv  zu  he- 
nrtheilen.  Ich  erklarte,  daas  ich  dieselbe  dazu  nicht  lur  geeignet 
halte,  und  die  Besprechung  unterblieb  abermals.  Nun  bekam  icb 
einen  Brief  des  Verfassers  aus  Paris  mit  einer  Art  Antikritik 
^egen  eine  in  der  „Zeitschritt  für  Mathematik  und  Phy- 
sik" erächtenene  Beurtheilung  dieser  Schrift,  »eiche  Benrtbel- 
hing  ich  weder  damals  gelesen  hatte,  noch  jetzt  gelesen  habe.  Zn- 
gfeich  ward  mir  in  diesem  Briefe  eine  Art  Doucenr  von  100 Francs 
geboten,  insofern  ich  die  fragliche  Antikritik  rn  das  Archiv  auf- 
nehmen wflrde.  Ja,  —  man  denke  «ich,  was  ein  Journat-Her- 
ansgeber  sich  bieten  lassen  muss!  —  dem  Briefe  war  eine  halb 
durchschnittene  Banknote  zu  100  Francs  beigelegt,  unge<  - 
fUhr  mit  dem  Bemerken,  dass  zu  gehilnger  Zeit  späterhin  die 
dazu  passende  andere  Hälfte  eingefordert  werden  könne. 
Die  fragliche  Antikritik  gegen  die  in  der  Zeitschrift  für  Ma- 
thematik und  Physik  erschienene  Beurtheilung  der  oben  gc* 
nannten  Schrill  ist  in  das  Archiv  dessenungeachtet  nicht  aufge- 
nommen, Eonderri  durch  die  Post  an  Herrn  Uoctor  Stoman  hi 
PkTis  mit  der  halbdurchschnitteuen  Banknote  zu  100  Francs  su- 
iQckgesandt  norden,  eine  Empfangsbescheinigung  derselben  aber, 
wie  es  eigentlich  PHicht  und  Schuldigkeit  gewesen  näre,  bisjel^.t 
nicht  eingegangen.  Dies  ist  der  einlache  Hergang  der  Sache  im 
Wesentlichen,  da  ich  das  C^nauere  jetzt  nicht  angeben  kann 
Dud  will ,  weil  ich  hier  nur  aus  dem  tiedüchtnisse  geschrieben  habe. 
Jeder  bilde  sich  nun  selbst  ein  Crlheil!  „Job.  Benioulli  schwieg 
deshiklb.  weil  ihm  die  Lectioncn  gut  bezahlt  wurden." 
Mir  schien  Schweigen  bei  so  beirandten  Umständen  uicht  am 
Oriflzu  sein,  so  wenig  ich  auch  irgend  ein  eigentliches  Unrecht 
in  d«in  ganzen  Verfahren  zu  erkennen  geneigt  bin,  was  ich  hier  zum 
Scbluss  noch  ganz  ausdrilckllch  bemerke.  Ein  Jeder  wird  und 
'  sag  sich  das  Beste  denken!!  Grunert. 


L 
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Astronomie. 

fAa*   itnr  Hnriiner  Vaiificlicn  ZoltunB) 

„Mannheim  den  30.  September  ^fßt. 
"e  hiesig«  Stermvarte,  die  im  ?origen  Jahrhunderte  durch  des 
Ex-.lesui(en  Äfaier  ßeniiuchlun^e»  und  die  Schrirten  der  Pfälzei 
Aliadeinie  einen  Nanien  erhalten  hatle,  »»ar  schon  seit  eioiger 
Zuit  in  ihrer  Exialene  bedroht,  da  ätaat^millcl  nicht  vorgesehen 
ivareri,  einen  Astronomen  länger  zu  unterfaatteu,  geschweige  die 
Inülriiinente  nach  dem  Stande  der  Wissen  sc  baft  zu  ergänzeo.  Eid 
junger  Astronom,  Dr.  Neil,  nelcher  mit  so  geringem  Gehalt  in 
den  letzten  Jahren  hier  atigcstelll  war,  das»  er  nicht  davon  leben 
konnte,  hat  in  den  le taten  Tagen  seine  Stellung  aufgegeben.  Ver- 
geblich war  eine  Fürbitte  Alexanders  v.  Uumholdt  für  den 
Forthcstnud  der  Anstalt,  die  unter  Anderiii  eine  sehe  betrXcht- 
liche  Bibliothek  bcsit/.t.  Non  wurde  dieser  Tage  eine  Subserip- 
tion  auf  einmalige  uod  Jahresbeiträge  zur  Besetzung  der  Stelle 
eines  Astronomen  in  Umlauf  gesetzt,  und  hat  in  kurzer  Zeit  ein 
so  gfinstiges  Ergcbniss  gehabt,  duss  eine  bescheidene  Besoldung 
Jetzt  schon  gesichert  ist.  Zu  gleichem  Behuf  hat  schon  früher  tüa 
hiesiger  Rentner,  H.  Scipio,  die  Stiltung  eines  Kapitals  in  Aus- 
sicht gestellt,  so  dass  die  Erhaltung  der  Anstalt  für  unsere  Stadt 
ausser  Frage  ist. " 

Je  «eHener  dergleichen  Zrige  edler  Aofopremog  für  dte  WisMO> 
schall,  deren  sich  bis  jetzt  in  grosser  Anzahl  namentllcb  aor  Amerils 
rflfamen  kann,  besonders  in  Deutschland  sind:  desto  mehr  ver- 
dient eine  solche  That  in  den  Annalen  der  Wissenschaft  aofb^ 
-^shrt  KU  w«Tden,  and  das  „Archiv  der  Mathematik  und  Physik" 
nimmt  daher  mit  Frende  Act  von  derselben.  Indem  es  xogleich 
den  edlen  Bargem  Mannheims  Im  Namen  der,  ganzen  mathemstl- 
Bchen  Wissenschaft,  hauptsBchlich  aber  ihres  schönsten  und  hS^ 
Sten  Theils,  der  von  keiner  anderen  Wissenschaft  an  Grossartigbeft 
des  Objects  and  der  Tiefe  der  wisse nschaRlichen  Behandlanit 
AbertrolTenen  and  flbflrtreffbaren  Astronomie,  hier  den  wXrmsteh 
und  innigsten  Dank  abstattet  In  Ctnclnnati  banete  der  uner- 
inddncfae  Hitcbell  bloss  dnrch  Cnterstfltzung  dortiger  BOrgbr 
•ine  prachtvolle  Sternwarte*),  nnd  das  nickt  minder  prachtvolle 
Dndlfly-ObserTatorlnm  in  Albany,   dem  jetzt  der  treffUcbe 

■)  M.  1.  eine  aasfnbrlicfae  Relation  im  Archiv.  Tbl.  XXV.  S.  ti». 
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Gould  als  Uirector  vorsteht,  daa  nach  Charles  £.  Dudley, 
von  dem  in  der  onten  angeführten  intereesaiklen  Sdirifl  S.  9.  gesagt 
wird:  „C.  E.  üudley  was  a  man  whose  Sterling  merits  vrouM 
have  ensured  a  high  place  antong  Ih«  first  citi*ena  of  Greece  or 
Rome,  in  the  virtuous  age  of  eilher  repuhhc,  wheu  iiilegrily  and 
patriotlem  n-ere  the  only  paseport  to  populär  emineiice",  ta»upt- 
flftehlirh  aber  nach  Mre.  Blandlnn  Dadley  henannt  ist, 
verdankt  seine  ganze  Enistebung  gleich  hochherzigen  Gesinnungen. 
In  der  Schrift:  „Inauguration  of  the  Dudley  Obscrva- 
tory,  at  Alhany.  Augnst  28,  1856,  Albany  1856."  heisst  es 
S.  21.:  „Three  genlleraen,  Messrs.  Thomas  W.  Oleott,  Wni. 
H.  De  Witt  and  Ezra  P.  Prentice,  immediately  cÖntributed 
D.  1000')  each,  and  Mr.  De  Witt  Hub»ei{uenfly  increased  his 
sabscription  to  D.  1500.  Genl.  Stephen  Van  Rensselaer  con- 
tributed  several  acres  of  valuable  lanil  as  an  apprapriate  site  for 
the  buildJDg.  After  Ihis  Mrs.  Blandina  Dudley  —  a  name  now 
knonn  to  you  all  &a  synonymous  ivith  munificence  and  patriotism, 
subsribed  the  sunt  of  D.  IJOOü  in  tnken  of  her  respect  for  the 
meroory  of  a  devoted  husband;  and  in  the  act  of  incorporatioo, 
the  Institution  received  hy  vote  of  the  Trustees,  as  a  testlmony 
of  their.  gratilude,  the  name  of  Dudley  Observatory";  ferner 
heisst  es  S.  30. :  „Knowing  the  splendid  triunipbä  of  German  and 
French  mechanic  art,  knoning  the  exalled  repulation  that  most 
worthily  adornsRepsold's  name  —  the  trustees  of  the  Dudley-Ub- 
aervalory  have  yet  confided  the  construction  uf  thia  exquisitely 
delicate  Instrument  to  our  counlrymun  ,  and  the  great  Dudley  He- 
liometer (for  ivhicb  Mrs.  Dudley,  vi  ho  had  so  nmnillcenlly 
raised  he  D.  6000  to  D.  8000,  has  now  raised  the  D.  8000  to 
D.  14500),  is  to  be  built  by  our  cotintryman  Spencer,  here  in 
thie  city  of  Alhany."  Und  endlich  schliesst  ein  Brief  der  Mrs. 
Blandina  Üudley  mit  folgenden  Worten: 

„Albany,  Aagust  14,  1856. 
To  the  Trutteet  of  the  Dtidley  Obsenatory. 
For  the  atlainment  of  an  object  so  rieh  in  Scientilic  revrards 
and  Natlooaly  glory,  guarantied  by  m«n  with  reputations  as  exal- 
ted  and  enduring  as  the  skies  upon  whlch  they  are  nritlen,  con- 
tributioos  should  be  generale  and  not  confined  to  an  individual  or 
a  place. 

FoT  myself,   I  offer  as  my  share  of  the  required  endowment. 


eigentliclie   Zoiefaen    dafür  nlcbl   in 
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tim  mm  of  D.  60000.  in  addition  to  Ibe  advuHxa  »hicfa  I  hsv« 
ttready  made,  dnd  Imsting  thal  the  name  tvbidi  ynn  bare  giT«n 
to  tbe  Obsarvatory  nny  doI  be  considered  as  sd  undeserved  com- 
plim«nl,  ond  (bat  )t  will  not  diminieh  tfae  public  rcgard«,  hf 
giviiig  to  the  Inatilutioo  a  «ecmingly  inclividnal  characler.         ^^^S 

I  remaiii.    Gentlenien,  '4^H 

Your  otiedient  aervent'^*  " 

BLAMINA  DUDLEY." 

um»    tat   die   Thal    einer    anioribanischen    Dame! 

Gans  in  gleichem  Sinae  al>er  bandelten  jene  Mannheimer 
fifirger;  denn  auf  das  Mehr  oder  Minder  der  Gabe  kommt  ea  biar 
nicht  an;  nur  die  Gesinnung  adelt  die  That.  Freue  dich  Deutacb- 
land,   noch  solche  Bürger  eu  besitzen ! 

Daa  Matinheimer  Obserfatoriuni ,  an  Trelchera  ausser  dem  oben 
fcenannteo  verdienten  Ex-Jesulten  Maier  auch  Nicolai  und  eine 
lEngere  Reihe  von  Jahren  selbst  der  berQhmfe  Schumacher 
eine  kurze  Zeit  wirkten,  verdiente  aber  auch  die  Erhaltung.  In 
einem  III  Fuss  hohen  Ihurmartigen  viereckigen  Gebäude  mit  vier 
Stockwerken  eingerichtet,  gleicht  es  sehr  der  alten  Sternwarte  in 
Berlin,  and  genügt  freilich  den  Ansprächen  der  Wissenschaft 
nicht  mehr  ;  es  hat  aber  immer  verdiensllicbe  Arbeiten  gelierert, 
die  mati  am  besten  ana  Zach'a  monatlicher  Correapoodeaz 
Itenuen  lenit,  und  schon  n^^ncfae  alte  Sternwarte  tat  wieder  »o 
faergeriditet  worden,  daas  «ie  branchbare  Arbeiten  liefern  konptOi 
was  Ja  b«i  dem  jetzigen  Stande  der  Wiaaenscheft  schon  mit  U- 
atmmenlen  von  kleineren  Dimensionen  mOftlich  lat  Sie  lat  Im 
Jahre  1772  mit  einem  Kostenaofwande  von  70000  Gnlden  Im  Westen 
der  Stadt  in  einem  der  daa  Schloss  umgehenden  GSrten  erhant, 
and  die  Hanem,  vnrzQglicfa  die  Fundamente,  sind  von  sehr  be* 
trlchtlicher  Dicke.  Die  Treppe  steigt  in  einem  elliptisch  geform- 
ten Treppenhanse  von  124  P"«  Breite  empor.  Dar  Beobacb- 
toBgssatl  für  die  grSaaeren  lastnmaate  Iwfindvt,  oder  be&od  tUk 
wenigsten«  aoaal,  in  der  iweiton  Etage.  Dfe  Annhl  der  Insti»- 
meale  war  wenigsten«  Mber  «ne  sehr  groaee.  Der  «rat«  Dir«D- 
tor  war  der  schon  oben  genannte  Ez-Jeauit  Christian  Maltr, 
frtlcber  rorb^r  in  Schwetiingen  beobachtet  hatte,  im  Jabre  1783 
■tarb  and  den  1780  gestorbenen  J.  Metager  xnm  Gehflifen  hatte. 
Ibm  folgten  in  der  Direction  Ch.  KSnig  von  1784  bis  1786,  J.  N. 
FUefcer  von  1780  bis  1787,  dann  P.  Cngescbicfc,  welcher 
starb,  bevor  er  daa  Obaervatoriura  beaogen  hatte.    Im  Jahre  1788 
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übernahm  Koger  Barry  die  Utrection,  welcher  nSbrend  der 
Kriege,  die  auf  die  Revolation  folgten,  «ich  eht  Einstellung  der 
Beobacbtiingen  genTittiigl  sah.  fm  April  wurde  ihm  strar  sein 
Gehalt  als  Astronom  tvieder  ausgezahlt,  ihm  aber  Eugleich  die 
Besorgung  von  Licht,  Heitzun^,  Corretipondenz  und  andere  Aiib- 
gahen,  welche  sonst  vom  Gouvernement  bestritten  zu  werden 
pflege»r  aufgehürdet.  Ihm  folgte  Schumacher  und  daim  Ni- 
colai, nach  deaaeo  Tode  die  Sternwarte  wohl  viele  Jahre  ver- 
fvaisl  gewesen  ist,  bis  dann  endlich  Herr  Neil  eingesetzt  wurde, 
der  null  aber,  wie  wir  zu  unserm  grüssten  Leidwesen  hören,  jelat 
auch  geniithigt  ist,   ^ein  Amt  aufzugeben. 

Mügees,  wozu  ein  so  ruhmvoller,  iu  Deutschland  bisher  noch 
nicht  vorgekommerier  Aiifaug  gemaclit  norden  ist,  gelingen,  die- 
sen Tempel  der  hüchsteti ,  edeUten  und  schönsten  der  Wissen- 
schaften zu  erhaltent  Grunert. 


I»  h  y  s  i  k. 


M.  E.   Ba 
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ikalische  Probleme.  Fflr 
!r  Lehranstalten,  Gymna- 
(ir  Studirende  und  Lehrer 
;.  Von  Dr.  F.  A.  Korschel. 
Realschule  zu  Burg.  Mit 
idt.  1837.    8.    1  Thir.  6  Sgr. 

Herr  Korschel  hat  sich  jedenfalls  durch  die  als  solche 
nichts  zu  wünschen  übrig  l.issende  Ueberselzuiig  dieser  ausge- 
zeichneten Samndung  physikalischer  Probleme  um  unsere  höhe- 
ren Lehranstalten  ein  Verdienst  er^vorben,  und  dieselbe  wird, 
neben  den  anderen  bereits  vorhandenen  Aufgaben -Sammlungen 
dieser  Art,  namenllicb  dem  ausgezeichneten  Buche  von  Flied- 
ner  C^le  Aufl.  Lilerar.  Ber.  Nr.  CXIL  S.6.).  gewiss  zur  Förderung 
des  physikalischen  Unterrichts  beilragen.  Zur  näheren  Charakle- 
risirung  der  empfehlensnerlhen  Schrift  bemerken  wir  Folgendes. 
Dass  die  Sammlung  hauptsächlich  ein  malhemalisches  Gepräge 
an  sich  trugen  würde,  verstand  sich  bei  der  Schrift  eines  frnnzö- 
sischen  Autors  auf  diesem  Gebiete  ganz  von  selbst;  denn  In  Frank- 
reich weiss  man  l3ngst,  dass  der  physikalische  Unterricht  auf 
höheren  Lehranstalten  durchaus  mathemalisch  ertheilt  werden  muss, 
wenn  er  seinen  Zweck  nicht  verfehlen  soll.  Ja  Herr  Bary  ist  in 
diesem  Buche  sogar  so  weit  gegangen,  dass  er  wenigstens  im 
ersten  Theile  die  physikalischen  Aufgaben  nach  den  verschie- 
denen mnthemAtlNchen  Metboden  geordnet  hat,  mit- 
telst welcher  sie  am  xweckmSssigslen  gelöst  werden;    und  dies 


• 

sind  keineswegs  die  den  Gebieten  der  MechaDÜi  angeb3iend«ii 
Aufgaben,  bei  deoen  die  mathematische  Lüsunf;  sich  ganz  von 
selbst  ver«lebl,  und  die  eben  deshMb  in  den  zweiten  Theil  vei- 
n'ieaen,  nicht  nach  dem  obigen  Princip,  sondern  mit  richtigeni 
Takte  nnch  der  Verscbiedenartigkeit  der  Alaterien  geordnet  wor- 
den sind,  sondern  recht  eigentlich  dem  Gebiete  der  Physik  als 
solcher  »n  gehören  de  Probleme.  Durch  die  obige  Ordnung  der 
Aufgaben  des  ersten  Theilä  ist  zugleich  auch  deutlich  ausgespro- 
eben,  wie  sehr  man  in  Frankreich  dem  sehr  richligeD  Princip 
huldigt,  dass  der  physikalische  Cnterrichl  anf  hühercn  Lehran- 
stalten in  seiner  KflckHirkung  hauptsächlich  mit  zur  Förderung 
und  Belebung  des  mathematischen  Unterrichts  benutzt  vrerden 
müsse;  alles  Ansichten,  die  auch  von  uns  stets  lebbaR  im  Archiv 
vertreten  Horden  sind.  Die  folgende  Inbaltsanzeige  wird  von  der 
Keichhaltigkeit  des  Buchs  Zeugniss  ablegen.  Erster  Theil. 
Kap.  I.  Beispiele  eon  Problemen,  die  sich  ohne  Bäife  der  Ma- 
thematik lösen  laagen.  Dichtigkeit  fester  Körper.  Kälte  dnrch 
Ausdehnung  der  Gase-  Spannungen  eines  Dampfes  im  Vacnum 
und  in  der  Luft  ku  vergleichen.  Durch  Experiment  ein  Strofahalm< 
Electrometer  zu  graduiren.  An  gegebenen  Punkten  eines  SlahU 
Stabes  alternative  Pole  von  möglichst  grosser  Kraft  hervorzubrin- 
gen. Eine  Guitarre  ohne  Hälfe  des  Geliürs  zu  stimmen.  Alje 
Saiten  einer  Guitarre  klingen  zu  machen,  indem  man  eine  anschlägt. 
Ohne  ttulfe  des  Gehörs  d:is  Intervall  zweier  Töne  audzumitteln. ' 
Kap.  II.  Betspiele  ron  physikalischen  Problemen,  die  durch 
die  Arithmetik  gelöst  werden.  Dichtigkeit  eines  für  Flüssigkeit 
durcbdringbarsn  Körpers.  Atmosphären  druck.  Vergleichungxwwot. 
Luftwfigangen  unter  verschiedenen  Umstanden.  Nnraerische  B»- 
stinmuDg  der  Schwingungen  des  c.  Warum  klingt  die  tieCste  Saitm 
der  Guitarre,  wenn  man  die  beiden  faCcbateD  anschlägt.  Kap.  UL 
Beitpfelt,  die  dwek  Geometrie  gelöst  werden.  Optiscbe  T<a* 
scbungen  bei  einer  Bewegung.  AchromatischeB  Spiegelprisna. 
StabilM  und  labiles  Gleichgewicht  Kap.  IV.  Betspiele  dura* 
Aigebra  gelöst.  Luftballon.  Mariotte'sches  Gesetz.  Fehler  d«r 
N&herungswerthe  (Hr  lineare  Ausdehnung.  Bereehnong  der  Greua 
der  Ladung  einer  leydener  Flasche  durch  einen  Electrophor.  G^ 
Bchwindigkeit  der  Abkühlung  im  luftleeren  Räume.  Kap.  V* 
Beispiele  dtirch  Trigonometrie  gelöst.  Electrische  Kräfte  dimli 
ein  gewSbnliches  Electroacop  zu  messen.  Bedingung.  daM  «ia 
Spiegelprisma  achromatiscb  sei.  Elementare  Berechnung  des 
Hinlmnma  der  Abwtichung  eines  Lichtstrahls ,  der  dareh  ein  PrisaUk 
geht  Berechnung  der  Grenze  des  Verhältnisses  zwischen  A%m 
Zuwachs  des  Ein  falls  winkeis  und  dem  da*  Brechungswinkel«. 
Bestimmung  der  Näherung  anderer  optischer  Nähemngaauwitacin. 


Uterarischer  Bericht  CXVI. 

Bemerbung  über  Pentecanstilcen.  Bestimmung  des  Kantenwinkela 
eines  Prisma,  damit  die  Zerstreuung  des  weissen  Lichts  einem 
gegebenen  Winkel  gleich  sei.  Kap.  VI.  Beispiele,  durch  geo- 
tnetrische  Oerler  geiÖsl.  Ort  der  canjugirlen  Bre 
leuchtenden  Geraden  in  Bezug  auf  einen  redeclirenden  Kreisbogen. 
Innere  Oberfläche  eineK  um  eine  Axc  sich  drehenden  GeOCsses, 
an  dessen  Oberfläche  ein  schweres  Molekel  in  jedem  Punkte  ruhet. 
Maximum  der  Standfläche  eines  Menschen.  Minimum  der  Licht- 
menge auf  der  Verbindungslinie  iweier  leuchtender  Punkte.  Kap.  VII. 
Beispiele,  durch  empirigeke  Formeln  gelöst.  Vergleichung  des 
Luß-  und  Quecksilberlhermoineters.  Relation  /irischen  den  Spann- 
kräften des  Wasserdampfes  über  100"  C.  und  den  Temperaturen 
am  Lufithermometer.  Relation  zwischen  den  cuhischen  Ausdeh- 
nungen des  Glases  und  den  Teraperafiiren.  Temperatur,  bei  wel- 
cher Glas  und  Platin  gleiche  Ausdehnung  zeigen.  Variation  der 
speciGschen  Wärme  des  Eisens  mit  der  Temperatur.  Neue  Modi- 
ficationen  der  pyrometrischen  Methode  der  Eintaucbung.  Empi- 
rische Gesetze  der  Abkühlung.  Kap.  VIII.  Beispiele  ton  Lösun' 
gen  durch  die  In/Inilesimalrechaung.  Variation  der  Dichtigkeit 
des  Wassers  in  der  Nühe  ihres  Maximums.  Maximum  der  Tem- 
peratur und  Differenz  zneier  sich  abkühlender  KOrper.  Abküb- 
lungsgeschiiindigkeit  im  leeren  Räume  ohne  Hülle  der  Reihen  zu 
berechnen.  Trajectorie  des  Mittelpunkts  einer  Kugel,  die  auf 
einer  Horizontalen  gleitet,  während  diese  sich  um  eine  Vertikale 
dreht.  Nalnr  einer  brechenden  Fläche,  damit  alle  gebrochenen, 
fon  einem  Punkte  ausgehenden  Strablen  parallel  sind,  oder  damit 
sie  sich  in  demselben  Punkte  der  Are  schneiden,  »welter 
Thell.  Kap.  I.  StaliJi.  Wägungen.  Schwerpunkt.  Andere  sta- 
tische Aufgaben.  Kap.  II.  Dynamik.  Vertikaler  Fall.  Fall  auf 
der  schiefen  Ebene.  Einfaches  Pendel.  Schwungkraft.  Ausfluss- 
parabeln.  Stoss  elastischer  Körper.  Kap.  III.  Hydrostatik  und 
Aerostatik.  Archimedisches  Princip.  ArJiometer.  Gaswägen.  Sang- 
pumpe. Cartesianische  Taucher.  Heber.  Mariotte'sche  Versuche. 
Luftpumpe.  Kap.  IV.  Wärmelehre.  Scheinbare  Ausdehnung  der 
Flüssig  keilen  in  Geßissen.  Lufttemperatur  in  Verbindung  mit 
Manometer  Beobachtungen.  Wiegenim  Wasser,  mit  Rücksicht 
auf  Temperatur- Veränderungen.  Besliniuiungen  einer  empirischen 
Formel.  Dampfelasticität.  SpeciGscbe  Wärme.  Kap.  V.  OpÜk. 
Sphärische  Spiegel.  Durchgang  der  Strahlen  durch  Glas  mit  pa- 
rallelen Flächen.  Ebener  Glasspiegel  mit  Amalgambelegung.  Plan- 
coocaver  auf  der  conveien  Seite  amolgamirter  Spiegel. 

Möge  diese  ausführliche  Inhaltsaozeige  das  lebhane  Interesse 
betbätigen,  welches  wir  an  diesem  verdienstlichen  Schalbacfae 
nehmen.  ' 


I 


I 
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Wir  «chUeaMD  mit  d«ii  Kwe'i  rolgeoil*»  Bcmarlcniigeo  rflck- 
Mit-htllcb  «ioer  gcwiM  bald  nülhig  werdenden  Biveiten  Auflag*, 
narafiitlUch  in  B«nig  auT  deutsche  hilhere  Lehranstalten. 

Zuerst  rathcn  wir  dnngpnii  an,  den  AbsohiiHI,  welcher  Auf- 
gaben enthält,  von  denen  die  Annendung  der  InfinitesinialrechnuBg 
in  Anspruch  genommen  wird,  ganz  wegzulassen.  Denn  nach  nn- 
ser^r  Ansicht  noil  und  darf  ein  Schulbuch  durchaus  nur  Dinge 
enthalten,  tvelrhe  ganz  ttn  Bereich  des  Sühul Unterrichts  liegen 
und  von  den  SchSteru  vJillig  verstanden  und  begriffen  werden 
kiliinen.  Alier  etwa  die  Anfangsgrilnde  der  höheren  Analysis  mit 
in  don  Schulunterricht  aufnehmen  zu  wollen,  namentlich  auf  den 
Realschulen,  »ie  manche  Lehrer  in  übertriebenem  Amtseifer  mei- 
nen, ist  eine  so  sehr  verfehlte  Ansteht,  dass  wir  in  derTbal 
nicht  begreifen  kunnen,  wie  ein  wahrer  Kenner  der  betreffenden 
Wissenschaft  und  der  Einricbtnng  und  des  tJtandfmnbtes  unserer 
Schulen  nur  dazu  kommen  kann.  Die  buhere  Analysis  erfordert 
Abstractionei),  die,  so  büchnt  einfach  sie  freilich  an  sich  sind, 
doch  nicht  fär  den  Schfiler  einer  Realschule  passen,  der  ausserdem 
auch  überhaupt  viel  zu  viel  und  zu  mannigfaltige  Dinge  zu  lerneo 
hat  und  lernen  soll,  als  dass  er  sieb  noch  mit  einigem  Erfolg  in 
die  hlihere  Analyfis  vertiefen  kannte  und  dazu  Lust  haben  sollte. 
Oder  man  müsste  denn  etwa  die  Differentialrechnung  in  der  höchst 
obeillächltchen,  der  deutschen  Literatur  keineswegs  zur  Ehre  gerei- 
chenden Weise  lehren  wollen,  n-ie  man  sie  in  nicht  wenigen  anserer 
ClementarbOcher  findet,  ■— die  eben  deshalb  das  Archiv  inseinenlilera- 
riachen  Berichten  stets  ganz  nnl  Stillschweigen  Obergangen  hat,  — 
nntl  durch  einen  derartigen  Unterricht  auf  das  mathematische 
Studium  auf  solchen  Universiinien  vorzubereiten,  die  in  der  That 
höchst  verdienstliche  und  löbliche  Absicht  haben,  üuf  denen,  wie 
es  —  horribiledictu  — allerdings  noch  vorkommen  soll,  den  VoitrSgen 
Immer  noch  der  sogenannte  kleine  Lacroix*)  zu  Grunde  gelegt 
wird,  in  welchem  das  ,,en  d^faut  Sein"  der  Taylor'schen 
Reihe  und  andere  höchst  erbauliche  Uinge  noch  eine  so  wahrhaft 
diabolische  Rolle  spielen.  Nicht  für  solche,  über  U\r  wirkliche 
Cniversitäten  und  höhere  technische  Lehranstalten  gehört  altein 
der  ,,Ntrense"  Unterricht  in  der  höheren  Analysis.  Jeder 
nicht  völlig  strenge  Unterricht  ist  aber  im  höchsten  Grade  verderb- 
lich, und  zwar  am  aller  meisten  auf  einer  Schule,  wo  gerade  die 
höchste  Strenge  das  Huupterrorderniss  alles  Unterrichts  ist.  Und 
nie  niederdruckend  ist  es  —  in  welcher  Beziehung  uns  sprechende 


.'iPM-««  ••iaw.XaU«wafwdlM«lfehe  T^f^i|<  «t^nekti^fre 
ealcnl  4irf«reatl«l  et  de  ealcnl  IntiKrai. 
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Bf^spiele  ear  Seite  stehen  —  fflr  junge  Shidirende  der  Mathema- 
tik sur  CniveTflitaten,  wenn  solchen  an  sich  oft  recht  tüchtigen 
jungen  Leuten,  tlte  auf  der  Schule  schon  ettraa  ganz  Vages  « 
Differentiafrechnung,  unendlichen  Reihen  u.s.  iv.  ^eh'irihnbeti,  Tastin 
jed«r  Vorlesung  gesagt  und  gezeigt  werden  muss;  „in  Allem,  wna  Ihr 
früher  von  diesen  Dingen  gehiirt  haht,  ist  in  der  Weise,  wie 
E^cb  betgebracht  hat,  z.  B.  schon  In  dem  sngenannten  allgemeinen 
binomiftchen  Lehrsätze,  sehr  viel  Widerspruch  enthalten,  und  Ihr 
kommt  dadurch,  n-enn  Ihr  es  nicht  anders  anfangt,  in  Gefahr,  eu 
den  tvidersprecheiidslen  Resultaten  geführt  zu  werden!!"  Also 
nie  wieder  ein  Wort  von  der  AuTnahme  der  Elemente 
der  hSheren  Analysis,  so  einfach  diese  Dinge  in  der 
That  auch  an  sich  sind*),  in  den  Seh  ulunterricht  ir- 
gend einer  Artll  nas  sich  auch  die  denSchulen  vorgesetzlen 
oberen  Behörden  gesagt  lassen  sein  luügen,  damit  sie  nicht  durch 
Gerede,  wie  das  Obige,  zu  der  Sache  schtidlichen  Schritten  ver- 
leitet H-erden.  Wie  viel  verständigere  Ansichten  hat  man  Über 
den  angeregten  Gegenstand  selbst  auf  nicht  wenigen  höheren 
technischen  Lehranstalten!  Z.B.  auf  der  [jreussischen  Bau-Aka- 
demie in  Berlin  wird  im  erxten  Curstis  selbst  die  Mechanik  swar, 
wie  sich  von  selbst  versteht,  in  viillis;  strenger,  aber  ganz  ele- 
mentarer Weise,  principiell  ohne  alle  Eioniischung  des  sogenann- 
ten hühei^t)  Cniculs,  gelehrt,  destten  Anwendung  erst  in  späteren 
Oursen  folgt.  Von  «io  viel  richtigerem  Talfte  und  von  wie  ver- 
ständigerer Wüidigung  des  Wesens  des  betreffenden  Lehrobjects 
und  seiner  pralcüschen  Bedeutung  zeugt  dies,  als  jener  ällzu- 
groflse  Eifer  der  ihren  von  uns  in  seiner  hohen  Bedeutung  sonst  so  be- 
reitwillig und  lebhaft  anerlcannten  Standpunkt  in  der  angeregten  Be- 
ziehung gan7.  verkennenden  Realschulen.  Wir  wiederholen  also, 
dass  wir  aus  diesem  Grunde  wünschen,  dass  aus  ^lem  vorliegen- 
den verdienstlichen  Buche  künftig  der  die  Infinitesimalrechnung  in 
Anspruch  nehmende  Abschnitt,  insofern  es  ein  wahres  Schulbuch 
sein  und  werden  soll,  ganz  weggelassen,  hijchstena  als  Anh.'uig 
■it  kleiner  Schrift  gedruckt  beigefugt  werde. 

1*  Eine  zweiten  Wunsch  wird  der  kenntnissreicfae  Herr  öeber- 
Htaer  uns  gewiss  aus  alter,  von  uns  selbst  aus  Herzensgrunde 
ToUatändig  erwiderter  AnhKnglicbkeit  um  so  lieber  zu  gewähren 
geneigt  sein,  weil  wir  ihn  ja  unter  unsere  Schüler  zählen  zu  dür- 
fen uns  zur  Ehre  anrechnen.  Aufgaben  aus  dem  eigentlichen  Ge- 
biat  der  Maschinenlehre,  wenn  wir  auch  nur  die  sogenannten  ein- 


*)  Aber  freilicli  auch  e 
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bvbeD  nocl  <ii«  unmittelbar  an  dieselben  Hicfa  anscbtieBseinlen  Mascbi- 
n*n,  wie  Flaschen-  und  Kolleazag,  Räderwerk,  die  verschiede  neu 
Arien  der  Scboellwaage,  die  grosse  und  kleine  BrüclieDwaagfl,  a.  ■.  w, 
u.a.w.  in'e  Aageraasen,  kommen  leider  in  dem  vorliegenden  Buche  eo 
1^1  wie  gar  nicht  vor.  Da  wir  und,  wie  wir  wissen,  viele  ver- 
diente Lehrer  mit  uns,  gerade  auch  solche  Auf^ben  gern  in  den 
Kreis  des  KeaWhul- Unterrichts  gexogen  sehen:  so  wünschen  wir 
sehr,  dass  der  Herr  Ucbersetser  einen  besonderen  derartigen  Ab- 
schnitt selbstständig  beifüge,  was  Ihm  ein  Leichter,  den  belref- 
l'enden  Lehranslullen  aber  gewiss  sehr  erwünscbt  und  der  Ver- 
breitung   des   Uucbs   furderJicfa   sein    wird. 


Vermischte  Schriften. 


~d 


Taschenbuch  ftir  Mathematik,  Physik,  GeodSsie 
und  Astronomie.  Von  Ur.  Rud  olf  Wolf.  Professor  su 
Zllrich.  Zweite  ganz  umgearbeitete  und  sehr  erwei. 
terte,  mit  zahlreiche»  Tabellen  und  IQnf  Figurentafeln 
ausgestattete  Auflage.    Born.  Haller.  IH56.    8. 

Das  empCablendfl  Drtfaeil,  welchaa  wir  im  Literar.  Bericht 
Nr.  LXXll.  8. 900.  Aber  die  erste  Ausgabe  dieses  hflbschen  matb*- 
natischea  Taschenbuchs  aeaKesprocheB  haben,  ist  durch  di«  so 
«hon  erschienene  swdte  Anfiagn  t»estttigt  worden.  Dieae  neae 
Anflags  ist  mit  Recht  als  eine  sehr  erweiterte  ond  verrollstin- 
4igte  auf  dem  Titel  bezeichnet  worden.  Denn  wenn  auch  im  Oan- 
SH,  bei  vielfacher  Berficksichtigung  der  neueren  FertschriltederWia- 
aeascbaft,dei  Inhalt  im  Allgemeinen  derselbe  geblieben  Ist,  so  haben' 
doch,  wie  wir  am  Schlüsse  nnserer  Anzeige  der  ersten  Auflai;e 
wflDschtea,  nun  auch  die  Anfangsgrflnde  der  faSheren  HaUiematik 
ahlige  Berfldcsichtignng  gefniden,  '  nnd  vieles  andere  Nene, 
namentlich  anch  mehrere  recht  zweckmisstg  eingerichtete  Tabel- 
len ,  ist  hinmgekommen ,  anch  sind  die  nStbigsten  Figuren ,  welche  In 
der  ersten  ADflageganzreblten.beigef&gt  Endllch'erleicbtert  ancb  ein 
.■ebrgenaawlnhaltsverzeichnissden  Gebranch  sehr.  Unsanfunsere 
Anzeige  der  ersten  Auflage  Im  Uebrigen- beziehend,  empfehlen 
wir  diese  neue  Auflage  Im  VerhSltnlss  ed  jener  in  erhSbetem  Haasse 
lacht  adir,  und  wOoacben  dem  anaprucbalosen,  aber  In  sriner  Art 
•fltilitAeD  Bttchlelii  vieUMbe  Verbr^tOB«. 
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Sitiunf^sberichte   der  Kaiserlichen  Akademi«  der 
Wisaenachaften  za  Wien.    (Siehe  Literar.  Ber.  Nr.  CX. 

S.  7.) 


Bou^:    Ghronolo- 

!  1896>  sanirat  einer 

Ples«  und  Pierre: 

ongelialts  der  almo- 

RiHultamenti  oüe- 

i  esperimenti ,  co'quali 


JahT|;ang  1856.  Band  XXII.  Seft 
ginclier  Katalog  der  Nordlicltter  bis  zum  Jal 
Bibliographie  über  diese  Erscbeinung.  S.  3.  - 
Beitrage  zur  Kenntniss  des  Ozons  und  des  t 
sphärischen  Luft.  S.21I.  —  Zantedesch 
nuti  da  un  Giroscopio    8.  251.     Di  alcuni  nuo> 

Bi  e  credulo  dl  comprovare  la  non  ainiultanea  esistenza  di  due 
correati  opposte  aul  medesiino  lila  ronduttore.  S,  256.  —  Zan- 
tedeschi  e  Borlinelto:  Dei  Mmiti  di  impressionabüitik  delle 
sostanze  rotogroßche;  dell'  influenza  delle  supernde  nei  fenomeni 
fotogenici;  della  loro  chiniica  natura;  dei  miglioramenti  apportati 
all'  arte  eliograßca.  S.  261.  —  v.  Sonklar:  Ein  Condensationa- 
Hygromeler.     S.  271. 

Jahrgang  1856.  Band  XXII.  Heft  3.  Knochenhauer.- 
(Jeber  die  Tbeüung  des  elektrischen  Stromea.  S.  327.  —  Der- 
selbe: Ueber  den  Strom  der  Nebenballerie.  S.  331.  —  Bou«: 
Parallele  der  Erdbeben,  der  Nontlichter  und  des  Erdmagnetismus, 
sammt  ihrem  Zusammenhang  mit  der  Erdplaatik  sowohl  als  mit 
der  Geologie.  S.  305.  —  v.  Baumg  artner:  Von  der  Umwand- 
lung der  Wärme  in  Elektricität.    (Sehr  interessant.)    S.  S13. 

J.ahTgangl856.  Band  X\II.  tlefl3.  Böhm :  Ueber  die 
Seehöhe  von  Prag.  (Herr  Professor  Böhm  in  Prag  hat  mit 
grossem  Heisse  und  vieler  Mühe  vorzßglich  die  Nivellements  der 
verschiedenen  Eisenbahnen  benutzt,  um  die  Seehühe  von  Prag  za 
bestimmen.  Diese  Arbeit  ist  nicht  bloss  interessant  wegen  der 
nichtigen,  durch  sie  erhaltenen  Resattatc,  sondern  auch  weil  sie 
zeigt,  wie  genau  im  Ganzen  genommen  die  Nivellements  sind, 
die  dem  Bau  der  verschiedenen  Eisenbahnen  zu  Grunde  gelegt 
sind.      Die    Resultate    seiner    mühsamen    Arbeit    sind    folgend«. 


Ste 


warte 


f rags: 

■1  105,15  Wiener  Klaller  aber  der  See  bei  Cuihavan. 

2)  107,67 „      „      .,  SwinemGnde. 

3)  105,53        „  „         „        „      „      „ 

4)  106,46        „  „  „        „      „      „  „  f 

5)  106,63        „  „         „        „      „      „ 

6)  104,72        „  „         ,.      dem  baltischen  Meere. 

7)  102,92        „  „  .,        „    adriatischen    .. 

8)  103,17        „  

9)  104,80        „  „„■"„'„  i  "    '  '^"' 
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Die  «retoN  drei  Hühen  sttitsen  ^ch  gans  titil  ((«ABUttrUcb«  Nivel- 
Umenta;    sie  ^ben  im  Mittel  i 

106.12  Wiener  Kiader. 

Die  drei  rollenden  Hilheo  atStzen  sich  liieils  anf  Reoinetrleche, 
tlieiis  auf  Iri^nnometrische,  jedoch  von  einander  unabhängige  Ope- 
rntionen,  die  sHiiinillich  von  demselben  Meere  ausgehen  ;  sie  geben 
im  Mittel: 

1(K,94  Wiener  Klafter. 

IKe  ktxten  drei  Hilhan  lieruh»n  der  Hauptsache  nach  saf  den 
Messungen  de«  k.  Ii.  D»terrvichiachen  GeoeralKtabei* ;  »ie  geben  hn 
Mitteil 

103,63  Wiener  KlnRer. 

Aebniicbe  lüaiiltelungep  eabeinen  sehr  wünsrhenswerth  lu  sein, 
tind  Herrn  Prnres^or  Biihm'e  T^rdieniilticbe  Arbeit  lierert  ein  gute« 
Muster  fOr  dieselben.)  —  v.  Litlrotr  legt  eine  Karte  dea  ülond- 
gebirgs  KoperniküB  »od  Herrn  Direclor  P.  A.  Secchl  vor.  S.  692. 
—  Oeltsen:  Resultate  aus  der  Vergleichung  des  Sternkatalogs 
vun  Fedorenko  mit  andern  Quellen.     S.  701. 

Jahrgang  1^7.  Uand  XXIII.  Heft  1.  Zantedeachi: 
Apparttio  per  la  conimunicaziorke  (M  moto.  (Con  I  tavola).  8.  5.  — 
Zantfrdeachi  e  Berlinelto;  8ull  Influenza  del  vuoto  e  di  alenai 
gsz  ne'  fenonieni  chimici,  che  preseiitann  i  joduri  d'argeuto  esposli 
olla  luce  Solare.  Memoria  V".  S.  7.  —  Benedikt:  Ueber  die 
Acnderungen  des  Magnetismus  unter  dem  Rinflusse  elektriacher 
Veitbeiluug.  S.  148.  —  Boue:  L'elier  ilie  ^t'omelrische  Re^jel- 
qiji»aigk«it.  des  Erdb«Ues  im  Allgemeinen ;  inabeaoodere  Aber  die- 
imi|;a  »eJnK  Wwwnntneil  «ad  die  AMi«ilini]|  dieser  in  aymme. 
t^iMli4(ilinW(ieo.S>2$&,  ~  v.Littrow:  MittheiluDgeinesSchrei^era 
^  UeimP.  \.  S^cehi.  Üiiectora  der  Sternwarte  ud  Collegio 
K«WMiqh  S,.?75,  -T  Freib.  y.  Baumgiartner;  U^ber  Gewitter 
Gberbaupt,  tiageltretter  insbesondere.  S.  2t7.  (Sehr  beachteoe- 
werth  und  interesaant)—  Pobt  und  Weselsby:  Studien  aw 
dem  GekWfl!  dot)  ftbgetypt«,    &  317. 

Annal-i  di  aciense  matematlcbe  e  fisie^k».  compi- 
latl  da  Barnaba  Tortoliol.    (8.  Literar.  Ber.  Nr.  GXV.  S.  a) 

ATtiU  l%7«  SvEU  tQ<^CB  delle  coordinate  cwrtUnee  «  anl 
Id(^o  de'  centri.  4i  UKi^tura  d'una  superficie  qualun^mo^  Memoria 
del  prof.  Delfloo  Codaisi.  p.  129.  Eine  aehr  beaeli^pawcrtlw 
AbluDdlniig,  in  deren  erstem  Tbeile  der  Herr  '^-^fnimr  BHf  be- 
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■igyhf  »fftth  kmme  Wels»  sa  dem  von  Lamö  in  •einer  bekann- 
ten AUandlmig  iber  den  betreflendeo  Gegenetand  (Jemnal  de 
Liouville.  T.  V.  p.  313.  Memoire  aar  iea  e^eerdinatea 
carviligoes)  gefandenen  Ausdrücken  gelangt,  in  dem  zweiten 
Theile  aber  ^  Alles  in  eigenthfimllcher  Welse  —  eine  von  Bor- 
den! gefnndene  merkwürdige  Eigenschaft  eines  Systems  paralle- 
ler Flächen  nnd  allgemeine  Formeln  zur  Bestimmung  des  Orts 
der  Mittelpunkte  der  Curvatur  einer  jeden  beliebigen  Fläche  ent- 
wickelt, und  dieselben  auf  einea  schon  von  Monge  behandelten 
besonderen  Fall  anwendet.  Da  una  die  Abhandlung  noch  nicht 
vollständig  vorliegt,  müssen  wir  uns  mit  dieser  oberflächlichen  An- 
zeige begnügen,  machen  aber  unsere  Leser  auf  dieselbe  beson- 
ders aufmerksam. 


Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
In  Bern.  Nr.  360—384.  Vergl.  Literar.  Bericht  Nr.  CV. 
S.  12. 

C.  Brunn  er  II.,  zweijährige  Beobachtungen  über  die  Tem- 
peratur des  Wassers  von  Ziehbrunnen.     Nr.  364.    S.  33. 

Aus  dem  Fremdenbuche  des  Hotel  du  Monte  Rosa 
in  Zermatt.  Nr.  364.  8.  37.  Enthält  verschiedene  magnetiache 
Beobachtungen. 

R.  Wolf,  neue  Beobachtungen  über  den  Ozongehalt  der 
atmosphärischen  Luft.  Nr.  367  und  368.  S.  57.  —  Enthält  viele 
verdienstliche  Beobachtungen  mit  Anschluss  allgemeinerer  Bemer- 
Iningen« 

M.  Hipp,  über  den  elektrischen  Webstuhl.  Nr.  370—374. 
S.  81.  —  Ein  recht  interessanter  Aufsatz  in  physikalischer  nnd 
technischer  Rücksicht. 

Wenn  auch  eigentlich  nicht  hierher  gehurend,  aber  seines 
allgemeiaen  iiit^reaaaateq  Inhalts  wegeir,  fuhren  wir  aqch  m.{ 

Guthnik,  Vegetation  in  Algier.    Nr.  370-374.    8.  lOL 

J.  Koch,  meteorologische  Beobachtungen  im  Winter  1856^ 
nnd  im  Frühjahr  1856.    Nr.  376—376.    S.  120. 

Perty,  einige  Bemerkungen  über  Femrohre.  Nr.  377—378. 
8.  137.  —  Zur  allgemeinen  praktischen  Beurtheilung  der  Güte  der 
Femrohre  recht  beachtensiverth. 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  and  Pby- 
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ftik  hl  der  Sehweis.  Nr,  379-384.  S.  153.  —  Betreffen  diesmal 
bloHsden  Bet^mann  FranE  Samael  Wild  von  Bern,  der  aber 
auch  lebhaftes  loteresae  für  Matfaemalik  hatte. 
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Urnckrebler. 
Litorer.  Bflr.  NT.CXT.8.a  Z.6.  t!.ii.  statt  „fit"  setnman  „fil-. 
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